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ВЕРОЯТНОСТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛИГАРМОНИЧЕСКИХ
ФУНКЦИЙ

В настоящей статье приводится формула Фейнмана–Каца высшего
порядка для решений уравнения (Δ + V )mu = 0 в области D. Вероят-
ностное представление влечет априорные оценки на рост решений, когда
область D расширяется к Rd. Оценки моментов случайного времени
достижения высокого уровня для процессов Бесселя используются для
доказательства слабой зависимости полигармонических функций от не-
которых граничных значений.

Ключевые слова и фразы: полигармонические функции, принцип
максимума, формула Фейнмана–Каца, процессы Бесселя.

1. Введение. В этой заметке мы изучаем решения уравнения

(L+ V )mu = 0 (1.1)

в открытой предкомпактной области D ⊂ Rd, d > 2, с регулярной границей ∂D, где
m > 1 — целое число. В большей части статьи L обозначает (плоский) лапласиан∑d
i=1 ∂

2/∂x2i , x = (x1, . . . , xd) ∈ R
d, который является генератором стандартного бро-

уновского движения. Заметим, что многие результаты непосредственно переносятся
на случай любого генератора L марковского процесса.

∗ Mathematics Department, University of Swansea, Singleton Park, Swansea, SA2
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Потенциал V является непрерывной функцией и V 6 0 (это предположение может
быть ослаблено). В дополнение к уравнению (1.1) наложим граничные условия на ∂D:

(L+ V )lu(x) = (−1)lgl(x), x ∈ ∂D, l = 0, . . . ,m− 1. (1.2)

Здесь g0, . . . , gm−1 — заданные (измеримые) функции на ∂D. Если функции gl диф-
ференцируемы 2m− 2 раз по x, то граничные условия в (1.2) понимаются в обычном
(сильном) смысле, в противном случае их следует понимать в слабом смысле.

Рассматриваемая задача имеет долгую историю. В размерности d = 2 уравнение
Δmu = 0 изучалось в [6, § 32] (полигармонические уравнения). Полигармонические
уравнения, особенно при m = 2, важны в задачах механики сплошных сред (колеба-
ния тонких пластин и оболочек); см., например, [6] и [7] или недавние книги [1] и [2].
Полигармонические уравнения также возникают в комплексном анализе (полианали-
тичность). В частности, в [6] приведены теоремы существования и единственности
для задачи (1.1)–(1.2) с m = d = 2 (при более широком классе граничных условий).
Однако информация об этих решениях остается чрезвычайно скупой.

В этой заметке мы: (i) доказываем существование и единственность решений за-
дачи (1.1) с граничными условиями (1.2) (при любых d > 1 и m > 1); (ii) приводим
вероятностное представление этих решений, (iii) выводим из этого представления не-
которые априорные оценки решений и (iv) анализируем зависимость решений от гра-
ничных условий.

2. Формула Фейнмана–Каца высшего порядка.
Лемма 1. Для любой функции g ∈ C(∂D) определим функции vk при всех k =

1, . . . ,m следующим образом : при k = 1 функция v1 является решением задачи

(Δ + V )v1 = 0, x ∈ D, v1

∣
∣
∣
∂D
= (−1)m−1g; (2.1)

затем функции vk, k = 2, . . . ,m, определяются рекуррентно как решения следующей
задачи в D:

(Δ + V )vk = −vk−1, x ∈ D, vk

∣
∣
∣
∂D
= 0. (2.2)

Тогда

vm(x) = Ex

(∫ τ0

0

ds0 exp

[∫ s0

0

V (B0(u0)) du0

]

×EB0(s0)

(∫ τ1

0

ds1 exp

[∫ s1

0

V (B1(u1)) du1

]

× ∙ ∙ ∙

×EBm−3(sm−3)

(∫ τm−2

0

dsm−2 exp

[∫ sm−2

0

V (Bm−2(um−2)) dum−2

]

×EBm−2(sm−2)

(

g(Bm−1(τm−1))

× exp

[∫ τm−1

0

V (Bm−1(um−1)) dum−1

]))

. . .

))

. (2.3)

Здесь (B0(t), t > 0) — исходное броуновское движение, выходящее из x ∈ D, и
τ0 — время достижения им границы ∂D. Далее, (B1(t), t > 0) — это броуновское
движение, выходящее из точки B0(s0), s0 ∈ (0, τ0), приращения (B1(t̃)−B0(s0), t̃ > 0)
которого независимы от процесса (B0(t), t > 0), и τ1 — время достижения границы
∂D процессом (B1(t), t > 0). И так далее: (Bm−1(t), t > 0) — это броуновское
движение, выходящее из точки Bm−2(sm−2), sm−2 ∈ (0, τm−2), приращения (Bm−1(t̃)−
Bm−2(sm−2), t̃ > 0) которого независимы от процессов (Bj(t), t > 0), j = 0, . . . ,m−2,
и τm−1 — это время достижения границы ∂D процессом (Bm−1(t), t > 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из уравнения (2.1) вытекает, что

v1(x) = (−1)
m−1Ex

(

g(B(τ)) exp

[∫ τ

0

V (B(u)) du

])

.
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Отсюда получаем

v2(x) = (−1)
m−2Ex

( ∫ τ0

0

ds0 exp

[∫ s0

0

V (B0(u0)) du0

]

×EB0(s0)

(

g(B1(τ1)) exp

[∫ τ1

0

V (B1(u1)) du1

]))

.

Продолжая эту процедуру, получим (2.3). Заметим, что формула (2.3) справедлива и
в общем случае, если интеграл определен корректно.

Лемма 2. Единственное решение задачи

(Δ + V )mu = 0, x ∈ D, u|∂D = g0,

(Δ + V )u|∂D = −g1, . . . , (Δ + V )m−1u|∂D = (−1)m−1gm−1,
(2.4)

с gi ∈ C(∂D), i = 0, . . . ,m− 1, представляется в виде

u(x) = Ex

(

g0(B0(τ0)) exp

[∫ τ0

0

V (B0(u0)) du0

])

+Ex

(∫ τ0

0

ds0 exp

[∫ s0

0

V (B0(u0)) du0

]

×EB0(s0)

(

g1(B1(τ1)) exp

[∫ τ1

0

V (B1(u1)) du1

]))

+ ∙ ∙ ∙

+Ex

(∫ τ0

0

ds0 exp

[∫ s0

0

V (B0(u0)) du0

]

×EB0(s0)

(∫ τ1

0

ds1 exp

[ ∫ s1

0

V (B1(u1)) du1

]

× ∙ ∙ ∙

×EBm−3(sm−3)

(∫ τm−2

0

dsm−2 exp

[∫ sm−2

0

V (Bm−2(um−2)) dum−2

]

×EBm−2(sm−2)

(

gm−1(Bm−1(τm−1))

× exp

[∫ τm−1

0

V (Bm−1(um−1)) dum−1

]))

. . .

))

. (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу линейности задачи можно предположить, что
только одна из функций g0, . . . , gm−1 не равна тождественно нулю. В случае, когда
g0 = ∙ ∙ ∙ = gm−2 = 0, результат следует из леммы 1 с u = vm, g = gm−1. Далее, при
некотором l = 1, . . . ,m рассмотрим задачу

(Δ + V )v1 = 0, x ∈ D, v1|∂D = 0,

(Δ + V )vk = −vk−1, vk|∂D = 0, k ∈ {2, . . . ,m} \ l,

vl|∂D = (−1)
m−lg.

Тогда v1 ≡ 0, . . . , vl−1 ≡ 0 и результат следует из леммы 1 с g = gm−l. Как и
ранее, формула (2.5) справедлива и в общем случае, если все интегралы определены
корректно. При V = 0 формула (2.5) принимает вид (2.6), см. лемму 3.

Заметим, что если знаки граничных условий перемежаются, т.е. gl > 0, l =
0, 1, . . . ,m − 1, мы получаем, что решение u(x) задачи (1.1)–(1.2) неотрицательно.
Следующий частный случай впервые изучался в работе [5].

Лемма 3. Предположим, что V ≡ 0. Тогда единственное решение задачи (2.4)
допускает представление

u(x) = Ex

[
1

(m− 1)!
τm−1gm−1(B(τ)) +

1

(m− 2)!
τm−2gm−2(B(τ)) + ∙ ∙ ∙

+ g0(B(τ))

]

, x ∈ D. (2.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. При m = 2, в силу марковского свойства,

Ex

[ ∫ τ

0

EB(s)[g1(B(τ1))] ds

]

= Ex

[ ∫ ∞

0

EB(s)[1(s < τ)g1(B(τ1))] ds

]

=

∫ ∞

0

Ex[1(s < τ)g1(B(τ))] ds = Ex

[

g1(B(τ))

∫ ∞

0

ds1(s < τ)

]

= Ex[τg1(B(τ))].

При общем m, в силу марковского свойства,

Ex

[∫ τ0

0

ds0EB0(s0)

∫ τ1

0

ds1 ∙ ∙ ∙ EBm−3(sm−3)

{

EBm−2(sm−2)

[
gm−1(Bm−1(τm−1))

]}]

= Ex

[

gm−1(B(τ))

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

ds0 ∙ ∙ ∙ dsm−2 1(s0 6 s1 6 ∙ ∙ ∙ 6 sm−2 6 τ)

]

= Ex

[
τm−1

(m− 1)!
gm−1(B(τ))

]

. (2.7)

Здесь использован тот факт, что (m− 1) броуновских движений, склеенных в проме-
жуточных точках s0, . . . , sm−2 до достижения границы ∂D, распределены так же, как
и единственное броуновское движение в D.

Для полноты мы приведем также прямое доказательство соотношения (2.6).

Лемма 4. Пусть L — генератор марковского процесса X, f ∈ D(L) и
f(X(t)) — п.н. непрерывная справа функция t. Пусть функция φ(t) абсолютно не-
прерывна по t. Если τ — такой момент остановки, что Ex

∫ τ
0
|φ(s)| ds < ∞ и

Ex
∫ τ
0
|φ′(s)| ds <∞, то

Ex

[

φ(τ)f(X(τ))

]

− φ(0)f(x) = Ex

[ ∫ τ

0

φ′(s)f(X(s)) ds

]

+Ex

[ ∫ τ

0

φ(s)Lf(X) ds

]

.

Эта лемма обобщает тождество Дынкина (см. [4]). Применяя лемму 4 к φ(t) = tl

и (−L)lf/l! и суммируя по l 6 m− 1, получаем

f(x)− Exf(X(τ)) =
m−1∑

l=1

1

l!
Ex

[

τ l(−L)lf(X(τ))

]

+
1

m!
Ex

[ ∫ τ

0

sm−1(−L)mf(X(s)) ds

]

.

(2.8)
Пусть функции vk(x) определены как в лемме 1 с V ≡ 0 и граничным значением g.
Используя равенства (−L)mvm = 0 и (−L)lvk = vk−l при l 6 k, получаем

vm(x) = Exvm(X(τ)) +

m−1∑

l=1

Ex

[
1

l!
τ lvm−l(X(τ))

]

= Ex

[
1

(m− 1)!
τm−1v1(X(τ))

]

= Ex

[
1

(m− 1)!
τm−1g(X(τ))

]

. (2.9)

3. Эллиптические граничные задачи. Рассмотрим класс G (C) вектор-
функций G = (gm−1, gm−2, . . . , g1, g0) на ∂D таких, что |gm−1| 6 C, |gm−2| 6
C, . . . , |g0| 6 C, gi ∈ C(∂D), i = 0, . . . ,m − 1. Пусть G0(C) = {G ∈ G (C): gm−1 ≡ 1}.
Будем говорить, что последовательность областей (Dn) регулярно расширяется к
Rd, если для любого K ⊂ D (i) Rn(K) = dist (K, ∂Dn) → ∞ при n → ∞ и
(ii) Rn(K)/Rn(K) = 1 + o(1) при n → ∞, где Rn(K) = supy∈∂Dn dist (y,K). При

любом n = 0, 1, 2, . . . рассмотрим классы граничных значений G (n)(C) и G (n)0 (C) в
областях Dn, D0 = D. Предположим, что константа C не зависит от n, и будем
опускать индекс n.

Докажем утверждение типа теоремы Лиувилля для полигармонических функций.
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Теорема 1. Пусть U = U (C) — множество решений граничной задачи (1.1)–
(1.2) в областях Dn, D ⊂ Dn, с V 6 0 и граничными значениями из множества G (C).
Тогда для любого компакта K ⊂ D существует константа C = C(K,C, d,m) та-
кая, что при u ⊂ U

sup
x∈K
|u(x)| 6 C(1 +R

2m−2
n ), (3.1)

где Rn = Rn(K) = supy∈∂Dn dist (y,K).

Теорема 2. Пусть U0 = U0(C) множество решений граничной задачи (1.1)–
(1.2) в области D с V = 0 и граничными значениями из множества G0(C). Тогда
существует константа R0 = R0(C, d,m) такая, что для любого компакта K ⊂ D

с R(K) > R0 и любых двух функций u1, u2 ∈ U0 при некоторой константе C =
C(K,C, d,m) выполнено неравенство

sup
x∈K

∣
∣
∣
∣
u1(x)

u2(x)
− 1

∣
∣
∣
∣ 6 C. (3.2)

Теорема 3. Рассмотрим последовательность задач (1.1)–(1.2) в областях Dn,
регулярно расширяющихся к Rd. Тогда для любого компакта K ⊂ D0 существует
константа C = C(K,C, d,m) такая, что для любых двух решений u(n)1 , u

(n)
2 ∈ U (n)

0

граничной задачи (1.1)–(1.2) с граничными условиями из класса G (n)0 (C)

sup
x∈K

∣
∣
∣
∣
u1(x)

u2(x)
− 1

∣
∣
∣
∣ 6

C

R2n(K)
→ 0 при n→∞. (3.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Радиальная часть броуновского
движения |B(t)| является процессом Бесселя порядка ν = d/2 − 1. Пусть τR =
inf[t: |B(t)| = R]. Согласно [3, § 2.4, формула 2.0.1], преобразование Лапласа
ψR(s, x) = Exe

−sτR можно представить в виде

ψR(s, x) =
x−νIν(x

√
2s)

R−νIν(R
√
2s)

, x 6 R, (3.4)

где Iν — модифицированная функция Бесселя: Iν(x) = i−νJν(ix), и Jν — стандартная
функция Бесселя. Используя хорошо известное асимптотическое разложение

Iν(x) =
∞∑

k=0

(x/2)ν+2k

k! Γ(ν + k + 1)
, x� 1,

находим моменты Exτ lR при x 6 R, например

ExτR =
R2 − x2

2(ν + 1)
,

Exτ
2
R =

(R2 − x2)(R2ν + 3R2 − x2ν − x2)
8(ν + 2)(ν + 1)2

,

Exτ
3
R =

(R2 − x2)B(R, x)
48(ν + 3)(ν + 2)(ν + 1)3

,

где B(R, x) = R4ν2 + 8R4ν + 19R4 − 10R2x2ν − 2R2x2ν2 − 8R2x2 + x4ν2 + 2x4ν + x4.
Здесь, как и ранее, ν = d/2 − 1. Легко проверить, что supx∈K Exτ

l
R ∼ l! b(K, l, ν)R2l

при R → ∞ и x ∈ K. Теперь результат непосредственно следует из (2.6), поскольку
Exτ

l 6 Exτ
l

R
.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Снова используя представление (2.6),
получаем:

sup
x∈K

∣
∣
∣
∣
u1(x)

u2(x)
− 1

∣
∣
∣
∣ 6 sup

x∈K

(
Exτ

m−1

(m− 1)!
+ C

(
Exτ

m−2

(m− 2)!
+ ∙ ∙ ∙+ 1

))

×

(
Exτ

m−1

(m− 1)!
− C

(
Exτ

m−2

(m− 2)!
+ ∙ ∙ ∙+ 1

))−1
− 1. (3.5)
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Поскольку Exτm−1 доминирует в (3.5) при R = R(K) > R0, например, Exτm−1 >
Exτ

m−2(Exτ
m−2
R )1/(m−2), то правая часть соотношения (3.5) дает равномерную

оценку.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Левая часть соотношения (3.3) не

превосходит

b(m− 1)R2m−2 + Cb(m− 2)R2m−4 + ∙ ∙ ∙+ Cb(1)R2 + o(R)
b(m− 1)R2m−2 − Cb(m− 2)R2m−4 − ∙ ∙ ∙ − Cb(1)R2 + o(R)

− 1, (3.6)

где b(j) = b(K, j, ν). Разлагая (3.6) при R → ∞, получаем оценку сверху вида
C(K,C, d,m)/R2. Константу C(K,C, d,m) можно вычислить явно.
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1. Пусть X1, . . . , Xn — последовательность независимых одинаково распределен-
ных случайных величин, имеющих плотность распределения f(x). Требуется, осно-
вываясь на выборке X1, . . . , Xn, проверить гипотезу

H0: f(x) = f0(x).
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