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Об экстраполяции аналитических функций суммами вида
∑︀

𝑘 𝜆𝑘ℎ(𝜆𝑘𝑧)

П.В. Чунаев

В заметке рассматривается задача экстраполяции аналитических в окрестности точки
𝑧 = 0 функций посредством сумм вида (см. [1]–[4])

𝐻𝑛(𝑧) = 𝐻𝑛(ℎ, {𝜆𝑘}; 𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘ℎ(𝜆𝑘𝑧), 𝑧, 𝜆𝑘 ∈ C, 𝑛 ∈ N. (1)

Как аппарат приближения такие суммы впервые применялись в работе [1].
Пусть 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛, 𝑛 ∈ N, – некоторый набор комплексных чисел. Мы будем использовать

известные формулы Ньютона (см., например, [5]):

𝑆1 = 𝜎1, 𝑆𝑚 = (−1)𝑚+1𝑚𝜎𝑚 −
𝑚−1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑚−𝑗𝑆𝑗𝜎𝑚−𝑗 , 𝑚 = 2, 3, . . . , (2)

выражающие степенные суммы 𝑆𝑚 = 𝑆𝑚(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) :=
∑︀𝑛

𝑘=1 𝜆𝑚
𝑘 через элементарные сим-

метрические многочлены

𝜎𝑚 = 𝜎𝑚(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) :=
∑︁

16𝑗1<···<𝑗𝑚6𝑛

𝜆𝑗1 · · ·𝜆𝑗𝑚 , 𝑚 = 1, 2 . . . ,

где 𝜎𝑚 = 0 при 𝑚 > 𝑛. Пусть 𝑎 > 1. Выберем числа 𝜆𝑘 так, что

𝜎1 = 1, 𝜎𝑚 =
(−1)𝑚+1

𝑚!

𝑚−1∏︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 − 1), 𝑚 = 2, . . . , 𝑛. (3)

Тогда, как показано в работе [2], имеем

max
𝑘=1,...,𝑛

|𝜆𝑘| 6 𝑎− (𝑎− 1)𝑛−1, 𝑆𝑚 = 𝑎𝑚−1, 𝑚 = 1, . . . , 𝑛. (4)

Пусть ℎ – функция, аналитическая в области 𝐷𝑟 := {𝑧 : |𝑧| < 𝑟}, где 0 < 𝑟 6 ∞ и 𝐷∞ = C,
и имеющая тейлоровское разложение

ℎ(𝑧) = ℎ0 + ℎ1𝑧 + ℎ2𝑧
2 + · · · .

Если выбрать числа 𝜆𝑘 как указано в (3), то будем иметь

𝐻(1)
𝑛 (𝑧) = 𝐻(1)

𝑛 (ℎ, 𝑎; 𝑧) := 𝐻𝑛

(︂
𝑧

𝑎

)︂
=

𝑛−1∑︁
𝑚=0

ℎ𝑚𝑧𝑚 +
∞∑︁

𝑚=𝑛

ℎ𝑚𝑆𝑚+1

(︂
𝑧

𝑎

)︂𝑚

,

где сумма 𝐻𝑛(𝑧/𝑎) как функция от 𝑧 определена и аналитична в 𝐷𝑟 и

ℎ(𝑧)−𝐻(1)
𝑛 (𝑧) =

∞∑︁
𝑚=𝑛

ℎ𝑚

(︂
1− 𝑆𝑚+1

𝑎𝑚

)︂
𝑧𝑚, 𝑧 ∈ 𝐷𝑟. (5)

Работа выполнена при поддержке ДПННиТ (проект № 1.1348.2011), ФЦП “Научные и на-
учно-педагогические кадры инновационной России” на 2009–2013 гг. (проект № 14.B37.21.0369)
и Российского фонда фундаментальных исследований (гранты №№ 11-01-00952-а, 11-01-97517-
р_центр_а).

c○ П.В. Чунаев, 2012
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Отсюда получается экстраполяционная формула (см. [2]):

ℎ(𝑧) ≈ 𝐻(1)
𝑛 (𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘ℎ

(︂
𝜆𝑘

𝑎
𝑧

)︂
,

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑘

𝑎
𝑧

⃒⃒⃒⃒
6 𝛽𝑛|𝑧| < |𝑧| < 𝑟, 𝛽𝑛 := 1− 𝑎− 1

𝑎𝑛
, (6)

т.е. значения функции ℎ в точке 𝑧 выражаются через ее значения в точках 𝜆𝑘𝑎−1𝑧 с мень-
шими модулями. При 𝜇-кратной экстраполяции получается сумма 𝐻

(𝜇)
𝑛 (𝑧) = 𝐻

(𝜇)
𝑛 (ℎ, 𝑎; 𝑧)

вида (см. [1], [2])

𝐻(𝜇)
𝑛 (𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘1,...,𝑘𝜇=1

𝜆𝑘1 · · ·𝜆𝑘𝜇ℎ

(︂
𝜆𝑘1 · · ·𝜆𝑘𝜇

𝑎𝜇
𝑧

)︂
,

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑘1 · · ·𝜆𝑘𝜇

𝑎𝜇
𝑧

⃒⃒⃒⃒
6 𝛽𝜇

𝑛 |𝑧|. (7)

Остаточный член был оценен в [2] так:

|ℎ(𝑧)−𝐻(𝜇)
𝑛 (𝑧)| 6 𝑛𝜇(1 + 𝑎𝑛)

∞∑︁
𝑚=𝑛

|ℎ𝑚||𝑧|𝑚, 𝑧 ∈ 𝐷𝑟. (8)

Как видно из (8), при увеличении 𝑛 при фиксированном 𝜇 оценка остаточного члена
улучшается, но ухудшается оценка (7) радиуса круга, в котором лежат узлы экстраполяции
𝜆𝑘1 · · ·𝜆𝑘𝜇𝑎−𝜇𝑧. Наоборот, при увеличении 𝜇 при фиксированном 𝑛 оценка (7) для узлов
улучшается, но ухудшается оценка (8). Поэтому в [2] был поставлен следующий

Вопрос. Можно ли путем сбалансированного выбора параметров 𝑛 и 𝜇 сколь угодно
точно экстраполировать значения функции ℎ на окружность |𝑧| = 𝑟1 < 𝑟 при условии,
что все узлы экстраполяции 𝜆𝑘1 · · ·𝜆𝑘𝜇𝑎−𝜇𝑧 лежат в некотором фиксированном круге
|𝑧| 6 𝑟0 < 𝑟1 (можно считать 𝑟1 = 1)?

В работе [2] этот вопрос был решен положительно в случае целых функций конечного
порядка. В настоящей работе положительное решение получено для произвольных ана-
литических в 𝐷𝑟 функций, найдено явное выражение для остаточного члена 𝜇-кратной
экстраполяции и значительно улучшена оценка (8). Сформулируем основной результат.

Теорема. Пусть ℎ – функция, аналитическая в 𝐷𝑟 , 0 < 𝑟 6 ∞, 𝑎 > 1. Тогда оста-
точный член 𝜇-кратной экстраполяции имеет вид

ℎ(𝑧)−𝐻(𝜇)
𝑛 (𝑧) =

∞∑︁
𝑚=𝑛

ℎ𝑚

(︂
1−

(︂
𝑆𝑚+1

𝑎𝑚

)︂𝜇)︂
𝑧𝑚, 𝑧 ∈ 𝐷𝑟, (9)

и справедлива (не зависящая от 𝜇) оценка погрешности

|ℎ(𝑧)−𝐻(𝜇)
𝑛 (𝑧)| 6

∞∑︁
𝑚=𝑛

|ℎ𝑚||𝑧|𝑚, 𝑧 ∈ 𝐷𝑟. (10)

Если 𝑟 > 1, 0 < 𝑟0 < 1, а числа 𝜇𝑛 ∈ N удовлетворяют равенству

𝜇𝑛 =

[︂
ln 𝑟0 · ln−1

(︂
1− 𝑎− 1

𝑎𝑛

)︂]︂
+ 1, (11)

где [ · ] – целая часть, то при 𝑛 → ∞ суммы 𝐻
(𝜇𝑛)
𝑛 (𝑧) равномерно сходятся к ℎ(𝑧) на

окружности |𝑧| = 1, причем все узлы экстраполяции лежат в круге |𝑧| < 𝑟0 .

Примечание 1. Из (7) следует, что при увеличении кратности экстраполяции с фик-
сированным 𝑛 радиусы кругов, в которых лежат узлы экстраполяции, стремятся к нулю
как геометрическая прогрессия со знаменателем 𝛽𝑛 (число узлов, естественно, возраста-
ет). При этом оценка погрешности (10) не ухудшается. Отметим еще, что для 𝜇-кратной
экстраполяции используется не более 𝐶𝜇

𝑛+𝜇−1 различных узлов, хотя сумма 𝐻
(𝜇)
𝑛 содержит

𝑛𝜇 > 𝐶𝜇
𝑛+𝜇−1 слагаемых.
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Примечание 2. Экстраполяция суммами вида (1) в некоторых случаях дает более точ-
ные разультаты, чем традиционная интерполяция (или экстраполяция) в корнях из еди-
ницы, т.е. по узлам 𝑧𝑘 = 𝑒2𝜋𝑖(𝑘−1)/𝑛, где 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Пусть, например, ℎ(𝑧) = (𝑧 − 𝜌)−1,
1 < 𝜌 < 3/2. При 𝑛 > 10 выберем 𝑧 из условий 𝑧𝑛 = −1 и |𝑧 − 𝜌| < 1. Тогда для соот-
ветствующего интерполяционного многочлена 𝑃 , построенного по узлам 𝑧𝑘, имеем (см. [7;
с. 192])

|ℎ(𝑧)− 𝑃 (𝑧)| =
⃒⃒⃒⃒

𝑧𝑛 − 1

(𝜌𝑛 − 1)(𝑧 − 𝜌)

⃒⃒⃒⃒
=

2

𝜌𝑛(1− 𝜌−𝑛)|𝑧 − 𝜌| >
2

𝜌𝑛|𝑧 − 𝜌|2 .

Отсюда и из (10) находим

|ℎ(𝑧)−𝐻(1)
𝑛 (𝑧)| 6 𝜌−𝑛|𝑧 − 𝜌|−1 < |𝑧 − 𝜌||ℎ(𝑧)− 𝑃 (𝑧)|.

Лемма. При условии (3) имеем 𝑆𝑚 ∈ R и 1 6 𝑆𝑚 6 𝑎𝑚−1 , 𝑚 > 1.

Доказательство леммы. Из (2) и (3) получаем

𝑆𝑚 =

𝑚−2∑︁
𝑗=𝑚−𝑛

𝑆𝑗

∏︀𝑚−𝑗−1
𝑘=1 (𝑎𝑘 − 1)

(𝑚− 𝑗)!
+ 𝑆𝑚−1, 𝑚 > 2, (12)

откуда следует, что 𝑆𝑚 > 1 и последовательность {𝑆𝑚} возрастает.
Оценку сверху докажем по индукции. Она верна при 𝑚 = 1, . . . , 𝑛 (см. (4)). Пред-

положим, что при некотором 𝑝 > 𝑛 неравенства 𝑆𝑚 6 𝑎𝑚−1 выполняются для всех 𝑚 =
1, . . . , 𝑝− 1, и докажем, что 𝑆𝑝 6 𝑎𝑝−1. Имеем

𝑆𝑝 =

𝑝−2∑︁
𝑗=𝑝−𝑛

𝑆𝑗

∏︀𝑝−𝑗−1
𝑘=1 (𝑎𝑘 − 1)

(𝑝− 𝑗)!
+ 𝑆𝑝−1 6 𝑎𝑝−2

𝑝−1∑︁
𝑗=𝑝−𝑛

Γ(𝑝− 𝑗 − 𝑎−1)

Γ(1− 𝑎−1)(𝑝− 𝑗)!

=
𝑎𝑝−2

Γ(1− 𝑎−1)

𝑛∑︁
𝑙=1

Γ(𝑙 − 𝑎−1)

𝑙!
:= 𝑎𝑝−2𝑉 (𝑎),

где неравенство получается из предположения индукции и известного свойства гамма-
функции Γ(𝑧 + 𝑛) = 𝑧(𝑧 + 1) · · · (𝑧 + 𝑛 − 1)Γ(𝑧) при 𝑧 = 1 − 𝑎−1. Для завершения доказа-
тельства покажем, что 𝑉 (𝑎) < 𝑎. Действительно,

∞∑︁
𝑙=0

1

𝑙!
Γ(𝑙 − 𝑎−1) = Γ(−𝑎−1) + Γ(1− 𝑎−1)𝑉 (𝑎) +

∞∑︁
𝑙=𝑛+1

1

𝑙!
Γ(𝑙 − 𝑎−1),

причем в этом равенстве левая часть равна нулю (см. [6; с. 565]). Поэтому

𝑉 (𝑎) = − Γ(−𝑎−1)

Γ(1− 𝑎−1)
−

∑︀∞
𝑙=𝑛+1 Γ(𝑙 − 𝑎−1)/𝑙!

Γ(1− 𝑎−1)
= 𝑎−

∑︀∞
𝑙=𝑛+1 Γ(𝑙 − 𝑎−1)/𝑙!

Γ(1− 𝑎−1)
< 𝑎.

Доказательство теоремы. Преобразуем сумму в (7):

𝐻(𝜇)
𝑛 (𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘1,...,𝑘𝜇=1

𝜆𝑘1 · · ·𝜆𝑘𝜇

∞∑︁
𝑚=0

ℎ𝑚

(︂
𝜆𝑘1 · · ·𝜆𝑘𝜇

𝑎𝜇
𝑧

)︂𝑚

=
∞∑︁

𝑚=0

ℎ𝑚

𝑎𝑚𝜇

𝑛∑︁
𝑘1,...,𝑘𝜇=1

(𝜆𝑘1 · · ·𝜆𝑘𝜇)𝑚+1𝑧𝑚 =

∞∑︁
𝑚=0

ℎ𝑚

(︂
𝑆𝑚+1

𝑎𝑚

)︂𝜇

𝑧𝑚.

Отсюда с учетом равенств (4) получаем формулу (9) для остаточного члена, откуда с уче-
том леммы получается оценка погрешности (10).

Наконец, из (6), (7) и (11) следует, что при указанных 𝜇𝑛 все узлы экстраполяции лежат
в круге |𝑧| 6 𝑟0 < 1, а из (10) вытекает равномерная сходимость 𝐻

(𝜇𝑛)
𝑛 (𝑧) → ℎ(𝑧) на

окружности |𝑧| = 1.
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