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��� 514.853

�°®±²»¥ ´³­ª¶¨¨ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ ª°¨¢»µ

c© 2000. �. �. �®°¾­®¢

�« ±±¨´¨¶¨°³¾²±¿ ¯°®±²»¥ ®±®¡¥­­®±²¨ ´³­ª¶¨© ­  ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ
ª°¨¢»µ. �®ª § ­®, ·²® ¨µ ¡¨´³°ª ¶¨®­­»¥ ¬­®¦¥±²¢  ®¡« ¤ ¾² ²¥¬¨ ¦¥ ±¢®©-
±²¢ ¬¨, ·²® ¨ ¡¨´³°ª ¶¨®­­»¥ ¬­®¦¥±²¢  ´³­ª¶¨© ­  £« ¤ª¨µ ¬­®£®®¡° §¨¿µ
¨ ¯®«­»µ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿µ [3, 4]: ¤«¿ ¨µ ¡¨´³°ª ¶¨®­­»µ ¤¨ £° ¬¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢ 
k(π, 1)-²¥®°¥¬ , ¨ ª ª ¡¨´³°ª ¶¨®­­ ¿ ¤¨ £° ¬¬ , ² ª ¨ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­² ®±®-
¡¥­­®±²¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±¢®¡®¤­»¬¨ ¤¨¢¨§®° ¬¨ ¢ ±¬»±«¥ � ¨²®.

1. �°®±²° ­±²¢¥­­»¥ ª°¨¢»¥ ¨ ´³­ª¶¨¨ ­  ­¨µ. �®±²®ª ¯°¨¢¥¤¥­­®©
¯°®±²° ­±²¢¥­­®© ª°¨¢®© — ¤¥²¥°¬¨­ ­²­®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥: ®­ ¿¢«¿¥²±¿ ¬­®-
¦¥±²¢®¬ ®¡¹¨µ ­³«¥© ¢±¥µ ¬¨­®°®¢ ¯®°¿¤ª  n °®±²ª  ­  C3 ­¥ª®²®°®© ¬ ²-
°¨¶» ° §¬¥°  n×(n+1). � ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¬» ®²®¦¤¥±²¢«¿¥¬ ª°¨¢³¾ ± § ¤ ¾¹¥©
¥¥ ¬ ²°¨¶¥©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.1. �¢  °®±²ª  ª°¨¢»µ ¢ ­ · «¥ ª®®°¤¨­ ², § ¤ ­­»¥ ¬ ²-
°¨¶ ¬¨ M ¨ M ′ , ­ §»¢ ¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢  °®±²ª 
A ¨ B ®¡° ²¨¬»µ ¬ ²°¨¶,   ² ª¦¥ °®±²®ª h ¡¨£®«®¬®°´¨§¬  ¯°®±²° ­±²¢ 
(C3, 0), ² ª¨¥, ·²® AMB = M ′ ◦ h.

�°®±²»¥ ¯°®±²° ­±²¢¥­­»¥ ª°¨¢»¥ ¡»«¨ ­¥¤ ¢­® ° ±ª« ±±¨´¨¶¨°®¢ ­» ¢
° ¡®²¥ [8].

�» ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ª®° ­£ °®±²ª  ¯°®±²° ­±²¢¥­­®© ª°¨¢®© ° ¢¥­ c,
¥±«¨ ° ­£ § ¤ ¾¹¥© ¥£® ¬ ²°¨¶» ¢ ­ · «¥ ª®®°¤¨­ ² ° ¢¥­ n−c. � ª ¿ ª°¨¢ ¿
¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤ ­  °®±²ª®¬ ¬ ²°¨¶» ° §¬¥°  c× (c+ 1), §­ ·¥­¨¥ ª®²®°®£® ¢
­ · «¥ ª®®°¤¨­ ² ¥±²¼ ­³«¥¢ ¿ ¬ ²°¨¶ .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.2. �®±²®ª ­  (C3, 0) ¯ °» (M,f), £¤¥ M — ¬ ²°¨¶  ° §¬¥° 
n×(n+1),   f — ´³­ª¶¨¿, ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¥© ­  ¯°®±²° ­±²¢¥­­®© ª°¨¢®©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.3. �®±²ª¨ (M,f) ¨ (M ′, f ′) ´³­ª¶¨© ¢ ­ · «¥ ª®®°¤¨­ ²
­ §»¢ ¾²±¿ Rc-½ª¢¨¢ «¥­²­»¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² °®±²ª¨ A ¨ B ®¡° ²¨¬»µ
¬ ²°¨¶, °®±²®ª h ¡¨£®«®¬®°´¨§¬  ¯°®±²° ­±²¢  (C3, 0),   ² ª¦¥ ´³­ª¶¨¿ g
¨§ ¨¤¥ « , ¯®°®¦¤¥­­®£® ¬ ª±¨¬ «¼­»¬¨ ¬¨­®° ¬¨ ¬ ²°¨¶» M , ² ª¨¥, ·²®

(AMB, f + g) = (M ′ ◦ h, f ′ ◦ h).

�®­¿²¨¥ Rc -½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¢±¥¬ ³±«®¢¨¿¬ µ®°®¸¥© £¥®¬¥-
²°¨·¥±ª®© ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ �¥©¬®­  [6]. �®½²®¬³ ¤«¿ ­¥¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¢±¥ ±² ­-
¤ °²­»¥ ²¥®°¥¬» ²¨¯  ²¥®°¥¬ ¢¥°± «¼­®±²¨ ¨ ª®­¥·­®© ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨.

2. �°®±²»¥ ®±®¡¥­­®±²¨.
�¥®°¥¬  2.1. �°®±² ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥­­®© ª°¨¢®© — ½²® ´³­ª-

¶¨¿ ¨«¨ ­  ¯«®±ª®© ª°¨¢®©, ¨«¨ ­  ª°¨¢®© ª®° ­£  2. � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½²¨¬
¯®«­»© ±¯¨±®ª ¯°®±²»µ ´³­ª¶¨© ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ · ±²¥© :
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®¡®§­ - ³° ¢­¥­¨¿ ´³­ª¶¨¿ ®£° ­¨·¥­¨¿ ¨­¤¥ª±
·¥­¨¥ ª°¨¢®©
Ak y xk+1 k > 0 (k + 1)k−1

Cp,q xy xp + yq p > q > 1 (p+ q − 1)! ppqq

(p− 1)! (q − 1)!
Bk x2 + yk y k > 3 1

Fk x2 + y3
{ yr

xyr
k = 2r + 1 > 5
k = 2r + 4 > 4

(k − 2)(k − 1)kk
24

Cp,q,r

∣

∣

∣

∣

∣

x y 0
0 y z

∣

∣

∣

∣

∣

xp + yq + zr p > q > r > 1 (p+ q + r + 1)! ppqqrr

(p− 1)! (q − 1)! (r − 1)!

Ḟk

∣

∣

∣

∣

∣

x y 0
y2 x z

∣

∣

∣

∣

∣

z +
{ yr

xyr
k = 2r + 3 > 5
k = 2r + 6 > 6

(k − 3)k(k − 2)(k − 1)k
24

Ě6

∣

∣

∣

∣

∣

x y z
z2 x y

∣

∣

∣

∣

∣

z — 35

�¥°¢ ¿ ¯®«®¢¨­  ±¯¨±ª  ¡»«  ¯®«³·¥­  ¢ [7]. �¬»±« ¯®±«¥¤­¥£® ±²®«¡¶  ¡³¤¥²
° §º¿±­¥­ ¢ ° §¤. 4.

�±¥ ¯°¨¬»ª ­¨¿ ² ¡«¨·­»µ ´³­ª¶¨© ­  ¯«®±ª¨µ ª°¨¢»µ ¿¢«¿¾²±¿ ª®¬¯®§¨-
¶¨¿¬¨ ¯°¨¬»ª ­¨© ¢­³²°¨ ±¥°¨©, ¯®«³· ¥¬»µ ³¬¥­¼¸¥­¨¥¬ ¨­¤¥ª±®¢ (³¤®¡­®
±·¨² ²¼, ·²® B2 = C1,1 ¨ F3 = B3),   ² ª¦¥ ¯°¨¬»ª ­¨©

Fp+q+1 → Cp,q → Ap+q−1.

�­ «®£¨·­®, ³¬¥­¼¸¥­¨¥ ¨­¤¥ª±®¢ ¢ ±¥°¨¿µ ¤ ¥² ®·¥¢¨¤­»¥ ¯°¨¬»ª ­¨¿ ®±®-
¡¥­­®±²¥© ¢® ¢²®°®© ¯®«®¢¨­¥ ² ¡«¨¶». �²¬¥²¨¬ ² ª¦¥ ­¥ª®²®°»¥ ¤°³£¨¥ ¯°¨-
¬»ª ­¨¿, ¤ ¾¹¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¨ ±¥°¨©:

Cp,q,r → Cp,q, Ḟk → Fk−2, Ḟp+q+3 → Cp,q,1, Ě6 → Ḟ5.

�¾¡ ¿ ­¥¯°®±² ¿ ´³­ª¶¨¿ — ½²® ¨«¨ ´³­ª¶¨¿ ­  ª°¨¢®© ª®° ­£  ¡®«¼¸¥
¤¢³µ, ¨«¨ ®±®¡¥­­®±²¼, ¯°¨¬»ª ¾¹ ¿ ª ®¤­®© ¨§ ¤¢³µ ­¥¯°®±²»µ ´³­ª¶¨© ­ 
¯«®±ª¨µ ª°¨¢»µ:

X∗9 : x+ αy2 ­  x2 + y4 = 0,
J∗10 : x+ αy ­  x3 + y3 = 0.

�¤¥±¼ ®¡¹¥¥ ª®¬¯«¥ª±­®¥ ·¨±«® α ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¤³«¥¬. �¡¥ ®±®¡¥­­®±²¨ ¯°¨¬»-
ª ¾² ª B4 ¨ F4 . �°®¬¥ ²®£®, X∗9 ¯°¨¬»ª ¥² ª C3,1 .

3. �¨´³°ª ¶¨®­­»¥ ¬­®£®®¡° §¨¿ ª ª ±¢®¡®¤­»¥ ¤¨¢¨§®°». �³±²¼
(x1, x2, x3) — ª®®°¤¨­ ²»,   O3 — ¯°®±²° ­±²¢® °®±²ª®¢ £®«®¬®°´­»µ ´³­ª-
¶¨© ­  (C3, 0). �²®¦¤¥±²¢¨¬ ¯°®±²° ­±²¢® °®±²ª®¢ ¯ °, ±®±²®¿¹¨µ ¨§ n ×
(n + 1)-¬ ²°¨¶» ¨ ´³­ª¶¨¨, ± ¬®¤³«¥¬ On(n+1)+1

3 . � ± ²¥«¼­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®



3 �³­ª¶¨®­ «¼­»©  ­ «¨§ ¨ ¥£® ¯°¨«®¦¥­¨¿, ². 34, ¢»¯. 2

�°®±²»¥ ´³­ª¶¨¨ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ ª°¨¢»µ 65

T (M,f) ª ª« ±±³ (° ±¸¨°¥­­®©) Rc -½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ °®±²ª  (M,f) ¢ ½²®¬ ¬®-
¤³«¥ — ½²® O3 -¯®¤¬®¤³«¼, ¯®°®¦¤¥­­»© ½«¥¬¥­² ¬¨

(EnijM, 0), i, j = 1, . . . , n,
(MEn+1

kl , 0), k, l = 1, . . . , n+ 1,
(0, ϕr), r = 1, . . . , n+ 1,
(∂M/∂xs, ∂f/∂xs), s = 1, 2, 3.

�¤¥±¼ Enij ¥±²¼ n × n-¬ ²°¨¶ , ³ ª®²®°®© ­  ¯¥°¥±¥·¥­¨¨ i-© ±²°®ª¨ ¨ j -£®
±²®«¡¶  ±²®¨² 1,   ­  ®±² «¼­»µ ¬¥±² µ — ­³«¨,   ´³­ª¶¨¨ ϕr — ¬ ª±¨¬ «¼­»¥
¬¨­®°» ¬ ²°¨¶» M .

�®«®¦¨¬ τ(M,f) = dimC On(n+1)+1
3 /T (M,f) ¨ ­ §®¢¥¬ ½²® ·¨±«® ·¨±«®¬ �¾-

°¨­®© ®±®¡¥­­®±²¨. �¨±«® �¾°¨­®© — ½²® ° §¬¥°­®±²¼ ¡ §» Rc -¬¨­¨¢¥°± «¼-
­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ´³­ª¶¨¨ (M,f). � ª ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢-
«¥­  ¢ ´®°¬¥ (M,f) + λ1e1 + · · · + λτeτ , £¤¥ λi — ¯ ° ¬¥²°»,   ei — ½«¥-
¬¥­²» ¬®¤³«¿ On(n+1)+1

3 , ¯°®¥ª²¨°³¾¹¨¥±¿ ¢ ¡ §¨± «¨­¥©­®£® ¯°®±²° ­±²¢ 
On(n+1)+1

3 /T (M,f).
� ®±®¡¥­­®±²¥© Cp,q ¨ Cp,q,r ·¨±«  �¾°¨­®© ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ° ¢­» p + q

¨ p + q + r + 1. � ®±² «¼­»µ ¯°®±²»µ ®±®¡¥­­®±²¥© τ — ­¨¦­¨© ¨­¤¥ª± ¢
®¡®§­ ·¥­¨¨. �°®¬¥ ²®£®, τ(X∗9 ) = τ(J∗10) = 6.

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ µ(M,f) ·¨±«® ¬®°±®¢±ª¨µ ª°¨²¨·¥±ª¨µ ²®·¥ª ®¡¹¥£® ¬ «®-
£® ¢®§¬³¹¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ f ­  ®¡¹¥¬ ±£« ¦¨¢ ­¨¨ ª°¨¢®© M . � §®¢¥¬ µ(M,f)
·¨±«®¬ �¨«­®°  ®±®¡¥­­®±²¨.

�¨¯®²¥§  3.1. τ(M,f) = µ(M,f).
�²  £¨¯®²¥§  ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¤«¿ ´³­ª¶¨© ­  ¯®«­»µ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿µ [7], ¤«¿

Rc-¯°®±²»µ ®±®¡¥­­®±²¥©,   ² ª¦¥ ¢ ­¥ª®²®°»µ ¤°³£¨µ · ±²­»µ ±«³· ¿µ.
�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3.2. � ±±¬®²°¨¬ ¡ §³ Cτ Rc -¬¨­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨

®±®¡¥­­®±²¨ (M,f). �¨±ª°¨¬¨­ ­²®¬ ∆(M,f) ⊂ Cτ ®±®¡¥­­®±²¨ (M,f) ­ -
§»¢ ¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® §­ ·¥­¨© ¯ ° ¬¥²°®¢ ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ®²¢¥· ¾¹¨µ ´³­ª¶¨-
¿¬ ­  ª°¨¢»µ ± ­³«¥¢»¬ ª°¨²¨·¥±ª¨¬ §­ ·¥­¨¥¬. �¨´³°ª ¶¨®­­®© ¤¨ £° ¬¬®©
´³­ª¶¨© Σ(M,f) ⊂ Cτ ®±®¡¥­­®±²¨ (M,f) ­ §»¢ ¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® §­ ·¥­¨© ¯ -
° ¬¥²°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ ´³­ª¶¨¿¬ ­  ª°¨¢»µ ± ¬¥­¥¥, ·¥¬ µ(M,f), ° §«¨·­»¬¨
ª°¨²¨·¥±ª¨¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨.

� ¬¥²¨¬, ·²® ®±®¡ ¿ ²®·ª  ª°¨¢®© ¤®«¦­  ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ª°¨²¨·¥±ª ¿
¤«¿ ´³­ª¶¨¨ ­  ½²®© ª°¨¢®©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3.3. �¨¯¥°¯®¢¥°µ­®±²¼ H ¢ CN ­ §»¢ ¥²±¿ ±¢®¡®¤­»¬ ¤¨¢¨-
§®°®¬, ¥±«¨  «£¥¡°  ΘH ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© ­  CN, ª ± ¾¹¨µ±¿ H (². ¥. ±®µ° ­¿-
¾¹¨µ ¨¤¥ « ½²®© £¨¯¥°¯®¢¥°µ­®±²¨), ¯®°®¦¤¥­  (ª ª ¬®¤³«¼ ­ ¤ ´³­ª¶¨¿¬¨
­  CN ) N ½«¥¬¥­² ¬¨.

�¥®°¥¬  3.4. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® τ(M,f) = µ(M,f). �®£¤  ª ª ¤¨±ª°¨¬¨-
­ ­² ∆(M,f) ⊂ Cτ , ² ª ¨ ¡¨´³°ª ¶¨®­­ ¿ ¤¨ £° ¬¬  ´³­ª¶¨© Σ(M,f) ⊂ Cτ
¿¢«¿¾²±¿ ±¢®¡®¤­»¬¨ ¤¨¢¨§®° ¬¨.

�¨±²¥¬» ®¡° §³¾¹¨µ ¬®¤³«¥© Θ∆ ¨ ΘΣ ¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¯®-
±®¡®¬ (±°. [10, 5, 4]). �³±²¼ (M, F ) = (M(x, λ), F (x, λ)) ¥±²¼ Rc-¬¨­¨¢¥°± «¼­ ¿



66 �. �. �®°¾­®¢

¤¥´®°¬ ¶¨¿ ®±®¡¥­­®±²¨ (M,f) ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ λ = (λ1, . . . , λτ ) ∈ Cτ . � ±¨«³
¢¥°± «¼­®±²¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¤«¿ ¢±¿ª®£® i = 1, . . . , τ ±³¹¥±²¢³¾² ° §«®¦¥­¨¿

F ∂
∂λi

(M, F ) = (AiMBi,Gi) +
3
∑

s=1
his

∂
∂xs

(M, F ) +
τ
∑

j=1
vij

∂
∂λj

(M, F ),

F i−1 ∂
∂λi

(M, F ′) = (A ′iMB
′
i ,G

′
i ) +

3
∑

s=1
h′is

∂
∂xs

(M, F ) +
τ
∑

j=1
wij

∂
∂λj

(M, F ),

£¤¥ Ai(x, λ) ¨ Bi(x, λ) — °®±²ª¨ ¬ ²°¨¶, his(x, λ) ¨ vij(λ) — °®±²ª¨ ´³­ª¶¨©,
Gi(x, λ) — ½«¥¬¥­² ¨¤¥ « , ¯®°®¦¤¥­­®£® ¬ ª±¨¬ «¼­»¬¨ ¬¨­®° ¬¨ ¬ ²°¨¶»
M ¢ ª®«¼¶¥ ´³­ª¶¨© ®² x ¨ λ, ¨  ­ «®£¨·­»¥ ®¡®§­ ·¥­¨¿ ¨±¯®«¼§®¢ ­» ¢®
¢²®°®© ´®°¬³«¥. � «¨·¨¥ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£® ¬­®¦¨²¥«¿ ¨«¨ §­ ª  ¤¨´´¥°¥­-
¶¨°®¢ ­¨¿ ¯¥°¥¤ ¯ °®© (¬ ²°¨¶ , ´³­ª¶¨¿) ®§­ · ¥², ·²® ®¡  ·«¥­  ¤®«¦­»
¡»²¼ ³¬­®¦¥­» ­  ¤ ­­»© ¬­®¦¨²¥«¼ ¨«¨ ¦¥ ¯°®¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­».

�¥ª²®°­»¥ ¯®«¿

νi =
τ
∑

j=1
vij(λ)∂λj ¨ ωi =

τ
∑

j=1
wij(λ)∂λj

®¡° §³¾² ¡ §¨±» ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¬®¤³«¥© Θ∆ ¨ ΘΣ .
4. �²®¡° ¦¥­¨¥ �¿¸ª®–�®©¥­£¨. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²° ­±²¢® Cµ ¢±¥µ ¯®-

«¨­®¬®¢ ±²¥¯¥­¨ µ ®² ®¤­®© ¯¥°¥¬¥­­®© ±® ±² °¸¨¬ ª®½´´¨¶¨¥­²®¬ ¥¤¨­¨¶ .
�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ Ξ ⊂ Cµ ¬­®¦¥±²¢® ¯®«¨­®¬®¢ ± ª° ²­»¬¨ ª®°­¿¬¨.

�¨ª±¨°®¢ ¢ ®±®¡¥­­®±²¼ (M,f) ± ·¨±«®¬ �¾°¨­®© τ ¨ ·¨±«®¬ �¨«­®°  µ,
° ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥ Cτ \Σ(M,f)→ Cµ \Ξ ¤®¯®«­¥­¨¿ ª ¡¨´³°ª ¶¨®­­®©
¤¨ £° ¬¬¥ ´³­ª¶¨©, ª®²®°®¥ ±² ¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬®°±®¢±ª®© ´³­ª¶¨¨ ­ 
£« ¤ª®© ª°¨¢®© ­¥³¯®°¿¤®·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¥¥ ª°¨²¨·¥±ª¨µ §­ ·¥­¨©, ². ¥. ¯®-
«¨­®¬, ª®°­¿¬¨ ª®²®°®£® ½²¨ ª°¨²¨·¥±ª¨¥ §­ ·¥­¨¿ ¨ ¿¢«¿¾²±¿. � ¸¥ ®²®¡° -
¦¥­¨¥, ª ª ­¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ®²®¡° ¦¥­¨¿ ®¡º¥¬«¾¹¨µ
ª®¬¯«¥ª±­»µ «¨­¥©­»µ ¯°®±²° ­±²¢. � §®¢¥¬ ¯®«³·¥­­®¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ®²®-
¡° ¦¥­¨¥¬ �¿¸ª®–�®©¥­£¨.

�¥®°¥¬  4.1. �²®¡° ¦¥­¨¥ �¿¸ª®–�®©¥­£¨ Rc-¯°®±²®© ´³­ª¶¨¨ ­  ¯°®-
±²° ­±²¢¥­­®© ª°¨¢®© ¿¢«¿¥²±¿ ª®­¥·­®ª° ²­»¬ ­ ª°»²¨¥¬. � ª ®²®¡° -
¦¥­¨¥ ¨§ Cτ \ Σ(M,f) ¢ Cµ \ Ξ ®­® ­¥° §¢¥²¢«¥­­®¥.

�«¥¤±²¢¨¥ 4.2. �®¯®«­¥­¨¥ ª ¡¨´³°ª ¶¨®­­®© ¤¨ £° ¬¬¥ ´³­ª¶¨© Rc-¯°®-
±²®© ®±®¡¥­­®±²¨ (M,f) ¢ ¡ §¥ ¥¥ Rc-¬¨­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿
¯°®±²° ­±²¢®¬ ²¨¯  k(π, 1), £¤¥ π — ¯®¤£°³¯¯  ª®­¥·­®£® ¨­¤¥ª±  ¢ £°³¯¯¥
ª®± ¨§ µ(M,f) ­¨²¥©.

�­ ·¥­¨¿ ¨­¤¥ª±  ¯°¨¢¥¤¥­» ¢ ¯®±«¥¤­¥¬ ±²®«¡¶¥ ª« ±±¨´¨ª ¶¨®­­®© ² ¡«¨-
¶». �¥®°¥¬  4.1 ¨ ¥¥ ±«¥¤±²¢¨¥  ­ «®£¨·­» ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¥¬¥ ® ¯°®±²»µ
´³­ª¶¨¿µ ­  £« ¤ª¨µ ¬­®£®®¡° §¨¿µ [1, 9, 2, 3] ¨ ®¡®¡¹ ¾² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥
³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ® ¯°®±²»µ ´³­ª¶¨¿µ ­  ¯«®±ª¨µ ª°¨¢»µ [7, 4].
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�³­­¥«¼­®¥ ° ±¹¥¯«¥­¨¥ ±¯¥ª²°  ®¯¥° ²®°®¢
� ¯« ± –�¥«¼²° ¬¨ ­  ¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¿µ

± ª¢ ¤° ²¨·­® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¬ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¬ ¯®²®ª®¬

c© 2000. �. �. �®¡°®µ®²®¢, �. �. � ´ °¥¢¨·

�³±²¼ M — ²®° ¨«¨ ±´¥°  c ª¢ ¤° ²¨·­® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¬ ¯® �¨³¢¨««¾
£¥®¤¥§¨·¥±ª¨¬ ¯®²®ª®¬, ². ¥. ¢ ª®ª ± ²¥«¼­®¬ ° ±±«®¥­¨¨ T ∗M ±³¹¥±²¢³¥² ­¥-
§ ¢¨±¨¬»© ± £ ¬¨«¼²®­¨ ­®¬ H = |p|2 ª¢ ¤° ²¨·­»© ¯® ¨¬¯³«¼± ¬ p ¨­-
²¥£° « F (±¬. [1–3]). �¥²°¨ª  ­  M ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª «¨³¢¨««¥¢³ ¢¨¤³ ds2 =
(u1(x1)−u2(x2))(dx2

1+dx2
2), u1−u2 > 0, ¯°¨·¥¬ ª®®°¤¨­ ²» (x1, x2) ®¯°¥¤¥«¥­»

­  ²®°¥ ˜M , ª®­¥·­®«¨±²­® ­ ª°»¢ ¾¹¥¬ ¨±µ®¤­³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼ M. �³±²¼ ˜F , ˜H
— ¯®¤­¿²¨¿ ¨­²¥£° «®¢ F , H ­  T ∗˜M . �­®¦¥±²¢® ³°®¢­¿ { ˜H = E, ˜F = E }, £¤¥
minu1 < E/E < maxu1 , ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ²®°®¢ ˜Λ± , ­ ª°»¢ ¾¹¨µ «¨³¢¨««¥¢»
²®°» £¥®¤¥§¨·¥±ª®£® ¯®²®ª . �­¢®«¾¶¨¿ p→ −p ¯¥°¥¢®¤¨² ¢ ±¥¡¿ «¨³¢¨««¥¢®
±«®¥­¨¥, ¯°¨·¥¬ ®²¤¥«¼­»¥ «¨³¢¨««¥¢» ²®°», ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¯¥°¥±² ¢«¿¾²±¿
¬¥¦¤³ ±®¡®©.

�³±²¼ ∆ — ®¯¥° ²®° � ¯« ± –�¥«¼²° ¬¨ ­  M ; ª ¦¤»© ­¥®±®¡»© «¨³¢¨«-
«¥¢ ²®° Λ £¥®¤¥§¨·¥±ª®£® ¯®²®ª , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ³±«®¢¨¾ ª¢ ­²®¢ ­¨¿ [5],
®¯°¥¤¥«¿¥² ¢ ª¢ §¨ª« ±±¨·¥±ª®¬ ¯°¥¤¥«¥ h → 0 ª¢ §¨¬®¤³ ψ ∈ L2(M), E ∈ R
®¯¥° ²®°  −h2∆. �°¨ ½²®¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª ¿ ±®¡±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ψ ¨¬¥¥² ¢¨¤
ψ = Ka

Λ(1), £¤¥ Ka
Λ — ª ­®­¨·¥±ª¨© ®¯¥° ²®° � ±«®¢  [5] ­  « £° ­¦¥¢®¬ ²®°¥

Λ ± ¯°®¨§¢®«¼­®© ®²¬¥·¥­­®© ²®·ª®© a;  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ±®¡±²¢¥­­®¥ ·¨±«® E
¢»·¨±«¿¥²±¿ ¨§ ³±«®¢¨© ª¢ ­²®¢ ­¨¿ (¿¢­»¥ ´®°¬³«» ¤«¿ ±«³· ¿ M = T 2 ±¬.,
­ ¯°¨¬¥°, ¢ [6]). � ±±¬®²°¨¬ ¯ °³ ° §«¨·­»µ ²®°®¢ Λ± , ¯¥°¥µ®¤¿¹¨µ ¤°³£ ¢
¤°³£  ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¨­¢®«¾¶¨¨ p → −p. �­¨ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²
(¨«¨ ­¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²) ³±«®¢¨¿¬ ª¢ ­²®¢ ­¨¿, ¯°¨·¥¬ ·¨±«  E , ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¥
½²¨¬¨ ²®° ¬¨, ±®¢¯ ¤ ¾². �¥°¥¬¥­­»¥ ¢ ±¯¥ª²° «¼­®© § ¤ ·¥ ¤«¿ ®¯¥° ²®° 
� ¯« ±  ° §¤¥«¿¾²±¿; ¨±¯®«¼§³¿ °¥§³«¼² ²» [4], ­¥²°³¤­® ¤®ª § ²¼ ±³¹¥±²¢®-


