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CHAMPS SPINORIELS ET PROPAGATEURS
EN RELATIVITÉ GÉNÉRALE ;

ANDRÉ LICHNEROWICZ
(Paris).

Un des problèmes fondamentaux de la physique mathématique contem-
poraine concerne la quantification d'un champ physique quelconque sur un
espace-temps courbe.

Le formalisme utilisé par la théorie quantique des champs dans le
cadre de la relativité restreinte fait intervenir d'une manière essentielle
la transformation de Fourier. Sur un espace-temps courbe, il n'existe
rien d'analogue. Il nous a donc fallu développer une théorie équivalente
à la théorie usuelle dans le cas de l'espace-temps plat et qui ne fasse
aucun usage de la transformation de Fourier. Cela a été rendu possible
par l'étude directe des solutions élémentaires de l'opérateur de Klein-
Gordon sur les champs physiques des différents types. Je me suis limité
pour le moment aux champs libres, car ce sont provisoirement les seuls
pour lesquels une étude mathématique rigoureuse peut être développée.
Une telle étude fait appel aux travaux de LERAY sur les systèmes diffé-
rentiels hyperboliques et à ceux de M"1® CHOQUET-BRUHAT.

Depuis IQÔS, j'ai systématiquement introduit les propagateurs, diffé-
rence de solutions élémentaires de l'opérateur de Klein-Gordon et montré
comment ces propagateurs permettent la construction de commutateurs
rigoureux pour les champs tensoriels. Dans différentes publications
dont [9], j'ai développé la théorie mathématique des propagateurs tenso-
riels et je l'ai appliquée à la construction des commutateurs du méson
scalaire (spin o), du champ électromagnétique (spin i) et du champ
gravitationnel varié (spin 2) en relativité générale. Un instrument appa-
remment semblable a été introduit en physique par Bryce DE WITT et
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appliqué de manière intéressante à l'étude de problèmes variés par
Bryce et Cécile DE WITT.

Dans une conférence au Colloque international de Varsovie (1962)
encore sous presse, j'ai montré comment l'introduction du propagateur G
et celle d'un noyau symétrique Gi relié à G par une identité intégrale
et solution de l'équation de Klein-Gordon homogène, permet la défi-
nition directe des opérateurs de création-annihilation.

* *

Le présent travail est consacré aux principaux champs spinoriels ou
relevant du formalisme spinoriel, dans le cadre de la relativité générale.
Dans un premier chapitre, je rappelle brièvement, en les adaptant au
but poursuivi, les éléments de la théorie des propagateurs tensoriels.
Pour plus de détails, on pourra se reporter à LICHNEROWICZ [9]. Le second
chapitre est relatif à la théorie des spineurs en relativité générale dans
l'optique d'Élie CARTAN. Je me suis efforcé d'exposer et de préciser
cette théorie du point de vue de la géométrie différentielle contemporaine
(introduction de l'espace fibre des repères spinoriels), mais en conservant
des notations qui rendent la théorie accessible sans grand efïort aux physi-
ciens théoriciens. Un exposé entièrement intrinsèque — certainement
plus satisfaisant pour le mathématicien pur — aurait vite lassé la patience
du physicien.

Les chapitre III et IV portent respectivement sur le champ de Dirac
(spin 1/2, masse ^ o) et sur le champ de Rarita-Schwinger (spin 3/2,
masse ^ o). On y trouvera, exposée en termes de propagateurs spino-
riels, la théorie des anti commutateurs qui généralisent rigoureusement
ceux élaborés dans le cadre de la relativité restreinte et en particulier
l'anticommutateur dû à TAKAHASHI, UMEZAWA et VISCONTI.

Le dernier chapitre est consacré à la théorie de PETIAU-DUFFIN-
KEMMER, c'est-à-dire à la théorie en formalisme spinoriel du champ de spin
maximum i, en accord avec la méthode de fusion de Louis DE BROGLIE.
On exploite ici essentiellement la correspondance classique entre les
formes extérieures et les spineurs d'ordre 2. A l'opérateur de Dirac
correspond ainsi l'opérateur {d + ô) sur les formes, dont le carré n'est
autre que le laplacien de Georges DE RHAM.

Les principaux résultats de ce travail ont été publiés dans les Comptes
rendus. Ils ont fait l'objet d'un cours professé au Collège de France
pendant l'année 1962-1963.

I. — Rappel sur la théorie des propagateurs.

1. Tenseurs-distributions sur une variété. — Le présent travail
s'appuie essentiellement sur la notion de propagateur relatif, sur une
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variété différentiable, à un opérateur hyperbolique. Ces propagateurs
apparaissent comme des généralisations du propagateur scalaire de
Jordan-Pauli qui joue un rôle fondamental dans la théorie quantique
des champs usuels. Ce sont ces propagateurs qui permettent, en parti-
culier, la construction de commutateurs et d'anticommutateurs des
champs en relativité générale.

Nous nous proposons, dans ce chapitre, de rappeler brièvement la
notion de propagateur telle que je l'ai développée dans le cas tenso-
riel ('). Les principaux résultats que nous dégagerons s'établissent de
manière tout à fait analogue dans le cas spinoriel.

a. Soit V/, une variété différentiable orientée de dimension n, de
classe C^, munie d'un élément de volume Y}. Si T est un p-tenseur cova-
riant et U un p-tenseur contravariant, nous appelons (T, U).r le produit
contracté de T et U au point x de Vn' En coordonnées locales (x^-) (a, tout
indice grec = i, . . ., n) nous avons

(1.1) (T, U)^= T^...^(x) U^-^(x\

(^^ est l'espace des p-tenseurs contravariants de V/, de classe C^ à
support S (U) compact. Si l/ecD^ :

(1 .2) <T, UY= f (T, U)^(x).
ty ^n

b. Un p-tenseur-distribution couariant (resp. contravariant) T est une
fonctionnelle linéaire continue à valeurs scalaires sur les p-tenseurs contra-
variants (resp. covariants) à support compact de classe C^. Si [/eo^
nous désignons par T [ U] ou < T, U )> la valeur pour U du tenseur-
distribution covariant T. Un tenseur ordinaire T définit un tenseur-
distribution par la formule (1.2) dans laquelle l'élément de volume
intervient.

Si nous considérons seulement des tenseurs antisymétriques covariants
— ou formes — nous obtenons les p-formes-distributions définies comme
fonctionnelles linéaires continues sur les p-tenseurs antisymétriques
contravariants à support compact. Cette notion diffère de la notion de
courant due à G. DE RHAM. Mais si Vn est munie d'une structure rieman-
nienne et si 'n est l'élément de volume correspondant, les fonctionnelles
respectives se correspondent par l'action de l'opérateur ^ d'adjonction
sur les formes.

Si T est un scalaire-distribution et V un p-tenseur covariant, TV est
le p-tenseur-distribution covariant défini par

TV[U]=T[(V, U)] (Î7€^,).

(1) LICHNEROWICZ [9].
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Avec cette définition, on voit que si T est un p-tenseur-distribution
covariant dans un voisinage ouvert i2 de coordonnées, il peut être écrit

T=.T^...^dx^(^...®dx\

où les composantes Ta^.. .^ de T sont des scalaires-distributions de ^2.
c. Supposons Vn munie d'une structure riemannienne dont le tenseur

métrique g admet une signature arbitraire, et soit -/î l'élément de volume
riemannien correspondant. Nous avons, en coordonnées locales,

(1.3) ds^g^dx^dx^

Soit V l'opérateur de dérivation co variante dans la connexion rieman-
nienne, ^ l'opérateur de codifïérentiation défini sur les (p + i)-tenseurs par

(1.4) ô : ^,.^-^-v^,^.

Si T est un p-tenseur ordinaire, U un (p + i)-tenseur à support
compact, on obtient par intégration par parties,

(1.5) <VT, <7>=<T,^>.

Nous sommes ainsi conduits à définir par (1.5) le (p + i)-tenseur-
distribution dérivée couariante du p-tenseur-distribution T. Les propriétés
classiques de la dérivation covariante dans une connexion riemannienne
et les formules correspondantes sont valables pour les tenseurs-distri-
butions.

Si T est un tenseur-distribution et U un tenseur ordinaire tels que
l'intersection S ( T ) f ^ S ( U ) soit compacte, <( T, U )> a un sens. Sous la
même hypothèse, la formule (1.5) est valable et il en est encore ainsi
pour la formule
(1.6) <âT, £ / > = < T , V C / > ,

où T est un (p + i ̂ tenseur-distribution et U un p-tenseur ordinaire.

2. Bitenseurs de Dirac.

a. Dans la théorie des opérateurs différentiels tensoriels sur une
variété, les notions de bitenseurs et bitenseurs-distributions relatifs
à Vn x Vn interviennent nécessairement. Si Tr est l'espace vectoriel
tangent en x, un bitenseur en (x, x ' ) est un élément du produit tenso-
riel T^ (9) T^lld ± ^ \^ -*- x •

A chaque point x de V/,, associons le scalaire-distribution c .̂ défini par

(2.i) <W),f(xf)^==f(x)
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pour tout scalaire fecO/^. De ôz. on déduit un biscalaire-distribution ô :
si f(x,xr)ç^^^

(2.2) < ô(rc, x'\ f(x, x ' ) >^xr, = < W), f(x, x ' ) > .̂,

ô (x, x ' ) est le biscalaire de Dirac de Vn. Nous abandonnons la nota-
tion ô .̂ et écrivons (2.i) :

(2.3) <à(x,xf),f(xr)y=f(x).

b. Dans la suite, nous désignons par T (x, x ' ) un bi-i-tenseur arbitraire,
de composantes mixtes T^, (x, x ' ) en repères quelconques, astreint seule-
ment à ce que T (x, x ' ) coïncide avec le tenseur représentatif de l'opé-
rateur identité en x, soit

T^,(X, X) == Ô^,,

où les 05e, désignent les symboles de Kronecker.

Par produit tensoriel de T par lui-même, nous obtenons des bi-p-ten-
seurs (g) T. Les bitenseurs de Dirac de Vn sont les bitenseurs-distributions

I)^,^)^^)^,^)

qui dépendent seulement de la structure riemannienne et non du choix
de T. D(p) (x, x ' ) peut être défini par

^D^(x,x'), U(xf)y=U(x),

où U est un p-tenseur. Par antisymétrisation, nous déduisons de D^
une bi-p-f orme-distribution D^ (p = o, i, ..., n). Si v. est une p-forme,

(2.4) ^^(^^.a^^a^).

Si -kx désigne l'opérateur de dualité en x sur les formes, il résulte
des propriétés de cet opérateur que si p est une (n — p)-forme, on a,
si g est négatif,

((,,^*-/^)^^(3(a;/)^

= ^D^(x, x'\ —*^(^=— *,.3(^).

En multipliant par *.r, il vient

((^pyi *..*̂ )(:r, x'\ ̂ x')^ =-P(rc).
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De (2.4) il résulte ainsi

(2.5) D^ (x, x^ == — *.. *...D )̂ (rr, x').

Désignons par dx l'opérateur de différentiation extérieure en x sur les
formes, par ô.r celui de codifférentiation. Si a est une p-forme et (3 une
(p + i)-forme, on a, lorsque l'intersection des supports de ces deux
formes est compacte,

<P(^), ^a(^)>== (p + i)<ô,P(^, a(.r)>.

On en déduit

^^D^(x, x'\ a^^^-^^D^1)^^),^^^)^

soit

-^ ̂ D^1)^, a/), a (a/) ^ = ̂ a(.r).
\

a(an ^d^af

D'autre part, par difïérentiation en x de (2.4), il vient

/ ̂  ̂ .Û^) (x, x'), a (^ v) = d.z.a (.r).

On en déduit la formule

(2.6) S^D^ ) = d,..Û(^) (p == o, . . . , n — i).

c. Par symétrisation de D^, nous obtenons un bitenseur-distri-
bution D^ qui intervient dans le cas p == 2.

Si A est un vecteur, nous appelons (^A le tenseur symétrique ^ (A) g
transformé infinitésimal (ou dérivée de Lie) du tenseur métrique, soit

(d?A)a? == VaA^ + V^Aa.

Par un raisonnement analogue au raisonnement précédent, on établit la
formule
(2.7) ô^D^=^D^.

3. Opérateurs différentiels hyperboliques sur les tenseurs. —
Notre théorie des propagateurs est valable pour les systèmes hyper-
boliques au sens de LERAY. Nous ne nous intéresserons ici qu'aux opéra-
teurs hyperboliques du second ordre sur les tenseurs ou, plus tard, sur
les spineurs.

a. Considérons sur la variété riemannienne Vn, l'opérateur A sur les
p-tenseurs défini par

(AT)a,..a/,=-VPVpTa,..a,.
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Si C est un champ d'opérateurs linéaires sur les p-tenseurs, B un champ
d'applications linéaires Bx des (p + i)-tenseurs dans les p-tenseurs
(B^ est défini dans un domaine de coordonnées locales par un ensemble
de n opérateurs B^ sur les p-tenseurs), nous considérons l'opérateur
différentiel
(3. i) NT = AT + BPVp T + CT.

L'opérateur adjoint est alors défini à l'aide des opérateurs adjoints
de C.z. et B^ :
(3.2) N*î7=A[/—Vp(B*P[7)+C*î7.

Pour que N soit autoadjoint, il faut et il suffit que

5*p=_^p; C*== C—VpBP.

Si T est un p-tenseur-distribution et U un p-tenseur tels que S (T) n S (U)
soit compact, on a
(3.3) <NT, [/>==<T,N*£/>.

^. J'ai introduit sur les tenseurs un laplacien qui diffère de A et se
prête mieux aux applications géométriques et physiques. Dans le cas
particulier des tenseurs antisymétriques, DE RHAM utilise le laplacien
défini par

AT == (dô + ôd) T,

A commute dans ce cas avec d et S puisqu'ici d1 == ô'2 == o. Ce laplacien
peut s'écrire explicitement

(3.4) (AT)a,..a,= (AT)a,..a,+S^A..A..a;

"^^^a^Ta,..^

k^l

,-Ra; o. ̂ KjTy., . F ' " 0 -

J'appelle laplacien d'un tenseur arbitraire T le tenseur A T défini par la
formule (3.4). L'opérateur A jouit des propriétés suivantes : il est auto-
adjoint, commute avec la contraction, commute avec les opérateurs de
transposition sur les indices et par suite préserve les symétries ou anti-
symétries possibles de T. Si T est à dérivée covariante nulle,

A(T(g)[/)=T(g)A[7.

Si le tenseur de Ricci de Vn est à dérivée couariante nulle, on a pour
tout 2-tenseur T et vecteur A :

(3.5) ôAT=AâT, V A A = A V A .
BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 1. 2
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4. Noyaux élémentaires et propagateurs. — Nos opérateurs diffé-
rentiels N sur les p-tenseurs peuvent être écrits

NT == AT + 5?Vp T + CT.

La métrique de V,i est supposée de type hyperbolique normal et dans la
suite, nos considérations sont purement locales (2). Soit un voisinage
homéomorphe à une boule ouverte tel que le conoïde caractéristique T.r,
de sommet x ' e i^, engendré par les géodésiques isotropes issues de x ' ' ,
soit régulier dans ^2 et définisse trois régions : le futur ^ (rc'), le
passé ê~ ( x ' ) et l'ailleurs. Si K est un ensemble de 12, le futur ^+ (K) est
l'ensemble des chemins temporels issus des points x ' de K dans le futur
de x ' ', le passé de K est l'ensemble ê- (K) des chemins temporels abou-
tissant aux points x ' de K dans le passé de x ' .

Un ensemble K est dit compact vers le passé (resp. le futur) si l'inter-
section de K avec 6 - (rc) [resp. ê+ (x)} est compacte ou vide pour
tout xç.^', ô^ (K) et tout sous-ensemble fermé de ^+ (K) sont alors
aussi compacts vers le passé. D'un lemme de Leray, il résulte que si K
est compact vers le passé et K ' compact, V intersection ^+ (K)/\ê- ( K ' ) est
compacte.

a. En ce qui concerne les solutions élémentaires ou noyaux élémen-
taires de N nous avons le résultat suivant : il existe deux noyaux élémen-
taires E^'^ (x, x ' ) de N dans i2 x ̂ , c'est-à-dire deux bi-p-tenseurs-
distributions satisfaisant

(4. i) NîE^^x, x ' ) = D^(x, x ' )

et qui, pour chaque x\ ont leurs supports respectivement dans &^ (x ' )
et ê- (rr'). Ces noyaux se trouvent ainsi définis d'une manière unique.
L'unicité des noyaux élémentaires est un cas particulier d'un -théorème
général d'unicité.

THÉORÈME D'UNICITÉ. — Tout tenseur-distribution T, satisfaisant NT==o
et à support compact vers le passé ou vers le futur, est nécessairement nul.

Désignons par È^'^ (x, x ' ) les noyaux élémentaires de l'opérateur N*.
Par le jeu du théorème d'unicité, on établit aisément (:i) que

(4.2) È^Çx', x) == ̂ ^(x, x'\

En particulier, les E^^'- satisfont aussi la relation

(4.3) N^E^Çx, x')==D^(x, x ' ) .

(2) Les considérations qui suivent sont valables sur la variété V^ si celle-ci est
« globalement hyperbolique •> au sens de LERAY.

(3) Voir par exemple LICHNEROWICZ [9], p. 18-19.
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b. Considérons le bitenseur-distribution E(p) défini dans i^ x ^2 par

E^(x, x ' ) = E^-(x, xf)—E^+(x, x').

Pour chaque x ' € ^2, E(p) a son support dans ^+ ( x ' ) \J ê- ( x ' ) et satisfait

(4.4) NîE^(x,x')=o,

E{P} est par définition le propagateur associé à l'opérateur N. A l'opé-
rateur adjoint N* correspond le propagateur E{p) tel que

È^(x', x) = È^-(x', x)—È^(x', x) == E^(x, x')—E^-(x, x').

On a ainsi
(4.5) È^ (x1, x) = — £^ (a-, .r7)

et le propagateur E'^ satisfait aussi la relation

(4.6) N^E^(x,x')==o.

c. Supposons l'opérateur N autoadjoint. On a alors, d'après (4.2) :

(4.7) E'̂  (x', x) =. E^ (x, x')

et il résulte de (4.5) :
(4.8) E^ (x\ x) == — E^ (x, x').

Ainsi pour tout opérateur autoadjoint N, le propagateur JS1^ est un noyau
antisymétrique par rapport au couple (x, x ' ) et vérifie l'équation homogène

(4.9) N^E^(x,x')=o.

d. Pour l'espace-temps de Minkowski et l'opérateur N == -\ + ^
(pi == Cte) correspondant, on déduit aisément du théorème d'unicité que,
dans le cas scalaire, notre propagateur coïncide avec le propagateur D
de Jordan-Pauli défini directement dans ce cas au moyen d'une trans-
formée de Fourier. Si t (x, x ' ) est le bi-i-tenseur définissant dans cet
espace-temps le parallélisme absolu entre vecteurs, les propagateurs

p
tensoriels sont les produits de D par les bitenseurs (g) /. De tels résultats
ne s'étendent pas aux espaces-temps courbes.

e. Le propagateur E^ intervient dans le théorème suivant dû à
Mme CHOQUET-BRUHAT (4).

THÉORÈME. — Tout tenseur-distribution T dans Î2 satisfaisant NT = o
peut être obtenu par composition de Volterra du propagateur E^ relatif

(4) Y. BRUHAT [2].



20 A. LICHNEROWICZ.

à N et d'un tenseur-distribution U à support compact dans le passé et le
futur.

Nous écrirons

(4. zo) TO = f'EW(x, x ' ) U(x)^(x\

(4.io) signifie que pour tout We^, on a

<T,w>=<^7, v>,
où V (x) est donné par

V(:r)=<E^(:K,^),W(:xQ>.

5. Le problème de Cauchy.

a. Considérons l'opérateur N défini sur les p-tenseurs par

NT = AT + BPVp T + CT.

Si F et U sont deux p-tenseurs, introduisons les deux vecteurs V (T, U)
et W (T, U) définis par

VP(T, [;) =-. (VPT, [7), WF(T, 17) = (BPT, [7).

Un calcul local aisé (5) donne
(5.1) (NT, U) — (T, N* U) = S { Y(T, £7) — V(U, T) — W(T, U) !.

6. Considérons le bitenseur-distribution i-tenseur en x, p-tenseur en x ' ,
défini par
(5.2) A^T) = V(T(x), E^(x, x'))

— V(E^(x, x'\ T(x)) — W(T(x), E^-(x, x')\

où E^^ est un noyau élémentaire de N. De (5.i), il résulte

—^A^T) = (T(x\ N;.E^(x, ̂ ))—(N..r(^), E^(x, ̂ )).

Si T est un tenseur solution dans ^ de l'équation homogène NT == o,
on a donc
(5.3) —^A^T) - (r(rr), D(^(n1, ̂ )).

Désignons par A- (T) le bitenseur-distribution qui se déduit de A^ (T)
par la substitution de E^- (x, x ' ) à E^ (x, x')\ B (T) sera le bitenseur-

(°) LICHNEROWICZ [9], p. 23-25.
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distribution construit de manière analogue à partir du propagateur E^ :

(5.4) B(T)=V(T(x\E^(x,x'))
— V(E^(x, x'\ T(x))—W(T(x\ E^(x, x').

Si cr est une hypersurface orientée dans l'espace, les flux de A+ (T), A- (T)
et B (T) à travers o- se définissent aisément (6) et l'on peut déduire de la
formule (5.3) que si T est une solution dans i2 de NT = o, on a pour x ' :

(5.5) T(^)=—flux^(T),

formule qui résoud le problème de Cauchy relatif à cr.
Dans le cas où, par exemple, il n'y a pas de dérivées du premier ordre

dans N, on peut écrire explicitement

î^...^) =-f\E^- -a^...^, ̂ )V,Ta,..a^)

— T^-^r (X)\^...^...^(X, X ' ) ) do-.?,

où do- est l'élément d'aire de ^'hypersurface o-, nP le vecteur unitaire
normal et où do-P == nP do-.

6. Propagateurs associés à l'opérateur (A + ^).

a. L'opérateur (A + p.) (^ == Cte) agit sur les p-tenseurs antisymé-
triques. Par antisymétrisation tensorielle des noyaux E^^, nous obte-
nons deux noyaux bi-p-formes distributions G^^ satisfaisant

(6.1) {^^+y)GW±=D^(x,x') (p=o, i, ...,n)

avec les mêmes propriétés que les E^^ pour les supports. La diffé-
rence G^ == G (p)- — G^'^ est le propagateur antisymétrique associé à
l'opérateur (A + p); G^ satisfait

(6.2) (A,+^)G^==O (p==o, i, ...,n)

et est évidemment antisymétrique par rapport au couple (x, x').
Les opérateurs A.y et dx commutant, on a

(A^ + p.) d.̂  G^= d^î)P (p == o, i, . . . , n — i).

Les opérateurs A.y et ôx' commutant, nous avons pour l'ordre (p + i) :

(A.^ + ^JL) ̂  G^^ = ^Û^1).
De (2.6) il résulte

(A, + p.) (ô,. G^^^^— d, G^)^ ̂  o

(6) LICHNEROWICZ [9], p. 23-2Ô.
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et en vertu du théorème d'unicité :

^G^^d^G^.

Par différence, nous obtenons, pour les propagateurs antisymétriques, les
relations importantes
(6.3) ^G^^d^G^ (p=o, i, . . . , n—i) .

Par un raisonnement analogue, on déduit de (2.5) :

(6.4) G^-^=— *^*.^ G^ (p = o, i, ..., n).

b. (A + fJt.) agit aussi sur les tenseurs symétriques d'ordre 2. On a

^T^^—^^^T^+R^T^+R^T^—^R^^T^.

Par symétrisation tensorielle du propagateur ordinaire associé à (A — ^),
on obtient un propagateur symétrique K, bi-2-tenseur symétrique. Un rai-
sonnement semblable au raisonnement précédent montre que, par
contraction en x,
(6.5) T^K(x, x ' ) = 2 g ( x ' ) G^ (x, x ' ) ,

où G^ est le propagateur scalaire, soit, sous forme explicite,

g^K^,v^(x, x') = 2(^(^) G^(x, x').

Si le tenseur de Ricci est à dérivée covariante nulle, on déduit de (2.7)
par un raisonnement identique,
(6.6) ^K(x, x ' ) = a), G^Gr, x ' ) ,

où G{[) est le propagateur d'ordre i.
Les relations (6.3), (6.4), (6.5), (6.6) et d'autres relations analogues

que nous obtiendrons dans le cas spinoriel, jouent un rôle essentiel dans
la construction de commutateurs et d'anticommutateurs, en relativité
générale.

7. Commutateur pour le champ électromagnétique libre. —
A titre d'exemple, nous allons rappeler la construction du commutateur
relatif au champ électromagnétique libre en relativité générale (7).

a. Dans l'espace-temps ¥4, muni d'une métrique donnée, considérons
un champ électromagnétique libre F correspondant à un potentiel-
vecteur a avec F -== da. Dans le cas d'un photon de masse non nulle,
nous avons pour a l'équation
(7.i) (Ma^^a (s^Cte),

(7) LICHNEROWICZ [9] et [10].
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£2 étant différent de zéro, (7.i) entraîne ^a = o et (7.i) est équivalent
au système
(7.2) ( A — s ^ a ^ o

et
(7.3) ô a = o

puisque A == cfô + ôd. Supposons que a soit une forme linéaire à valeurs
dans un espace d'opérateurs d'un espace de Hilbert. Nous cherchons à
construire un commutateur [a (x), a (x')] (rr, ^ e Vi), c'est-à-dire une
bi-i-forme distribution X à valeurs scalaires qui, pour chaque x\
a son support dans ê^ (x) u ê- (x'), est antisymétrique par rapport au
couple (x, x ' ) et satisfait par rapport à x le système (7.2), (7.3).

En relativité restreinte, on a classiquement, avec nos notations,

[a(^), a(^)] ̂ —^hDÇx, ̂ )—ld,d,.ûi,
i [ ^~ i

où / est le bi-i-tenseur définissant le parallélisme absolu et D le propa-
gateur scalaire de Jordan-Pauli associé à A — c2.

Nous sommes ainsi conduits, en relativité générale, à considérer la
bi-1 -forme-distribution

X= G^—^d^G^,

où G ( } ) et G^ sont les propagateurs d'ordre i et o associés à A — c 2 .
La condition de support et celle d'antisymétrie en x, x ' sont satisfaites.
De plus (A,. — £2) X = o et

^X = ô.z. G^— \d^^ G^ == ^. &"—d.^ G^ = o.

Ainsi

(7.4) [a (x), a (x')] = — h j G^ (x, x ' ) — ^ d.^.' G^ j
l ( c." )

nous fournit un commutateur compatible avec (7.2), (7.3) et qui se réduit
en relativité restreinte au commutateur classique. Comme d'2 == o,
(7.4) conduit, pour le champ électromagnétique F, au commutateur

(7.5) [F(x), F(^)] - — -I- d^ G^ (x, x'\

b. En l'absence de termes de masse (s2 = o), l'équation (7.i) est
invariante par transformation de jauge. Une telle transformation permet
d'astreindre a à la condition de Lorentz ^a = o. Nous considérons alors
classiquement comme équation pour le potentiel
(7.6) A a = o
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qui entraîne
(7.7) Aôa = o

et nous adoptons comme commutateur pour le potentiel,

(7.8) [a (x\ a (x')} =—^G^(x, x'\

où G^ est associé à A. Il vient

[ô^.^(x), à.^aÇx')] == o.

Le commutateur (7.8) est compatible avec (7.6), mais non avec la
condition de Lorentz. Il nous suffit alors d'astreindre les états <P à la
condition supplémentaire àa. <E> )> = o qui d'après (7.7) ne porte que
sur les données initiales d'un problème de Cauchy ou, en présence d'une
définition du vide, à une condition jouissant de la même propriété, mais
encore affaiblie.

(7.8) entraîne pour F le commutateur (7.5) et le commutateur est
compatible avec les équations de Maxwell usuelles :

dF =o, ôF == o.

En effet, d'après les relations différentielles (6.3), nous avons

d.^' G^ == ̂ o,, G^ = ̂  G^— ô,A G^ ==— à^d,r G^.

De d1 == à2 = o, on déduit que le commutateur est bien compatible avec
les équations de Maxwell.

Une théorie strictement parallèle a pu être développée (8) sur un
espace-temps d'Einstein pour le champ gravitationnel varié (spin 2).
Nous voyons dans ce cas apparaître le propagateur symétrique K,
l'opérateur différentiel ^0 et les relations correspondantes (6.4) et (6.6).
Nous rencontrerons de nouveau les propagateurs tensoriels précédents
en liaison avec les propagateurs spinoriels qui apparaissent dans la
théorie de PETIAU-DUFFIN-KEMMER relative au champ de spin
maximum i.

II. — Spineurs en relativité générale.

8. Rappel sur le groupe Spin (4) ('•').

a. Considérons un espace-temps de Minkowski rapporté à un repère
orthonormé et désignons par ïîa3 ('^a.3 = o pour a ̂  j3, Tîoo = i, ^AA = — ï

pour A = i, 2, 3) les composantes du tenseur métrique.

(8) LICHNEROWICZ [9] et [10].
(9) LICHNEROWICZ [11] et [12].
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Introduisons l'algèbre de Clifïord T° défini sur le corps C des complexes
par les quatre matrices 4 X 4 de Dirac à éléments complexes y a = (ïa^)
et l'unité e. Les indices grecs ou indices « tensoriels » prennent les
valeurs o, i, 2, 3, les indices latins qui seront dits indices « spinoriels »,
les valeurs i, 2, 3, 4- Nous utilisons systématiquement la convention de
sommation d'Einstein pour les indices des deux types.

Dire que les fa définissent une algèbre de Clifïord sur le corps C, c'est
dire qu'on a l'identité

(8.1) (v^^y=—(v^v^n^e

quels que soient les V^eC; (8.1) peut s'écrire plus explicitement

ï- ya V^ (ïaï3 + ï.3Ya) =—— ̂  V^a?) 6

et se traduire par les conditions fondamentales

(8 . 2) Ya T.3 + ï? Ta == —— 2 Yîa? C.

Il est clair que les matrices y a et y? anticommutent pour a ^z p et
que YaYa =—^aa ^. Introduisons les matrices-produits

(8 . 3) Ya ïp, Ta Ï.3 ÏY, Ta ï{3 TV TÔ,

où les indices a, j3, y, ô, sont supposés tous distincts; il y a donc anti-
symétrie par rapport à ces indices. On vérifie aisément qu'il résulte
de (8.2) que les traces des matrices y a et des matrices-produits (8.3)
précédentes sont toutes nulles. On en déduit que les 16 matrices 4 x 4
obtenues en adjoignant à e et aux ya les six matrices "faY^ (^ < p), les
quatre matrices YaT,3ÏY (a < (3 < y) et la matrice yoYr^Ya sont linéai-
rement indépendantes sur les complexes.

Considérons l'espace vectoriel sur les complexes ayant pour base
l'ensemble ordonné de ces 16 matrices. De (8.2), il résulte que tout
produit de matrices y peut s'exprimer par une combinaison linéaire des
matrices de base. Nous obtenons ainsi sur l'espace vectoriel précédent
une structure d'algèbre associative qui n'est autre que l'algèbre de
Clifïord Ve engendrée par les ya. On notera que Tc coïncide nécessai-
rement avec l'algèbre des matrices 4 X 4 à éléments complexes.

Un élément A de Tc est dit régulier s'il est inversible. Les éléments
réguliers de r^ définissent un groupe multiplicatif r*^. Si MçT*c,
l'application N -> MNM-1, où NçTC, est un automorphisme T (M) de
l'algèbre Tc. On rappelle les résultats suivants :

i° Toute matrice 4 x 4 ç"1 commute avec les fa est de la forme ae où aç. C.
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2° 5i S Ta } ̂  un autre système de matrices vérifiant (8.2), i7 existe M çT^
tel que

Ya=T(M)ïa,

M est alors défini à un facteur complexe près.

3° On a
dét(ïa) ̂ i.

Nous supposons choisi un système de matrices y. Le lemme suivant sera
utile à différentes reprises dans la suite.

LEMME. — Posons ^:t == Tp y^?. Pour t ̂  ^ on a la formule suivante :

(8.4) . Taïr^ï^o.

En effet, il résulte de (8.2) :

Ta TA TU. Y3' == —— (2 ïia'A <' + TA Ta) T[i ̂  = —— 2 T^ T), + T). (2 Tîaa + TU. Ta) T^

soit
Ta T). TU. T0' = 2 Y, Tu. + 2 YA Ta —— 4 TA TU

ce qui démontre la formule (8.4).

b. Considérons maintenant Y espace vectoriel sur les réels ayant pour
base l'ensemble des 16 matrices envisagées. D'après (8.2), tout produit
de matrices T peut s'exprimer par une combinaison linéaire à coefficients
réels des matrices de base. Nous obtenons ainsi sur cet espace une struc-
ture d'algèbre associative r. Tout élément de T qui commute avec les Ta
est de la forme ae où a € R. Le centre de T est Re.

Les éléments réguliers de r définissent un groupe multiplicatif r*;
r, en tant qu'espace vectoriel réel, admet une structure de variété analy-
tique réelle pour laquelle les opérations de r sont analytiques. De plus,
si A^r*, A~1 dépend analytiquement de A. Ainsi se trouve définie
naturellement sur r* une structure de groupe de Lie.

Si A€r*, la restriction 6 (A) de T (A) à r* est un automorphisme de
l'algèbre r. L'application A -> 6 (A) est une représentation de r* dont
le noyau est l'intersection de F* avec le centre de r.

Si N el^ il est clair que son déterminant est invariant par T (M)
où Mer*^. Introduisons alors le sous-espace vectoriel 3Vc sur les réels qui
admet pour base les Ta et envisageons l'ensemble G des éléments A de r*
satisfaisant aux deux conditions suivantes :

i° 6 (A) laisse 3Xi invariant-,
20 dét(A) = i.
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Cet ensemble est manifestement un sous-groupe fermé de r* que nous
allons étudier.

Si A est un élément de G, on a 6 (A);nic^l. En rapportant 0 ( A ) Y a
à cette base elle-même de 3Xi, on a (10)

(8.5) 6(A)Ya=AÏY)/>

où A == (A^') est une matrice 4 X 4 à éléments réels. Soit

M = V^fa, V^J?

un élément de 3Vi. On a, d'après (8.1) :

M2 = (V^a)2 == Y3' V^ïaï^ ==—— (^ V^ap) ê

et par suite :
(8.6) 6(A) M2 = AM'-A-1 ==—(V^ V^a?) e.

D'autre part, d'après la définition de 6 (A) :

0 (A) M-2 = ya V.8 0 (A) (va Y?) = V^ Y3 (6 (A) ya) (6 (A) y?)

soit, d'après (8.5) :

6j(A) M2 = y3^ V? A'a' A^ Y)/ y^ = I V01 Y8 AÏ AS^' (Y)/ y^ + ï^ ï>')-

De (8.2) il résulte

(8.7) 6(A) M2 -— (ya V^AÏA^ ïî,^') e.

De la comparaison de (8.6) et (8.7), on déduit

(8.8) A^' 'A^' w p/ = -n^,

(8.8) exprime que la matrice A appartient au groupe de Lorentz homo-
gène complet L (4). Si A e G la restriction de 6 (A) à 3Vi est un endo-
morphisme de JTl que nous noterons 6 (A). Ainsi

(8.9) 6(G)CL(4).

Il est aisé de voir que l'application 9 : A e G -> A €-L (4) est un homo-
morphisme de G dans L (4). En efîet, si A, Ve G, on a

6 (A) va - Aya \1 == AÏ y/. [A - (AÏ) e L (4)]

(10) L'ensemble ordonné des matrices Y ) / n'est autre, au nom de l'indice près, que
rensemble ordonné choisi des matrices y,; de même l'ensemble des T|)^ (voir plus bas)
coïncide avec l'ensemble des r^.
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et
6 (V) p, = A^A- = J^yp [B = Bl e L (4)].

Il en résulte
9(A/A) Ya = A/A.YaA^A/-1 = B^A^

et à A^V correspond BA.
c. Le groupe de Lorentz complet L (4) comprend quatre composantes

dont la composante de l'identité sera notée Lo (4) et dite le groupe de
Lorentz connexe. La symétrie dans l'espace relativement au repère ortho-
norme envisagé fournit un élément d'une seconde composante qui définit
avec Lo (4) un groupe noté Le (4) et dit le groupe de Lorentz orthochrone.
De même la symétrie dans le temps définit une troisième composante
qui constitue avec Lo (4) un groupe noté Lt (4) et dit le groupe de Lorentz
orthospatial. Enfin la symétrie dans l'espace-temps fournit un élément de
la quatrième composante qui définit avec Lo (4) un groupe noté Lu (4)
et dit le groupe de Lorentz unimodulaire.

Au groupe G nous donnons le nom de groupe spinoriel et nous le notons
Spin (4) (n). Sa composante connexe de l'identité sera notée Spino (4).
Par la considération des algèbres de Lie (voir § 9), on établit que

d l m 9 { S p i n ( 4 ) j = dimL (4).

Il en résulte, d'après (8.9) :

(8.10) 9(Spin4)=Lo(4).

La symétrie dans l'espace se trouve aussi atteinte comme image par 6
d'un élément de Spin (4). En effet la matrice yo de déterminant i est
telle que

Y o Y a Y o 1 =-—(^ïîoa^ + ïaYo)ï71 = ^^oa^o——Ta,

soit
( 8 . 1 1 ) Y,y^J=(&)^,

où Sc^L (4) est la matrice représentant la symétrie dans l'espace. On en
déduit que 0 (Spin (4)) contient le groupe Le (4).

La symétrie dans le temps se trouve aussi atteinte. En effet la
matrice yrfsY0. vérifie

(Y! Ï2 ïO Ta (TI Ï2 ï:0~1 ̂  —— 2 ̂  -^a ï^—— Ta (A = î, 2, 3),

A

(n) C'est en général à la composante de l'identité que les mathématiciens donnent
le nom de groupe spinoriel.
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ce qu'on déduit immédiatement de (8.2). On peut encore écrire

(8.12) (ïi y. ï3) Ta (ïi ï. ï3)-1 - W T^

où S i ç L t ( ^ ) est la matrice représentant la symétrie dans le temps.
Par produit, on obtient aussi la symétrie d'espace-temps. Nous avons
ainsi montré que
(8.13) 6 (Spin (4)) =L (4).

La restriction p de 6 à Spin (4) définit ainsi un homomorphisme de Spin (4)
sur L (4) dont il^est aisé d'obtenir le noyau : celui-ci est à l'intersection
de G et du centre Re de r. Pour qu'une matrice ae(açR) appartienne
à G, il faut et il suffit d'après la condition de déterminant que a ==± i.
Le noyau est donc constitué par les deux éléments ± e et L (4) est
isomorphe au groupe quotient de Spin (4) par ce noyau. Nous pouvons
préciser que ce noyau appartient à Spin (4). On a en effet :

LEMME. — La matrice

exp (/ YI Ya) = e cos t + Y! Ï2 sin t (t e R)

appartient à Spino (4).
Si A (t) = exp (^1^2), il résulte de la nullité de la trace de y ̂ i que

dét A (0 = i. De la relation

A(-of-r,-,,,
on déduit qu'on a aussi

exp (t^i Ys) == e cos t + Ti Ys sin t

et l'on vérifie aisément sur cette seconde expression de A (t) :

A (t) Y! A (t)-1 = y, cos 2^ + y s sin 2 /,

tandis que
A (0 y, A (Q-1 == — YI sin 21 + ̂  cos 21

A (/) Ya A (f)-1 == Va pour a -^ i, 2.

6 ( \ (/)) laisse donc OTc invariant et correspond d'ailleurs à une rotation
spatiale relative au plan i, 2, ce qui démontre le lemme.

Pour t = TT, on obtient l'élément — e qui est donc dans Spino (4).
Nous voyons que Spino (4) est pour la restriction de p, un revêtement
d'ordre 2 de Lo (4)» un résultat symétrique valant pour Spin (4) et L (4).
Nous pouvons résumer l'étude précédente par l'énoncé :

THÉORÈME. — Le groupe Spin (4) [resp. Spino (4)] est un revêtement
d'ordre 2 du groupe de Lorentz L (4) [resp. Lo (4)]. La projection cano-
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(f.\nique p de Spin (4) sur L (4) est telle que si A == (A;') = pA[AçL (4),
A ç Spin (4)], on a

(8'^) AYaA-^A^,,

p-1 A se compose des deux matrices ± A de déterminant i satis-
faisant (8.14).

De l'étude du groupe de Poincaré de Lo (4), il résulte que Spino (4)
est simplement connexe et est, pour la restriction de p, le groupe revê-
tement universel de Lo (4). Nous notons Spin<, (4), Spin, (4) et Spin. (4)
les trois sous-groupes de Spin (4) se projetant respectivement sur Le (4),
^ (4), L. (4). w

9. Isomorphisme entre les algèbres de Lie de L (4) et Spin.(4)

a. En vertu du théorème précédent, la projection p induit un iso-
morphisme entre l'algèbre de Lie — notée Spin (4) — du groupe
Spin (4) et l'algèbre de Lie — notée fi (4) — du groupe de Lorentz.

Soit A(t) ( o ^ t ^ î ) un chemin difïérentiable de Spino (4). Par la
projection p, il lui correspond un chemin A (f) de Lo (4) avec

(9.i) A^YaA^-^A^O^, A(Q == (A;'(0).

De A-"1 A == e on déduit par dérivation,

^ l-^^-
En dérivant (9.i) par rapport au paramètre /, on obtient

(.3) ,̂.̂ .̂ ,̂,

Multiplions les deux membres de (9.3) à gauche par A-1 et à droite
par A. Il vient, en tenant compte de (9.2) :

,dA ._,dA_dA^
^ T a — — ï a A -^--^-

\-i—- .. v - i 1 ^ — 1 ^ , , ,
'v ^ 1° '—— < a A -,- — —,—A 'YA. -X .

Or, d'après (8.14) :

A-^A=A^, A-=(A?).

Nous obtenons ainsi
. , d A ,dA ( . ^A\.3

A 1^----A-1^==(A-1^;^

A'-l ~^[ est un élément ^ de l'algèbre Spin (4) auquel correspond par p
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dAun élément ^ = A-1 ,, de l'algèbre £ (4). Ainsi, à tout élément ^

de Spin (4) correspond par p l'élément ^ de fi (4) tel que si ^a.3 est le
tenseur antisymétrique contravariant correspondant, on ait
(9.4) A^—y^=^Yp.

Inversement, supposons donné un élément ^ de l'algèbre £ (4)^et
cherchons l'élément A e Spin (4) qui lui correspond. Multiplions (9.4)
à droite par ya; il vient
(9.5) 4^+ïa^ïa==——^3Taïp.

Posons
(9.6) • A=-^y^.

De la formule (8.4), il résulte que, pour ce }.,

-^p")-^ _ I naS^pv -^ov _ ^i ^ i p — — — ^ 1 ^ f a i p ^ p — 0 .

Par suite (9.6) fournit une solution de l'équation (9.5) ou de l'équa-
tion (9.4). La solution générale de (9.4) s'obtient en ajoutant, à cette
solution particulière de l'équation avec second membre, une solution
arbitraire de l'équation homogène Â^—y3 ' / . = o. Ainsi toute solution
de (9.4) peut s'écrire

^ ==— ,^al3ïaï8+ ae.

Pour que A = exp /. ç Spino (4) satisfasse à la condition d é t ( \ ) = = = i,
il faut et il suffit d'après un théorème classique, que la trace de À soit
nulle, c'est-à-dire que a = o. Ainsi (12) :

THÉORÈME. — Uisomorphisme p ' induit par p entre l'algèbre de Lie
du groupe de Lorentz et celle du groupe spinoriel peut être défini de la manière
suivante : à tout élément ^ de L (4) décrit par un tenseur antisymétrique
contrauariant ^.a3 correspond l'élément ^ = pi-1 donné par

(9.7) A=—^y^

de l'algèbre de Lie de Spin (4).

10. Espace fibre des repères spinoriels et spineurs (u).
a. Soit ¥4 la variété orientable espace-temps de la relativité générale.

Cette variété est supposée munie d'un tenseur métrique g de type hyper-

(12) II est clair que le même raisonnement présenté un peu différemment permet
de montrer que dim 6 (Spin^ (4) = dim JL(, (4).

(13) Voir LICHNEROWICZ [11] et [12].
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bolique normal et nous la rapportons exclusivement aux repères ortho-
normes éléments d'un fibre principal ê (V/^) admettant pour groupe
structural le groupe de Lorentz L (4). Relativement à de tels repères,
la métrique V ' , s'écrit localement

ds^g^W,

où les 6°' sont quatre formes de Pfafî locales définissant en chaque point x
d'un ouvert i^ de ¥4 un corepère dual d'un repère orthonormé. Ainsi
^3 = ̂ a3.

Une orientation z de Y^ est un pseudoscalaire de carré i. Elle peut être
définie relativement aux repères yeê (V,,.) par une composante Zy =± i
telle que si yr = y A [AeL (4)], on ait

(10. i) £,.=£rdét(A).

Une orientation s étant choisie, les repères y tels que Sy -== i seront dits
directs et les autres inverses. Les repères orthonormés directs sont les
éléments d'un fibre principal ê« (V/,) admettant pour groupe structural
le groupe de Lorentz unimodulaire Lu (4)-

Si A e L (4), nous appelons signature temporelle p.^ de A un nombre
égal à + i ou — i selon que A appartient au groupe orthochrone ou à
son complémentaire dans L (4). Si A e Spin (4) sa signature temporelle ?A
est la signature temporelle de A = p A. Une orientation temporelle p est
définie sur Y/^ relativement aux repères y ç . ô ( V ' , ) par une compo-
sante pr ==± i telle que si y ' == y A [AeL (4)], on ait

(10.2) ?,.= pyP^.

Si p et p^ sont deux orientations temporelles de V',, p p ^ est un scalaire
de ¥4 de carré i; par suite on a sur Y!, soit pp' = i, soit pp' =— i.
Ainsi ¥4 admet au plus deux orientations temporelles. Nous supposons
qu'il en admet une; une orientation temporelle p étant choisie, les repères y
tels que pr= i sont dits orthochrones (orientés vers le futur), ceux pour
lesquels p r = — i antichrones (orientés vers le passé). Les repères
orthochrones sont les éléments d'un fibre principal &e (V',) admettant
pour groupe structural le groupe orthochrone Le (4). Les repères ortho-
chrones directs sont les éléments d'un fibre principal êo (¥4) de groupes
structural Lo (4).

&. Nous avons vu que Spin (4) est un revêtement d'ordre 2 de L (4).
Nous supposons dans la suite la variété V4 telle que de ê (Y,,) on puisse
déduire par extension un fibre principal ^ (¥4) de groupe structural
Spin (4). C'est une condition portant sur l'homologie de la variété (14).

(14) A ce sujet, voir HAEFLIGER [5].
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De êo (V4), ê^(/4), ê,, (VY) se déduisent par extension des sous-fibres
notés ^o (V^), "^e (V4), ^u (^4) de groupes structuraux respectifs Spino (4),
Spine (4), Spin;z (4). Lorsqu'il en est ainsi un point z de ^ (V/,) est dit
un repère spinoriel et ^ (V,) Y espace fibre des repères spinoriels. Nous
désignons par TT la projection canonique sur Y/, de ^ (V4). A tout repère
spinoriel ze ̂  (V/,) correspond canoniquement un point y = pz de ê (V4),
c'est-à-dire un repère orthonormé de ¥4. Un tenseur de ¥4 est dit rapporté
à un repère spinoriel z s'il est rapporté au repère orthonormé y = pz
correspondant à z.

Un i-spineur contrauariant ^ de la variété ¥4 est une application
difîérentiable z->^ (z) de eS (V^) dans un espace vectoriel M de matrices
à une ligne i x 4 à éléments complexes, sur lequel opère le groupe Spin (4),
application telle qu'on ait

(10.3) ^ (A z-1) = A ̂  (z) [A e Spin (4)].

Si ^ (z) est la matrice (^a), nous dirons que les ^a sont les composantes
du i-spineur ^ par rapport au repère spinoriel z attaché au point x = T.Z
de V4.

Désignons par ^bl les composantes de ^ par rapport au repère spino-
riel zA-1 attaché au même point x et par A^ les éléments de A. La rela-
tion (10.3) peut s'écrire sous forme explicite,

(10.4) ^=.W, A = (A6;) e Spin (4).

Un ï-spineur couariant 9 est une application difîérentiable z->^(z)
de ^ (V^) dans l'espace M* dual de M telle que

(10.5) (p (zA-^) == cp (z) A-1 [A e Spin (4)].

Si îp (2) est la matrice (c^) à i colonne, nous dirons que les ^a sont les
composantes du ï-spineur cp par rapport au repère spinoriel z attaché au
point x == TTZ de V/,.

Désignons par cp^ les composantes de q? par rapport au repère spino-
riel z\~1 attaché au même point x et par AS, les éléments de A-1. La rela-
tion (10.5) peut s'écrire

(10.6) 9^ = A^ 9., A-1 = (A&) e Spin (4).

Un ï-spineur contravariant (resp. co variant) au point x de ¥4 est
défini par une application de n-1 (x) sur M (resp. M*) satisfaisant (10.3)
[resp. (10.5)]. Les i-spineurs contravariants en x engendrent un espace
vectoriel complexe ^ et les i-spineurs co variants l'espace dual ^,
la forme bilinéaire fondamentale étant

(^?)^=^)?^).
BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 1. 3
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Les i-spineurs contravariants ^ de V^ engendrent un module sur
l'anneau des fonctions de V^ à valeurs complexes, tandis que les i-spineurs
covariants 9 engendrent le module dual. La forme bilinéaire fonda-
mentale est
(10.7) (^,cp)=^.

Par produit tensoriel de la représentation triviale et de la représen-
tation duale de Spin (4) que nous venons d'envisager on obtient la défi-
nition de spineurs plusieurs fois covariants et contravariants. A ces
représentations nous pouvons adjoindre les représentations définies à
partir de l'homomorphisme canonique de Spin (4) sur L (4). On obtient
ainsi par produit tensoriel des tenseurs-spineurs de types variés.

Il est possible d'interpréter à l'aide de ces notions, la relation (8.14)
qui peut s'écrire

^==AÎ,A^A-1.

En explicitant cette relation en termes d'indices des deux types, on a

(10.8) Y)/'/,/ = AÏ. A1, A^Ya^ [A = A^ ; A-1 = (A^); A-1 == (A^)].

(10.8) et par suite (8. i4) expriment que les ya^ sont les composantes
par rapport à un repère spinoriel d'un tenseur-spineur déterminé qui est
tensoriel covariant d'ordre i et spinoriel une fois contravariant, une fois
covariant ou de type (i, i). Au tenseur-spineur y défini par les ya nous
donnons le nom de tenseur-spineur fondamental.

A tout vecteur X de ¥4, le tenseur-spineur y fait correspondre un
spineur une fois contravariant, une fois covariant noté i(X)y ('•'') :
si X admet les composantes X^ le spineur i (X) y admet les composantes

(10.9) (f(X)y)g==X^A

11. L'adjoint de Dirac. — Nous désignons par * le passage aux
complexes conjugués, par T le passage d'une matrice à la matrice trans-
posée, par ~ le passage d'une matrice à la matrice adjointe.

a. Dans un but de simplicité, nous supposons dans la suite que le
système choisi de matrices y a satisfait à la condition suivante :

(11. l) ?a=——^aaïa .

On vérifie aisément que les ya sont alors définis à la transformation
près Va -> M^^M-1 où M est telle que

MM = ± e ou MM = ± ie.

(15) Nous désignons par i (X) l'opérateur de produit intérieur par X.
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II est aisé de vérifier que les matrices suivantes satisfont (8.2)
et (11. i) :

/ I 0 0 0 \ / 0 0 0 I"'

_ . f 0 I 0 0 \ _ f 0 0 ——I 0
1 0~ - 0 0 ——I 0 f9 ' l~^\ 0 ——I 0 0

0 0 0 ——I/ \ I 0 0 0 ^
(11.2) 1

o o o f \ / o o i o^
0 0 I 0 \ / 0 0 0 ——I

Y, = 1 . I, V , == 1i- ' o —l o o r * I —l o o o
- l o o o / \ o l o o^

Elles seront dites les matrices y standard.

Cela posé, de (8.11) il résulte, d'après (11. i) :

(11.3) YoY,y^=—^

Si A e Spin (4), on déduit de (8.14) :

A—l ̂  \ _ A A '^,i\ ya-1- — -<-la [V

et par suite :
A-1 Yo Ta To 1 A = A^' Yo •?/ Y-or.

Il en résulte
( 1 1 . 4 ) (To1 ̂ ïo) Ta (ïo1 Ayo) = A^Y)./ == AyaA-'.

La relation (11.4) montre qu'il existe un scalaire complexe a\ dépendant
de A tel que
(11.5) A-aAY^A-1^.

En égalant les déterminants des deux membres de (11.5), on a (a\)'' = i,
c'est-à-dire OA ==± i ou ± i; a\, dépendant continûment de A et
ne pouvant prendre que des valeurs discrètes, conserve la même valeur
dans chaque composante connexe de Spin (4). Pour A = e et A = yo,
on a a\ = i. Pour A = T^T:?, on a OA ==— i. Ainsi (11.5) s'écrit

(11.6) A^pAYo'A- 1 ^,

où pA est la signature temporelle de A.

b. Sur la variété V/,, supposons donnée une orientation temporelle p.
Si ^z est la composante de p relativement au repère spinoriel z, c'est-
à-dire par rapport au repère orthonormé correspondant de ê (V^), on a

(11.7) P^A=p^pA.
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Soit ^ un i-spineur contravariant, on a

^A-)=A^(z).

Par passage aux adjoints, il vient

^(zA-^=^(z)\
et par suite :

(H-8) ^A-OYO=Î(Z)XTO.
Or (11.6) peut s'écrire

J\YO= pAToA-1.

Nous pouvons donc mettre (11.8) sous la forme

î(zA-i)Yo=pAÎOOïoA-1 ,

soit d'après ( 1 1 . 7 ) :

(11 .9 ) P.A- î (^A-1) Yo = p. î (̂  ïo A-1.

Il est commode d'introduire la matrice symétrique réelle (3 ==— i^o qui
satisfait manifestement (32 == e. De plus
(ll.io) p^p-i^_^

(11.9) peut s'écrire
( 1 1 . 1 1 ) P.A-4(^A-1) (3 = p^(z) (3A-1.

La relation ( l l . i i ) exprime que, sur la variété V/, munie de l'orien-
tation temporelle p, on peut faire correspondre à tout i-spineur contra-
variant ^, le i-spineur co variant

( 1 1 . 1 2 ) aL^=^=p^.

Inversement tout i-spineur covariant 9 est l'image par a du i-spineur
contravariant p(3Ç. Le i-spineur ^ = a^ est dit V adjoint de Dirac de ^.
Nous avons ainsi défini une application antilinéaire a du module des
i-spineurs contravariants sur le module des i-spineurs covariants. Il lui
correspond une forme sesquilinéaire non dégénérée définie par
(il. i3) (^,a^)=(^,a^)*,

où ^i, ^2 sont des i-spineurs contravariants; CX s'étend d'une manière
naturelle aux spineurs et tenseurs-spineurs de type quelconque. Pour
un 2-spineur de type (i, i) par exemple, on a pour adjoint de Dirac
le 2-spineur de même type

<^==(3Î(3.
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12. La conjugaison de charge et la 2-forme spinorielle.
Ta. Considérons les transposées ya des matrices ya. Le système des

Tmatrices — fa satisfaisant aux relations (8.2), il existe une matrice C,
définie à un facteur près, telle que

(12. i) CyaC-^—Ça.

De (12. i) on déduit par transposition
T y. T
r^—i^ r _ y^ \ a ̂  — —— i a»

c'est-à-dire
r r y.
CYaC-^—^a.

Il existe ainsi un scalaire complexe a tel que
T
C=aC.

On en déduit
T

C=aC

et par suite a2 = i ou a =±:i. On vérifie aisément qu'en termes de
matrices Y standard, on peut prendre par exemple :

(12.2) C=-Toïr

On a alors
T T T
C = — — Y i Y o = — — Y i Y o = ÏOÏ1.

On a ainsi en fait

(12.3) C=—C.

D'après (12.2) on a choisi le facteur complexe arbitraire dans C tel que

(12.4) C^e

et C se trouve défini par la condition supplémentaire (12.4) au signe près.

b. Si AeSpin(4), on déduit de (8.14) par transposition,
T T T ~\ T
A-i^ A _ A "Y-^^V f a-'*- — -"-a {V

et par suite :

^CYaC-^^A^CY^C-1.



38 A. LICHNEROWICZ.

Il en résulte évidemment

(12.5) (C-1!-^) Ta^Ic) = A^Y)/ = AY,A-^.

La relation (12.5) montre qu'il existe un scalaire complexe dépendant
de A, soit b\, tel que

A = ^AC-1!-1^

En égalant les déterminants des deux membres, on voit que b\ == ± i
ou ± f ; b\ conserve encore la même valeur dans chaque composante
connexe de Spin (4). Pour A == e ou yo, on a b\ == i; pour A = Y, -^:i
on a b\ ==—i. Ainsi la relation précédente s'écrit

(12.6) A=pAC-lI-lC,

où pA est la signature temporelle de la matrice A.

c. De (11.3) on déduit par passage aux complexes conjugués

ïSïaï;""^——'^

Par comparaison avec (12. i), il vient

CTaC-^ySYaT;-1,
soit

(ï^Qï^C-1^)^.

Nous sommes ainsi amenés à introduire la matrice réelle
a = C-1^;^—yoYiY;=Yoïiïo==—ïSïi=ïi

(avec a2 == e). On obtient ainsi la formule qui nous sera utile ultérieu-
rement,

(12 • 7) a-1 ya a = YT1 ya TI = T;.

De même de (11.6) il résulte
A^PAYÎ-^-IY;

et par comparaison avec (12.6), il vient

^(ï^QA^-1^),
soit
(12.8) A*=a- lAa.

Soit alors ^ un i-spineur contra variant. De

^(z\-^)==A^(z)
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on déduit par passage aux complexes conjugués,

y(zA-l)=A.*^(z).

Soit d'après (12.8) :
(12.9) a^A-^Aa^z),

(12.9) exprime qu'au i-spineur contravariant ^ correspond un autre
i-spineur contravariant dépendant antilinéairement de ^ et défini par

(12.io) <^=o4*.

Cherchons l'image par e de ce nouveau spineur. Elle est donnée par

a(ad^*)* == a2^ = ^.

Nous avons ainsi défini sur les i-spineurs contravariants une anti-
inuolution ou conjugaison, c'est-à-dire une application antilinéaire régu-
lière C telle que <°2 == Id. A e on donne le nom de conjugaison de charge.
On notera que la conjugaison de charge ne fait intervenir aucune orien-
tation temporelle de ¥4.

Par dualité et produit tensoriel, e peut-être étendue d'une manière
naturelle à des spineurs de type quelconque. Le conjugué de charge
d'un i-spineur covariant 9 est
(12.n) Ccp=9*a

et satisfait
(12.12) (e^cp)==(^ecp)*.

d. Cherchons la loi de commutation entre adjonction de Dirac et
conjugaison de charge. Si ^ est un i-spineur contravariant,

a^==p;pp
et d'après (12. n) :

T T
ea^ = p^'pa =—p^a|3.

D'autre part de (12.10) on tire

(12.i 3) ae^=pîa,3.

On a ainsi
(12. i4) ae^=—ea^.
Ainsi Yadjonction de Dirac et la conjugaison de charge anticommutent,

(12.i 3) peut s'écrire

(12. i5) ae^==—ip^C.
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e. A tout i-spineur contra variant ^p, faisons correspondre le i-spineur
covariant cie^. On définit ainsi un isomorphisme r (application linéaire
sur) du module des i-spineurs contravariants sur le module des i-spineurs
covariants, c'est-à-dire un 2-spineur covariant r non dégénéré. Si les Tab
sont les composantes du 2-spineur r,
(12.16) (r^=r^.
Si l'on note Cab les éléments C^ de la matrice C, il vient d'après (12. i5) :
(12.17) Tab==—ipCab.
Si ^pi, ^2 sont deux i-spineurs contravariants, on a d'après (ll.i3) :

(I^i, ^) = (ac^, ̂ ) = (e^ a^.)*,
soit d'après (12.12) :

(I^i, ^) = (^i, ea^) =—(^, <^0.
Il vient ainsi
(12.18) (r^, ^) + (^, r^.) = o.
La relation (12.i8) exprime que le 2-spineur T est antisymétrique
(r^ + r&a = o), ce qu'on vérifie immédiatement aussi sur (12.17)
puisque C1 ==— C. La 2-forme r de rang maximum est dite la ï-forme
spinorielle fondamentale. A l'aide de r on peut identifier les i-spineurs
contravariants et covariants et par suite, le cas échéant, n'envisager
qu'un type de spineur de chaque ordre.

Au tenseur-spineur y correspond le tenseur-spineur covariant

(12.19) Tao^r^-fa^.

Des propriétés de la matrice C il résulte

(0^=^(7=—C7^ Cya.

Par suite de (12.7) on déduit que le tenseur-spineur (12.19) est symé-
trique en tant que spineur

^!Xab == Yaôa*

13. Connexion spinorielle.

a. Par définition, une connexion spinorielle est une connexion infini-
tésimale sur le fibre principal ^ (¥4) (1G). Une telle connexion est définie

(16) En ce qui concerne la théorie des connexions infinitésimales, voir par exemple
LICHNEROWICZ [11].
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par une i-forme o- sur ^ (Y4) à valeurs dans l'algèbre de Lie du groupe
structural Spin (4) et satisfaisant les deux conditions suivantes :

i° Si Vz est un vecteur vertical en zç.^â (V^), o- (Vz) est l'élément
d'algèbre de Lie de Spin (4) « engendré » par Vz quand on identifie la
fibre avec Spin (4).

2° Si A € Spin (4) et si V,- est un vecteur arbitraire en zç.^ (Y!,), on a

cr(V, A-^adCV)^).

Cela posé, soit co une connexion lorentzienne de ¥4, c'est-à-dire une
connexion infinitésimale sur ê (V4); co est une i-forme de ê (74) à valeurs
dans l'algèbre de Lie de L (4) satisfaisant aux deux conditions analogues
aux précédentes. Nous avons désigné par p la projection de ^ (V^)
sur ê (V4). A la i-forme w de ê (V4), nous pouvons faire correspondre
la i-forme o- de ^ (V/,) définie par

(13.i) ^(V,)=p^(pV.),

où pVz désigne la projection de Vz sur ê (V4) et p ' l'isomorphisme
de Spin (4) sur £(4) (§ 9).

Il est clair que la condition i° est satisfaite. D'autre part

Œ(V.A-Q = p^ ; p(V.A-Q { = p^ {(p V.) A- 1 } (A = pA),

soit
<7(V,A-1) = pl/ad(A) G3(p Y.).

Or on a manifestement

A^yaY?A-1 = (A^A^/^)Y)/Y^, A = (AÏ) ==pA,
soit —i — i

adAp^ p'adA.adAp /= p'adA.

<7(V^A-1) == ad( V)p'c*)(p V.) = ad( V) <7(V.).
Ainsi

La i-forme a donnée par (13.i) définit donc une connexion spinorielle
canoniquement attachée à la connexion lorentzienne. Dans la suite,
nous prendrons pour co la connexion riemannienne de ¥4 et pour o- la
connexion spinorielle correspondante qui sera dite la connexion spino-
rielle canonique.

Au point y€ê (V4), la i-forme w peut être définie par une matrice (c^)
[ou (c*)^8)] dont les éléments sont des formes linéaires en yeê(V^).
La i-forme o- en z e ̂  (¥4) peut alors être définie par la matrice [voir (9.7)]

(13.2) 0 •=— I ^ Q Yaïp=——-<3ïa ï^
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dont les éléments sont des formes linéaires o-^ en zç"^ (V/,) :

(13.3) ^-—-c^Ya'A.

Sur un voisinage ouvert ^ de ¥4 muni de repères spinoriels et par
suite de repères orthonormés, la connexion co admet des coefficients
que nous noterons C^., Les coefficients correspondants de la connexion
spinorielle peuvent s'écrire

(13.4) ^--^CppYa-A

b. D'après la théorie générale des connexions, un i-spineur contra-
variant admet pour différentielle absolue, dans la connexion o-, une
i-forme de type i-spinoriel contravariant

V^ == d^ + o-^.

De même un i-spineur covariant admet pour différentielle absolue

Vco == dcp — îpo-.

A ces différentielles absolues sont attachés des tenseurs-spineurs
dérivées covariantes, de composantes dans le voisinage ^î muni de repères
spinoriels,
(13.5) Vp^=^+Œgp^

dans le cas contravariant, et

(13.6) Vp9a==^p^-—<o?6

dans le cas covariant. Dans les relations (13.5), (13.6) et dans la suite
^p désigne la dérivation pfaffîenne par rapport aux formes j 6 P } définissant
les corepères duaux des repères orthonormés (§10 a).

Par produit tensoriel, on obtient immédiatement l'expression des
composantes de la dérivée covariante d'un tenseur-spineur arbitraire.
Nous allons établir le théorème suivant :

THÉORÈME. — Dans la connexion spinorielle canonique la différentielle
absolue du tenseur-spineur fondamental y est nulle.

En effet,
VY" = d^ + c^p y? + o-y3'— ̂  o-,

soit
7^== co^yp+o-Y3'—•^o- =—c^Yp+o-y5 '—^a-

qui est nul d'après (9.4) puisque o- est une solution de cette équation
en À lorsqu'on prend ûû pour p.
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14. Courbure de la connexion spinorielle.
a. La courbure de la connexion spinorielle est définie par la 2-forme II

de cS (Y,,) de type adj. qui se déduit de II par la formule

(14.1) H = da + ̂ [a, a],

où [ ] est le classique crochet de formes à valeurs dans une algèbre
de Lie.

Sur chaque voisinage ^2 muni de repères spinoriels, II est définie par
la matrice ayant pour éléments les 2-formes locales

(14.2) n^d^+^A^.

A II est canoniquement associé un tenseur-spineur P dont les compo-
santes sur £2 sont définies par

(14.3) n^== 'PY^A ^ (PV^==—P^).
Les P^,/^ s'expriment explicitement en fonction des coefficients de la
connexion spinorielle cr par la formule

(14.4) P\^== à^—à^+ a^a^—Œ^—^(Ç^—C^.

Au tenseur-spineur P"6,Aii antisymétrique en ^ et p. on donne le nom
de tenseur-spineur de courbure de la connexion spinorielle.

Dans la suite, il sera souvent commode de raisonner de la manière
suivante. Étant donné un point x de ¥4, munissons un voisinage Î2 de
ce point de repères spinoriels tels que pour les repères orthonormés corres-
pondants, les coefficients C^ de la connexion riemannienne soient nuls
en x. Il en est alors de même pour les coefficients o"^ de la connexion
spinorielle. Nous dirons que lès repères choisis sont normaux en x. On a
alors pour le tenseur-spineur de courbure en x,

(14.5) P^= à^—à^==— |(^C^—^C^)(YaT?)2.

Il en résulte en x,
(14.6) P^=-^R-^^)î,

où -R^AO désigne les composantes du tenseur de courbure en x de la
connexion riemannienne. On a donc entre la courbure de la connexion
spinorielle et celle de la connexion riemannienne décrite par la
2-forme Î2 == (^3) la relation suivante :

(14.7) n^—J^Yay 3 ,
où au second nombre figure le tenseur-spineur fondamental :
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Le tenseur-spineur de courbure P satisfait à Videntité de Blanchi :

<14-8) V\P\^+ V^P^+ V.P^= o.

On pourrait établir directement cette identité, mais elle est une consé-
quence immédiate de (14.6) et de l'identité de Blanchi relative à la
connexion riemannienne.

b. Le tenseur-spineur P apparaît dans Videntité de Ricci relative aux
spineurs qui nous sera utile dans la suite et que nous allons former.

Si ^ est un i-spineur contravariant, on a

V^^^^+cr^'

et par une nouvelle dérivation

(14.9) V).Vp,^= ̂ ^^+ ̂ ^^+ ̂ ^^-+ ̂ V^— C^Vp^.

D'autre part,
d^ = C^^OP-,

on déduit par difîérentiation extérieure

^A^^A ^+à^ad^==o.

Le tenseur de torsion de la connexion riemannienne étant nul

^+^^=0,
il en résulte

(14.io) (^^—qi^^A 9^=o.

Pour des repères normaux en xç. V,, on a en ce point d'après (14.9) :

( 1 4 - 1 1 ) VAV^°=^^4-^cr^

et d'après (14.10) :
à^à^^ A ^=o.

Ainsi ̂ ^a est symétrique par rapport aux indices \ ^ en x et par
soustraction on déduit de (14. n) qu'en x,

(V).V^ - V^V).) ̂  = (^— à^) ̂ ,

soit d'après (14.5) :

(14 • 1 2 ) (V). V^— V^ V).) ̂  == P^ ̂  ̂ .
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Nous avons ainsi établi l'identité de Ricci (14.12) pour un i-spineur
contravariant. Plus généralement pour un spineur quelconque on établit
aisément l'identité

P
(14. i3) (V).V^—V^V.)^--^.,^= ^Pair^ai-^••'aPb^..b,

î=l

(f

—^PV^---^.......v
7=1

15. Quelques identités utiles. — Nous allons établir quelques
identités concernant le tenseur de courbure de la connexion riemannienne
et le tenseur-spineur Y, identités qui nous seront utiles dans la suite.

Nous nous proposons d'évaluer le vecteur-spineur de type (i, i)
défini par

T^==J?^^Y^YP-.

A cet effet nous partirons de la relation

(^8,^ + R\^ + ̂ Vf-^) ï^ï^ = 0

qui est une conséquence immédiate d'une identité bien connue vérifiée
par le tenseur de courbure. En modifiant le nom des indices elle peut
s'écrire
(15. i ) R^^ ̂  (y? ̂  ̂  + Y^ y^- y? + ̂  y? Y^) = o.

En développant et utilisant (8.2), il vient

T^—R^^^g^e + Y?^)—j?^^Y^y?^= o.

Soit

(15.2) Ta—2J?arfÀ—2J?ap,)^YÀY?YS l== o,

où J?a). désigne le tenseur de Ricci. En utilisant de nouveau (8.2) dans
le dernier terme du premier membre de (15.2), on a

T^ — 2 R^ Y? + 2 R^, ̂  (2 g^ e + y? y'-) -^ = o,
soit

3^a—6J?apYP=o.

Nous avons ainsi obtenu l'identité

(15.3) T^==R^,}^^^= 22?°^.

En reportant dans (15.2) on en déduit

(15.4) R^^^=o.
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De (15. i) enfin, il résulte

(15.5) ^,^^=—2^8 y?.

Évaluons maintenant à partir de (15.3) :

R^,W^^^ == ̂ R^^,
soit d'après (8.2) :

R^,W^^^==—^R^g^.
On obtient ainsi
(15.6) R^^^^^^—^Re,

où R est la courbure riemannienne scalaire.

16. Spineurs-distributions.

a. Si ^ est un p-spineur contravariant, cp un p-spineur co variant, nous
désignons par (^, c?)y le scalaire

(^cp).,==^-^(^)^.,^(.r).

Si l'intersection des supports sur ¥4 de deux spineurs est compacte,
nous posons

( 1 6 . 1 ) <^^>= f(^^n(x),
J /-"/,

où y? est l'élément de volume riemannien.
Un p-spineur-distribution contravariant (resp. covariant) est une fonction-

nelle linéaire continue à valeurs scalaires complexes sur les p-spineurs coua-
riants (resp. contr avariants) à support compact de classe C*. Si ^ est
un p-spineur contravariant ordinaire, il définit par (16. i) un p-spineur-
distribution.

Un p-spineur-distribution contravariant ^ dans un voisinage ^2 muni
de repères admet des composantes ^al • • • " i 1 qui sont des scalaires-distri-
butions dans ^. Les mêmes définitions et notations s'étendent aux
tenseurs-spineurs-distribations de tous les types.

b. Si ^ est un p-spineur contravariant ordinaire, cp un i-tenseur-
p-spineur covariant tel que S (^) n S (9) soit compact, on obtient par
intégration par parties, la relation relative au tenseur-spineur Vd^,

(16.2) <V^cp>=<^3cp>,

où ^ est l'opérateur de codifïérentiation défini par

(16.3) o : cp^,^->—Vp<pF,,..^
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Nous sommes ainsi conduits à définir par (16.2) le tenseur-spineur-
distribution V^ dérivée covariante du p-tenseur-distribution contra-
variant. Les considérations développées pour les tenseurs-distributions
s'adaptent ainsi sans difficulté aux spineurs et tenseurs-spineurs-distri-
butions.

17. Bispineurs de Dirac.

a. Dans la théorie des opérateurs différentiels spinoriels, nous devons
naturellement faire intervenir les notions de bispineurs et bispineurs-
distributions sur Y!, X ¥4. Si .̂r est l'espace vectoriel des i-spineurs contra-
variants en x, un bispineur en (x, x ' ) est un élément du produit tensoriel
d'un espace e^P (g) cS^ par un espace ̂ ) (g) ̂ 7).

Désignons par s (x, x ' ) un bi-i-spineur arbitraire élément de cSy (g) eS^'
(c'est-à-dire contravariant en x, covariant en x'\ de composantes s.?
astreint seulement à ce que s (x, x) puisse être identifié à l'opérateur-
identité de ^, soit
(17. i) s ^ ^ x ) ^ ^ ,

où les ê?, désignent les symboles de Kronecker.

Le bi-i-spineur de Dirac de V/, est le bi-spineur-distribution

(17.2) ^^(x, x ' ) = s(x, x ' ) ô(x, x') (i(1/21? = s,?ê),

où ô (x, x ' ) est le biscalaire de Dirac. Il ne dépend que de la structure
riemannienne de Y/, et non du choix de s; ^(V2) (x, x ' ) peut être défini par

(17.3) ^/ï\x,xl\^(x')y=^(x\

où ^ est un i-spineur contravariant. On a aussi

(17.4) <^1/2)(^,^),cp(^)>-9(.r),

où cp est un i-spineur covariant.
En ce qui concerne les i-tenseurs-spineurs, on peut définir un bi-i-ten-

seur-spineur de Dirac par

(17.5) l^(x, x ' ) == { T(X, x ' ) (g) s(x, x ' ) } ^(x, x'\

où T est le bi-i-tenseur introduit au paragraphe 2. ^:v21 a pour compo-
santes

i^(:K,^)=T^S.?Ô(;K,rK/)

et peut être défini par
(17.6) <il:^(.K,rK/),^/)>=^(.r),

où ^ est un i-tenseur-spineur contravariant de composantes ^afl en x-
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On peut ainsi définir des bitenseurs-spineurs de Dirac relatifs à des
types arbitraires de tenseurs-spineurs.

b. Il existe entre ^ [ i / 2 ) et ̂ w des relations algébriques et différentielles
qui nous seront utiles par la suite et que nous allons former; tout
d'abord de

IW^^^^^ô^X'),

on peut déduire par produit par y^',

^/^Y^/.^ Y^.ô(:r, x') = y^W.r, x') = }^s^ô(x, x'),

soit encore
(17.7) l^î^^'^^^I^^

Désignons par l^?/, la matrice sur les indices spinoriels d'éléments
^(:V2),a ^^ (17.7) peut se traduire par la relation matricielle

(17.8) I^î, v^ == ̂  l^1/21.

Cherchons maintenant à évaluer ô^^3/^ (x, x ' ) qui admet pour compo-
santes

T-)/ V(:i/2) , a /y ^1\ _ T/// ^ - , ^a S. //y. y/\ »
—— v ^ aA'y ̂ ï ^ ) — —— V < ^a//^ ' u ̂ ? •̂  / ) •

Pour tout i-spineur contravariant ^ à support compact, on a

(17.9) ^V^ Ta),5? ^(^ X ' ) }, ^^(n:') >^ = <Ta)/^ Ô (.T, ^), V^^^),.

==Va^(.r).
D'autre part de

< s}§ (x, x'), Y (x') >../ = ̂  (3;),

on déduit par dérivation covariante en rc,

17.10) < Va f sî HX, x ' ) } , ^ ' ( x ' ) >,/ = Va^(rc).

Par comparaison de (17.9) et (17.io), on obtient
——V^ ' f Ta>/5? HX, X ' ) } = Va^.? à (x, X ' ) ;,

c'est-à-dire la relation différentielle
(17.ii) <^ I(3/2) (^ ^) == V.^1/2) (rr, ^),

où les deux membres sont des i-tenseurs-i-spineurs contravariants
en x, i-spineurs co variants en x ' ' .

c. Supposons la variété ¥4 munie d'une orientation temporelle p.
Si E (x, x1) est un bi-i-spineur contravariant en x, co variant en x ' , son
adjoint de Dirac est le bi-i-spineur co variant en x, contravariant en x ' ,
défini par
(17.12) E(x, x ' ) = p(rc) p(^) ̂ É(x, x ' ) P.
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Évaluons en particulier l'adjoint de Dirac du bispineur ^(1/2) (x, x'). On a

I(V% x1) = p^) p(^) (^^(a;, ^) ̂ ,

Soit en substituant à ^(1/2) ses composantes

I<v% nQ = p(.r) p(^) P?.; ôî% ô(^ ^),

compte tenu de ^ = e, on obtient

I^na;,^)=s^ô(^^).

Nous avons ainsi établi la formule

(17.13) l^(x, x ' ) = ̂ ^(x', x).

d. Reprenons le bi-i-spineur E (x, x ' ) que nous venons d'envisager.
Nous désignons par È (x, x ' ) le bi-i-spineur de même variance défini par

(17. i4) Ë(x,xf)=ŒÈ(x,xf)^

Évaluons en particulier ^{}/î} (x, x'). On a

i^î^x, o = aîîi0/^^, x') <,.
Soit en substituant à ^(1/2) ses composantes

i^î^x^^^^^^^x').
Compte tenu de a2 = e, nous obtenons ainsi la formule

(17.15) ^'/2) (x, x ' ) = 1^ (x, x').

III. — Le champ de Dirac en relativité générale (17).

18. L'opérateur laplacien sur les i-spineurs.

a. Étant donné, sur la variété espace-temps ¥4, un i-spineur contra-
variant ^, nous appelons laplacien de ^ et désignons par A^ le i-spineur
contravariant défini par
(18.i) A^=y^V.V^

où A est l'opérateur de dérivation co variante des tenseurs-spineurs
défini par la connexion riemannienne et la connexion spinorielle cano-
niquement associée. Il est aisé de donner de l'opérateur A du second

(n) LICHNEROWICZ [il].
BULL. SOC. MATH. — T. 92, PASO. 1. 4
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ordre ainsi défini une expression simple. On peut écrire

A^ = ^(Y^+Ï^)V).V^ + ^(Y^—^yÂ)V).V^,

soit en modifiant dans le dernier terme le nom des indices,

H = ̂ (^^+^^)V,V^ + ̂ ^(V^—V^V.)^.

L'identité de Ricci nous donne

(V)^—V^)^=P^)^-.

Compte tenu de (8.2) et de l'expression du tenseur-spineur de courbure,
il vient

A^ =—VPVp^— l^a^ï^T^,

soit à cause de la symétrie du tenseur de courbure de la connexion
riemannienne

A^=—VPVp+—JJ?^^ya^^^^

De (15.6) il résulte

(18.2) ^=—VPVp^+ 1 ^^ ,

où R est la courbure riemannienne scalaire de ¥4.

&. Si cp est un i-spineur covariant, nous notons encore, par abus^de
notation, Acp le i-spineur covariant défini par

(18.3) Acp=V).V^9y^y\

Par un raisonnement identique, on obtient

Acp ^^V^V^cp^^+Y^Y^+i^V^—V^V^cpy^,"-.
2 2

L'identité de Ricci nous donne

(V)^—— Vp.V).) ?a =—— ?rP^,^.

Il vient ainsi

(18.4) Acp^—VPVpCp—^^^Y^^^^

soit, d'après (15.6) :

Acp =—VPVpCp + ^Jîcp.
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On voit ainsi que, dans les deux cas, l'opérateur laplacien peut s'ex-
primer par

(18.5) A ^ — V P V p + ' T ? .

II est clair sur (18.5) que A est un opérateur spinoriel du second ordre
de type hyperbolique normal dont le conoïde caractéristique de
sommet xçV^ est le conoïde I\, déduit de la métrique de la variété ¥4.

c. Nous allons établir une relation importante concernant l'opérateur A
et la forme bilinéaire fondamentale. Si ^ est un i-spineur contra variant,
on a, cp étant un i-spineur covariant,

(A^, 9) =—(VPVp^, cp) + I^, cp).

Or
—(VPVp^, cp) =—VPVp^cp,==—VP(cp,Vp^) + VP^VpCp,.

Introduisons la i-forme u (^, 9) de 74 définie par

"p(^ ?)=^Vp^.
Il vient ainsi

(18.6) (A^, cp) == ôu(^, 9) + 'J?^, cp) + (V^, Vcp).

Considérons, d'autre part,

( ,̂ Acp) =—(^ VPVpCp) + ̂ Jî(^ cp).

On a
— ( ^ V P V p C p ) = — ^ V P V p C p , = — V P ( ^ V p C p , ) + V P ^ V p ^ .

Si l'on introduit la i-forme u (^, cp) de ¥4 définie par

^(^ ^^"Vpcp^
il vient

(18.7) ( ,̂ Acp) = ̂ (^, cp) + ^J?^, cp) + (V^, Vcp).

En soustrayant (18.7) de (18.6), on obtient

(18.8) (A^, cp)—(^, A^) = ô { u(^, ̂ —u^, cp) j,

où le second membre est une divergence sur ¥4.
Si ^ et cp 50/2/ /e/5 que V intersection S (^)n 5 (9) dfô supports de ces deux

spineurs est compacte, on a par intégration sur ¥4 la relation cherchée

(18.9) < A ^ , c p > = < ^ A < p > .



02 A. LICHNEROWICZ.

d. Nous supposons dans la suite la variété espace-temps V/, munie
d'une orientation temporelle p. Si ^ est un i-spineur contravariant, propo-
sons-nous d'évaluer le laplacien Aa^ de l'adjoint de Dirac de ^. A cet
effet, nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME :
i° Si ^A,.. .A,, est un p-tenseur-ï-spineur contravariant,

^ïa^...^==—(^^...^)ïa.

2° Dans les mêmes conditions, la dérivation covariante et l'adjonction
de Dirac sont permutables.

i° On voit en effet que l'adjoint de Dirac de ^...A est

^...^-Pk...^.
On a

^K.^-pk...^?-
Soit d'après (11.10) :

^ïak...^=—pk...^ï^S

ce qui démontre le i°.

2° La dérivée covariante de ̂  ...^ a pour composantes
p

v̂ ,,,,,,,= à^î^-^ C^.K,..?...^+ ̂ K.v

Par action de ~ sur les indices spinoriels et produit par p,3, il vient

^Vp.'K...\,= ̂ a^.,.../,—^ c^cx^.,..,..^— ^ pC ;̂K,..ïĵ ,p.

Or d'après (11. i o) :

^P=-^(5^=^ïa.

Ainsi

(18.10) av^,,..,.,,== ̂ a^,,^-^c^a^,,,,..y
^

——^pC^k...^l3ï>3ïa.

Or, d'après l'antisymétrie en a, ;3 de Ca^ = ^ap C|̂  on a

—0^^0=01^0^.
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On obtient ainsi

^^^...^=^^^...^—]S^^a^•••P•••^

soit la relation
^K.^-V^A,..),,

qui peut s'étendre à des tenseurs-spineurs de type quelconque. Notre
lemme est établi.

e. Cela posé, soit ^ un i-spineur contravariant. Du lemme précédent
il résulte
(18.n) cX^Va+=—Va(cl^)Y\

On en déduit

ay^Va V^ == eXY^VaC^V^) ^—Va^Y^V^)^,

soit
^T^VaVp^VaVpC^Y^.

On obtient ainsi
(18.i2) aA^=Aa^.

Si nous utilisons la notation ^ pour l'adjoint de Dirac de ^p, il vient

54 =A^.

19. Conjugaison de charge.

a. Établissons le lemme suivant :

LEMME :
i° «Si î...)^ est un p-tenseur-î-spineur contravariant, le produit à gauche

par y^ et la conjugaison de charge sont permutables.

2° Dans les mêmes conditions, la dérivation covariante et la conjugaison
de charge sont permutables.

i° Le conjugué de charge de ^.../^ est

(<^K.. .̂ ,== .̂..v
De (12.7) il résulte, en supprimant les indices tensoriels,

Y^==Y^=ay^,

soit
(19. i) v^==eY^.
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2° La dérivée covariante de ^...\, a pour composantes

W...^= W..../-2 CU^.p...^+ ̂ W...v/;•
Par passage aux complexes conjugués et produit à gauche par a, il vient

^^\..\ - ̂ e^,..^—^ C)^e^,,p.,^— ^ C^avaT'3^...^.
/:

Or d'après (12.7) :
* * 0 0

ayaT^ïaï^a.

Il en résulte

^V^A....),=^<o^...^—^^^e^,,F,^—^C|^
Â:

soit
(19.2) ev^^,..^= V^e^,..^,
ce qui démontre notre lemme. Des résultats analogues sont valables
pour un tenseur-spineur de type quelconque.

b. Cela posé, soit ^ un i-spineur contravariant. Du lemme précédent,
il résulte

eYaVa^ =ya<OVa^,
soit
(19.3) C^Va^ï^aV^.

On en déduit
e^yPVaV^ = y^VaVpe^,

soit
(19.4) CA^=Ae^.

Des lemmes des paragraphes 18 et 19 on déduit que F commute avec
la dérivation covariante et par suite la 2-forme spinorielle fondamentale
est à dérivée covariante nulle. De (18.12) et (19.4) il résulte immé-
diatement
(19.5) r^=AI^.

20. Noyaux élémentaires et propagateurs relatifs à l'opé-
rateur (A — £2).

a. Soit ^ le voisinage homéomorphe à une boule ouverte introduit au
paragraphe 4 et tel que le conoïde caractéristique 1̂ , de sommet x ' ç S î ,
engendré par les géodésiques isotropes issues de x' soit régulier dans ^
et définisse le futur ê4 (^/), le passé ê- {x') et railleurs du point x ' .
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Considérons Y opérateur de Klein-Gordon ( A — £ 2 ) (s2 = Cte) sur les
i-spineurs contravariants ou covariants. En ce qui concerne les noyaux
élémentaires de (A — s2), on déduit du même raisonnement que dans
le cas tensoriel, le résultat suivant : il existe dans i2 x ^2 deux noyaux
élémentaires G ':1/2)± (x, x ' ) de l'opérateur (A — £2), c'est-à-dire deux
bi-ï-spineurs-distributions contravariants en x et covariants .en x' satis-
faisant (18)
(20. i) (A^— £2) G'v2^, x') = I(1/2) (x, x')

et qui pour chaque x ' , ont leurs supports respectivement dans ^+ (x')
et ê- (x').

Ces noyaux se trouvent ainsi définis d'une manière unique. L'unicité
des noyaux élémentaires est un cas particulier d'un théorème général
d'unicité (19).

THÉORÈME D'UNICITÉ. — Tout i-spineur-distribution ^ satisfaisant
(A — £2)^ = o et à support compact vers le passé ou le futur est nécessai-
rement nul.

Nous allons étudier ces noyaux élémentaires.
b. Soit 6 un i-spineur covariant à support compact. Toute solution cp,

à support compact VERS LE FUTUR DE L'ÉQUATION

(20.2) ( A — £ 2 ) c p = 6

s'écrit nécessairement
(20.3) 9 (x) = < G^(x', x), 9 (x') >.

En effet l'intersection K = ê- (^ (9)) n ̂ + (x) est compacte. Si f est une
fonction à support compact égale à i dans un voisinage compact de K,
on a

< G^(x', x\ 9(^)> = < G^(x\ x), (A^—s2)^)^)),

soit d'après la propriété (18.9) et la définition de i11/^,

< G^{x\ x\ 9(:r')> == <(^—£2) G^Çx^ x\ f(x')^(x')y= ̂ (x\

ce qui démontre la propriété.
Si ^ est un i-spineur contra variant à support compact, on voit immé-

diatement que la solution ^ à support compact vers le futur, de l'équation

(20.4) (A—s2)^^

(18) S12 est le bi-i-spineur de Dirac.
(19) Voir LICHNEROWICZ [9], p. 18.
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est donnée par la formule

(20.5) <.(n•)=<G(v2)-(.r,^),%(a;/)>.

Si ^ == 9, où 9 est à support compact, on déduit de (18.12) que ^ est
la solution à support compact vers le futur de l'équation (20.2). Évaluons ̂
à partir de (20.5). Il vient

)̂ =pGr)4;(rr)P =<p(^) G^-(x, x')^ ̂ )>.

Faisons apparaître l'adjoint de Dirac du bispineur G11^". Comme ,32 = e,
on a

p(^) fî^-^, ̂ ) ̂ ^(^) == p(;r) p(^) pî.: G^2)-?:^,^) (3;; p (̂ ) ̂ '(^) %^

où
G^-^x, x') = p(^) p(^).^ G'1/2)-^^, ̂ ) ̂

et
^^)=^^)=a(x)^(x')^.

Nous obtenons ainsi

(20.6) ^ (rr) = < ̂ ^ - (x, x'), 9 (x) >.

Or d'après (20.3) on a aussi, quel que soit le i-spineur covariant 9 à
support compact,

^(x)=^G^+(xf,x),^x)^

II en résulte la relation importante

(20.7) /̂̂ (.r, x') == G^^(x', x).

De (20. i) on déduit par passage aux adjoints de Dirac et compte tenu
de (17.i3) :

(^—£2) G^^GC, X ' ) == ̂ (X, X ' ) == ̂ ^(X', X).

De (20.7) il résulte que les noyaux (yv2)^ satisfont aussi

(20.8) (A.,— s2) G^2 ,̂ x) = l^Çx', x)

et sont noyaux élémentaires pour l'opérateur (A — s2) portant sur
les i-spineurs covariants :

Transformons (20. i) par conjugaison de charge. Compte tenu de (19.3)
et de (17. i5) on a

(A.^— £2) ̂ ^(x, x') = î (rr, x') = ̂ ^(x, x'). ,
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II en résulte
(20.9) G'^^.r, x ' ) == ^^(x, x').

c. Considérons le noyau G^^ {x, x1) défini dans £2 + i2 par

(20.10) G^(x, x') == G^-(x, x')— G^^(x, x').

Pour chaque x'ç.^., G^^ a son support dans ^+ ( x ' ) u &~~ (rc7).
D'après (20. i) ce noyau satisfait

(20.11) (A,— ^-) G^^(x, x ' ) = o

et d'après (20.8) il satisfait aussi

(20.12) (A^—c2) G^^(x, x1) = o,

G07^ (rc, x ' ) est appelé le propagateur associé à l'opérateur (A — c2)
opérant sur les i-sp ineurs.

De (20.7) on déduit

G'/2^', )̂ = G^)-(^, rr)— G^-^Çx', x) = G^^(x, x')— G^^-(x, x1).

Ainsi G1172 vérifie la relation importante

(20. i3) G172^, x) =— G^Çx, x').

On déduit de même de (20.9) que

(20. i4) G'/21^,, x1) = G^(x, x'\

Par suite :
(20.15) G" ( j/21 ( x ' , x) = — G' '/^ (rc, a/),

ce qui traduit, dans le cas spinoriel, « l'antisymétrie » du propagateur.

21. Les opérateurs de Dirac.

a. Introduisons sur les i-spineurs contr avariants les deux opérateurs
de Dirac du premier ordre :

(21.1) L^=^V^—^, L ^ = y ? V 8 ^ + 4 (s=Cte>o).

Le tenseur-spineur fondamental étant à dérivée covariante nulle, on a

LL^ = (T^a—O^Vs+s)^ (ï^VaVp—^.

Ainsi ces opérateurs vérifient les relations

(21.2) LL'^ == L'L^ = (A — c2) ̂ .
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Introduisons de même sur les i-spineurs couariants les deux opérateurs

(21.3) L^ =—^^+£9), I/cp =—(Vp^—£cp).

On voit que
LL'cp = VaVpîpY^Y0 '—s2 9.

Pour ces opérateurs, on a donc les relations

(21.4) LL^==UL^=^—^)^.

b. ^ étant un i-spineur contravariant et 9 un i-spineur co variant,
évaluons
(21.5) (14, cp) = Y^Va^—s^.

Or y étant à dérivée covariante nulle,

Y°^ Va ̂  ?. = Va (Y^ ̂  9.) — ̂  Va ?. T ,̂.

Introduisons la i-forme W (^, 9) définie par

Wa(^, Cp)=(pYa^.

Il résulte de (21.5) qu'on a

(21.6) (L^9)=_w+(^Lcp) .

Si l'intersection S (^) n S (cp) des supports de ^ et <y e^ compacte, on déduit
de (21.6) par intégration sur la variété Y/,,

(21.7) < Z 4 , c p > = = < ^ L c p > .

On a de même en changeant s en — s,

(21.8) < L ^ , 9 > = < ^ L ' c p > .

c. ^ étant un i-spineur contravariant, proposons-nous d'évaluer
l'adjoint de Dirac de L^ sur la variété ¥4 munie de l'orientation tempo-
relle p. De

L ^ = Y ^ V a + — 4 ,

on déduit par l'opération ^ et le produit à droite par pj3,

L^^p'V^^p—s^.

Or d'après (11.3), 7^ ==—^. II en résulte

T^ = — P V^p Py3'— s .̂
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Du lemme du paragraphe 18, 2°, on déduit

Ainsi
pVa^P =Va^ =Va^.

L^=—— Va^——S^

soit
(21.9) Z4=L^

On a de même,
(21.io) Z74;=L^.

22. Noyaux élémentaires et propagateurs pour les opérateurs
de Dirac.

a. Le théorème d'unicité relatif à l'opérateur de Klein-Gordon (A — £2)
entraîne un théorème analogue relatif aux opérateurs de Dirac : tout
i-spineur-distribution contrauariant ^ satisfaisant Uéquation homogène

(22. i) Z4=o

et à support compact vers le passé ou vers le futur est nécessairement nul.
Il suffit de remarquer que, par produit par L', (22. i) entraîne (A — £2)^ =o.

Soit G^2^ (x, x ' ) les deux noyaux élémentaires de l'opérateur (A — s2).
Introduisons les bi-i-spineurs-distributions contravariants en x, covariants
en x ' définis par
(22.2) S^^Çx, x') = 14 G^^Çx, x'}.

De (21.2) on déduit

(22.3) L^v^Cr, x') == ^/2) (x, x').

Ainsi les ^v2^ (x, x ' ) sont des bi-i-spineurs-distributions vérifiant (22.3)
et qui, pour chaque x ' , ont leurs supports respectivement dans ^+ (x')
ou ê- (^'). Du théorème d'unicité, il résulte que les noyaux S^2^ (x, x ' )
sont caractérisés d'une manière unique par la double condition précé-
dente.

6. Soit 6 un i-spineur covariant à support compact. Toute solution 9
à support compact vers le futur de l'équation

(22.4) L c p = 6

s'écrit nécessairement :

(22.5) cp (x'} = < S^ + (x, x'\ 6 (x) >.
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Par raisonnement identique à celui qui établit (20.3), on déduit en
effet de la formule (21.7) qu'on a

< S-^ + (x, x'), 6 (x) > == < L, S'1/2)+ (x, x ' ) , cp (x) > = < ̂ v2'' (:r, .r-), cp (̂ ) >,

soit (22.5).
Considérons d'autre part le i-spineur 9 défini par

(22.6) ^/) = <Z^ G^/2^, ^), 9(n;)>.

Il est clair que
L,/9(0 = < | A,.—.21 G1/2)-^, ̂ ), 6(.r) >,

soit d'après (20.8) :
L^(^)=9(^)

et cp est une solution de (22.4) à support compact vers le futur. De (22.5)
il résulte que pour tout i-spineur covariant 6 à support compact,

< S^ + (x, x'\ 0 (x) > = < L'^ G'1/2)+ {x, x'), 0 (.i;) >.

Ainsi nous avons
(22.7) S^-^Çx, x') = L'^ G^-^Çx, x1).

De (22.2) on déduit par passage aux adjoints de Dirac à l'aide de (21.6),
compte tenu d'un produit à gauche par [3,

S^^Çx, x ' ) == L:,^1/2^, x'\

soit d'après la relation (20.7) :

S^^Çx, x ' ) == L'^ G^^Çx', x).

De (22.7) on déduit ainsi pour les adjoints de Dirac des S^72^ la relation

(22.8) ^ (̂a', x') = S^^(x', x).

Nous dirons que les S172^ sont les noyaux élémentaires des opérateurs L
et L.

En ce qui concerne la conjugaison de charge, il résulte du lemme du
paragraphe 19 que

CL^ =Lc^.

De (22.3) on déduit alors

L.̂  \ a^1/2^, X') a i- = ai^/2)^, X') a,

soit d'après (17.i5) :

(22.9) L,^1/2^, x') = i^^(x, x') = l^(x, x').
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II résulte de (22.9) et de la condition de support que

(22.10) S^Çx, x') = S^(x, x1).

c. Soit G1/21 (x, x ' } le propagateur relatif à l'opérateur de Klein-
Gordon (A — s2) sur les i-spineurs. Introduisons le noyau

(22.11) S^-)(x, x ' ) = S^-(x, x^—S^^Çx, x').

On a d'après (22.7) :

(22.12) S^ (x, x ' ) = L, G^ (x, x ' ) == L'^ ̂  (x, x').

Pour chaque x' € ̂ , S1/2) a son support dans ê4- ( x ' ) u ê~ (x). Il vérifie
les relations
(22.i 3) L^S^^x^^o

et
(22.i 4) ~L^S^(x,x')^o.

Nous dirons que S •1/2) (x, x ' ) est le propagateur relatif aux opérateurs L
et L. D'après (22.8) et (22.10) ce noyau vérifie la relation

(22.15) S^ (x, x') = — S^ {x\ x)

et

(22.16) S^ (x, x') = S^ (x, x').

23. Anticommutateur du champ de Dirac.

a. Sur la variété espace-temps V/, munie d'une orientation tempo-
relle et d'une symétrie arbitraire, considérons le champ de Dirac par
un i-spineur contra variant ^ astreint à l'équation de champ

(23. i) Z4=o.

Son adjoint de Dirac ^ vérifie d'après (21.9) :

(23.2) L^=o.

Proposons-nous de construire pour ce champ un anticommutateur
[ip (x), ^ ( '̂)]+ qui soit un bi-i-spineur-distribution X (x, x ' ) à valeurs
scalaires qui pour chaque x' a son support dans ê^ ( x ' ) u ê- (x'), vérifie

(23.3) X(x,xf)==X(xr,x)

et satisfait respectivement en x et x' les équations (23. i) et (23.2).
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L'étude du champ spinoriel libre en relativité restreinte nous conduit
à adopter

(23.4) [^(x), ̂ (xf)]^=^S^(x, x'\

5(1/2) vérifie la condition de support et d'après (22.13) et (22.14) satis-
fait les équations de Dirac, (23. i) et (23.2). De (22.15) il résulte

que X =^ S^ vérifie (23.3).

Ainsi (23.4) nous fournit un anticommutateur rigoureusement compa-
tible avec les équations de Dirac en relativité générale et qui se réduit
en relativité restreinte à l'anticommutateur usuel de la théorie du champ
spinoriel libre correspondant à une particule de spin 1/2.

b. Proposons-nous d'évaluer l'anticommutateur

[e^(x\e.^(x')}^

qui d'après (12. i4) vaut
—[e.^(x\e^(x')}^

On a

[̂  ̂  (x), <^4(?) ] = - [a., e, ̂  (x), a,/ e\/ ̂ (x^.
Ainsi pour l'anticommutateur (23.4) :

[e^^),^^)]^- ^c^,c^,.e,e,-s'J^(n:/, x).

Soit d'après (22.16) :

(23.5) [^(x), e^^(x')}^ = -Ç- S^(x, x'),

(23.5) traduit Yinuariance de notre anticommutateur par conjugaison de
charge.

IV. — Théorie de Rarita-Schwinger (spin 3/2)
en relativité générale.

24. L'opérateur laplacien sur les vecteurs-spineurs.

a. En formalisme de Rarita-Schwinger (20), un champ correspondant
au spin 3/2 peut être décrit par un vecteur-i-spineur contra variant ^

(20) Voir RARITA-SCHWINGER [15].
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de composantes ^p. Nous désignons par %p la matrice i x 4 de compo-
santes (^), l'indice tensoriel p étant fixé.

Nous appelons laplacien de y et désignons par A^ le vecteur-spineur
contravariant défini par
(24.i) ^==y^V.V^.

De cet opérateur, on peut aussi donner une expression plus explicite
faisant intervenir la courbure de ¥4. On peut écrire

^ = \ (ï^ + ï^) VA^X + \ T'T^V^— V^V.) %.

L'identité de Ricci nous donne

(V.V^—V^V^^^—^^^ï^f^p—^p.^^.

Il vient ainsi, compte tenu de (8.2) et de la symétrie du tenseur de
courbure

AZp^—V^p—— I^,a?ÏÀ^ÏaT3%p+ ̂ ,>^W.

Le deuxième terme du second membre peut s'exprimer à l'aide de l'iden-
tité (15.6). On obtient

(24.2) A^=—V /V^p+ ||̂ p+ ̂ po^W.

Si ^ est un vecteur-i-spineur covariant, le laplacien A^ donné par

(24.3) A^V^y^

s'exprime d'une manière analogue par

(24.4) A^=-V^p+ ̂ p-^^y^.

On voit ainsi que, dans les deux cas, l'opérateur laplacien A est un
opérateur du second ordre, sur les vecteurs-spineurs, de type hyper-
bolique normal, dont le conoïde caractéristique de sommet x € ¥4 est
le conoïde r.y déduit de la métrique de V4.

b. Étudions la relation entre l'opérateur A de la forme bilinéaire
fondamentale. En notations matricielles, on a

(A%, 0 =—^V A V^P+ ̂ R^+ ̂ ^Ï'W.

De même

fo ^) =-V /Vup%P+ ̂ pz?- ̂ p^^W,
4 z
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soit

(%, A,) =—V.V^p+ J^F+ ̂ p^a^T^r.

Par différence, il vient

(^ S)—fo A,) =—,pV^V^P+ VÀV^p%P=—V )GpV,^—V^^?).

En introduisant la i-forme W (%, ^) définie par

^toO^pV^—V^p^
on obtient
(24.5) (A%,D-(%,A,)=Wfo,).

-Si % ^ ^ sonf ^Z5 que l'intersection S (%)n51 (;) des supports de ces deux
spineurs est compacte, on a par intégration sur V^, la relation

(24.6) <A^>=<^>.

c. Proposons-nous d'évaluer le laplacien du vecteur-spineur défini à
partir d'un i-spineur contravariant ^ par le tenseur-spineur y, soit
Zp == ïp^- n vient

A(ï^) =——^^^(1?^) + l^ïp^ + ̂ po^aT^^T^,

soit en vertu de l'identité (15.5) et y étant à dérivée co variante nulle,

^(ïp^-ïp^v'v^+i^^—^ï^-
On obtient ainsi la formule

(24.7) . A(^)=ypA^-J^y^.

Si l'espace-temps ¥4 est espace-temps d'Einstein, c'est-à-dire si

(24.8) R^=\g^ (À=Cte),

(24.7) se réduit à
(24.9) ( A + À ) Y p ^ = y p A ^ .

d. Proposons-nous enfin d'évaluer le laplacien du vecteur-spineur
dérivée covariante d'un i-spineur contravariant ^ soit %p = Vp^. Il vient

A(Vp^) ^-V^Vp^ + ^Vp^ + ̂ R^w^^.

De l'identité de Ricci, il résulte

V.Vp^^VpV^-J^.pï-ï^.
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D'OÙ

V^Vp^ == V'-VpV)^—— ï, V^a^pï0^—— ̂ a^pï^V^.

Une nouvelle application de l'identité de Ricci donne

V^VpV)^ = VpV^—J^pV^— ̂ a^pï^V^.

Il vient ainsi
V^Vp^ = VpV^V)^ + R^^

- ̂ (Va^-V^pa^ï^ + ̂ apï'ï^.

On en déduit

A(Vp^)=—VpV^+^Vp(^)

—^pJ?^—J?p.V^+^(Va^—V^pa)Taï^.

Nous obtenons ainsi la formule

(24.10) A(Vp^) = V p A ^ — ^pjR^—J?p,V^

+^0^—^00)1'°^.

Si l'espace-temps Y4 est espace-temps d'Einstein, R == Cte et le dernier
terme du second membre est nul. Par suite (24.10) se réduit à la formule
simple
(24.n) (A+^)Vp^=VpA^.

25. Noyaux élémentaires et propagateurs relatifs à l'opé-
rateur (A — s2). — Dans toute la suite, la variété ¥4 est supposée espace-
temps d'Einstein :
(25. i) R^=^g^ (^=Cte)

et on la munit d'une orientation temporelle p.
a. Relativement à l'opérateur de Klein-Gordon (A — £2) (s2 = Cte)

sur les vecteur-spineurs contravariants ou covariants, on a le résultat
suivant : il existe dans î2 x ^ deux noyaux élémentaires G^2^ (x, x ' ) de
l'opérateur (A — s2), c'est-à-dire deux bi-ï -tenseurs- ï-spineurs-distribut ions,
contravariants en x, covariants en x ' , satisfaisant

(25.2) (A,— î2) G^Cr, x ' ) = ÎW(x, x ' )

et qui pour chaque x' ont leurs supports respectivement dans ̂ + ( x ' ) ou ê- (x').
Le théorème général d'unicité est encore naturellement valable ici.

BXJLL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 1. 5
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Par un procédé identique à celui du paragraphe 20, on démontre que

(25.3) GW^Çx, x ' ) = fr3/2)^', x).

Il en résulte que les noyaux élémentaires satisfont aussi

^5.4) (^—^2) ff3/2^', x) = IW(x^ x).

Le propagateur G^ (x, x ' ) relatif à l'opérateur (A — s2) sur les
vecteurs-spineurs est défini par la différence des deux noyaux élémen-
taires. Pour chaque x' il a son support dans ^+ (rc') u ê- (rc') et il vérifie
l'équation
(25.5) ^—^)GW(x,xf)=o,

ainsi que l'équation
(25.6) (A,— s2) G(3/2) (n/, x) == o.

D'après (25.3), son adjoint de Dirac satisfait la relation
(25.7) ~GW (x\ x)=— GW (x, x').

b. Des relations satisfaites par les bispineurs de Dirac I<(l/2) et ^(3/2',
on peut déduire des relations analogues relatives aux noyaux élémen-
taires et aux propagateurs. Soit G^^ (x, x ' ) les noyaux élémentaires
relatifs à l'opérateur (A — À — s2) sur les i-spineurs. On a

(25.8) (A,—}.—.2) G^-^Çx, x') = î^(x, x').

En effectuant le produit à gauche par ya des deux membres de (25.8),
il vient, compte tenu de (24.9) :

Ya(A^—À—£2 ) ̂ ^(X, X')

== (A.^—— £2) i Ya G^^ÇX, X') } = Ya^172^, X'),

soit d'après (17.8) :

(25.9) (A.,— s2) { va G^^Çx, x ' ) } = ̂ ff(x, x ' ) y<

D'autre part, de (25.4) on déduit par produit à droite par y^,

(25.10) (A.—^iG^^^,^)^}-^^,^)^

De l'égalité des seconds membres de (25.9) et (25.10) et du théorème
d'unicité, il résulte
(25.11) G^^ x') ̂ ' = ya G^^Çx, x'\

Par différence, on en déduit que les propagateurs correspondants vérifient
la relation
(25 . I 2) (^ff (X, X') ̂  = ya G^ (X, X').
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c. De même, à partir de (25.8), on déduit par dérivation covariante
en x, compte tenu de (24. n) ;:

Va(A^—À—s2 ) ̂ ^(x, x')
== (A,——^) { Va GW^(X, X ' ) } = Vai^, X'\

soit d'après (17.ii) :

(A,— s2) j V, G^^Çx, x ' ) } = V.^W(x, x ' ) = ̂ lW(x, x1).

D'autre part de (25.4) on déduit par action de ^',

(A.,— s2) {^ G^^Çx, x ' ) } = ̂ IW(x, x').

De l'égalité des derniers membres des deux équations précédentes et du
théorème d'unicité, il résulte

(25. i3) ô,. G^^x, x ' ) === V., G^^{x, x').

Par différence, on en déduit pour les propagateurs correspondants,
la relation
(25. i4) ^ G^(x, x') = V, G^^(x, x').

26. Les opérateurs du premier ordre dans la théorie de Rarita-
Schwinger.

a. Introduisons sur les vecteurs-i-spineurs contravariants de V4, des
opérateurs identiques formellement à ceux de Dirac :

(26. i) L'^ == yav^—^, L^ = y?Vp% + £X

qui vérifient
(26.2) LL^=LfL,c==(^-^^

où A est donné par (24.1) ou (24.2).
Si ^ est un vecteur-i-spineur covariant, nous posons de même,

(26.3) U ̂ —(Va^+e», ^E -—(Vs^—sO.

Ces opérateurs vérifient

(26.4) L PL == L'U = (A — s2) c,

où A est donné par (24.3) ou (24.4).
Un raisonnement identique à celui du paragraphe 21 nous montre

que si l'intersection 5(%)n5'(c) des supports de % et ^ est compacte,

(26.5) <^,0=<^£^>
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et

(26^) <Lf^o=<^L^

De plus relativement aux passages aux adjoints de Dirac, on a

(26.7) Ly^==L^

et
(26.8) ^^L^.

6. -Sur ces opérateurs, nous établirons le lemme suivant qui nous^sera
utile dans la suite :

LEMME. -— Si ^ est un i-spineur contrauariant de V^, on a

(26.9) Z/Ya^ =——TaZ4——2Va^.

Dans les mêmes conditions, les équations d'Einstein étant satisfaites, on a

(26.10) Z/Va^VaL^+^ïa^.
2

En effet,
^ïa^=ï?V3(Ta^)+STa^

soit, y étant à dérivée covariante nulle,

L'Ya^^TaV^+Sïa^.

Des relations (8.2), on déduit

I/ïa^——Ta^V^——S^—^Va^,

ce qui est la relation (26.9).
De même,

I/Va^^VpV^+eVa^.

De l'identité de Ricci :

(V^Va——VaW == I^a^ï^

on déduit

L'^^= T?VaV8^ + £Va^ + i^^a^^^T^.

Soit, d'après l'identité (15.3) :

Z/Va^^VaL^+'^ï^.

Des équations d'Einstein, il résulte la relation (26.10).
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c. Les résultats du paragraphe 22 — en particulier le théorème d'uni-
cité — s'adaptent immédiatement au présent cas. Introduisons les
bi-i-tenseurs-i-spineurs contravariants en x, covariants en x ' , définis par

(26.11) y/2)^, x') = L, G^^x, x'} = L^ G^^Çx, x').

Pour chaque x ' ils ont leurs supports respectivement dans ^+ (x1)
ou ê- ( x ' ) et vérifient
(26.12) L^ S^ ± (x, x ' ) == l-t3/2) (a-, x'),

ce qui les caractérise. De pluSy d'après (25.7) et (26.11) :

(26.13) ^/^(rc, x ' ) = S^±(xf, x).

A ces noyaux élémentaires correspond le propagateur

S^(x, x ' ) = S^-(x, xf)—SW+(x, x ' )
qui est égal à
(26.14) S^ (x, x') = 14 G^ (x, x') = L^ G^ (x, x1).

Notre propagateur vérifie les relations différentielles

(26.i 5) L^S^(x,x')^o

et
(26.i6) L^S^(x,xf)=o.

En ce qui concerne l'adjoint de Dirac, on a

26.17) ~SW (x, x') = — S^ (x^ x).

27. Les équations de la théorie de Rarita-Schwinger.

a. Sur la variété espace-temps munie d'une orientation temporelle et
d'une métrique satisfaisant aux équations d'Einstein :

(27.1) ^8=/c£2^ (^=^2),

considérons le champ décrit par un vecteur-spineur contravariant %
satisfaisant aux équations de champ

(27.2) L^=o

et
(27.3) ï^-o.

De (27.2) on déduit par produit à gauche par y^,

ï13^ == Ï^^VaZp—— £f^3 =——ï a ^Va%8—— ^V^a—— ̂ ^ = 0,
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soit
YPL%3=—YaVa(T^p)—£T^p—2Va%a==o.

On voit que les équations de champ (27. a), (27.3) entraînent

(27.4) ^=-V^a=o.

D'après (26.7), l'adjoint de Dirac % de % vérifie

(27.5) ÏW=o,

ainsi que
(27.6) XPÏ^o,
qui entraînent

^-—V'Xa^o.

&. Proposons-nous de construire pour ce champ un anticommu-
tateur [%a (x), ^'(a;')]+, c'est-à-dire un bi-i-tenseur-i-spineur-distri-
bution X (x, x'), à valeurs scalaires, qui pour chaque x ' a son support
dans &+(x')\J&-(x'), vérifie

(27.7) X ( x r , x ) = = X ( x , x r )

et satisfait en x les équations (27.2), (27.3) et en x ' les équa-
tions (27.5), (27.6).

L'étude du champ correspondant en relativité restreinte nous conduit
à rechercher un anticommutateur de la forme

(27.8) X^v(x, x') - ̂ zj G^(x, x') + a^ G^(x, x')^

+^(ïaV),G^

+ Va G^)?,) + ̂  VaV>, G^(X, X ' ) \
2" \

où, pour abréger, nous avons posé

(27.9) G^(x, x') = G^'^(x, x') == GV2^2^, x')

et où a, b, c sont trois constantes.
Pour déterminer ces constantes, nous allons d'abord vérifier (27.7)

et, à cet effet, évaluer les adjoints de Dirac des différents termes de X,

en négligeant le facteur -. - Le premier terme s'écrit

^(}^{x^)=S^)(x^)



CHAMPS SPINORIELS ET PROPAGATEURS. 71

et d'après (26.17) il vérifie la relation

<27.io) S^(xr,x)=-S^'(x,xf).

28. Relation exprimant (27.7).

a. Cherchons l'adjoint de Dirac du coefficient de a, soit
T^(x, x ' ) --= Z4(r, G^(x, x')^).

D'après (26.9) on a

r^(rc, x ' ) ̂ —^L^G^(x, ̂ )-p,—2Va G^(x, x ' ) ^ ' ,
soit
<28. i) TaV- (x, x ' ) == — va SW (x, x') p,

+ 2£Ya G»1/2) (X, : r / )Yx/——2Va G^ (X, X')^.

En passant aux adjoints de Dirac à l'aide d'un produit à gauche et à
droite par (3, il vient

T^(X, X ' ) =——^,SW(X, ^)Va+ 2£p, G^(X, ̂ ) Ta + 2 Y)./Va G^ (x, ^).

Il en résulte
(28.2) T^(^, x) == + ̂ SW(x, x')^

—— 2 £Ya G^^ (X, X ' ) ̂ V—— 2 Ya ̂ V G^^ (X, X'\

b. Cherchons l'adjoint de Dirac du coefficient des ^ soit
£

T^. (X, X ' ) = L', \ Ya Vl, GW (X, X ' ) + Va G'V2' (X, X ' ) y), ;.

D'après (26.9) et (26.10), on a
r̂ .' (a-, a;') = — Ta V,, j L.r G'v-2' (x, x ' ) } — 2 Va V,, &'/-21 (a;, a-')

+ Va S'v2' (a-, a;') Y), + /"2 Ta G"721 (a;, a;') Y),,
soit
(28.3) ra2.' (a-, x ' ) = — va V,, ̂ f1/2 ' (a-, x ' )

+ Va S'1/2' (x, x ' ) Y), + fc2 Ya G1172' (a-, a;') p'

—— 2VaV), GW(X, X ' ) + 2£YaV^ G'1/21 (a-, a;').

En passant de même aux adjoints de Dirac, il vient

Ta2^).(a•,a;')=V„S^v•21(a•,a;')Ya
—ï).'VaS^)(;r, a;') + ̂ Y/' G^(x, x')^

— 2 Va Y).- G"/2' (a-, x ' ) — 2 s V^ G11/21 (a-, a;') Ya.
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Il en résulte

(28.4) T{^(xf,x)=—V^S^(x,xf)-(v

+ Ta V), S^ (x, x') — k^ va G^^ (.r, a;') y^

+ 2 Va V>./ G^ (X, X ' ) + 2 £ Va ff1/2) (̂  '̂) -{V.

/*
c. Cherchons enfin l'adjoint de Dirac du coefficient de -, soit

T^(x, x ' ) == Z4VaV>, G^(x, x').

D'après (26.10) il vient

(28.5) T^ (x, x ' ) == Va Vv S^ (x, x1) + Jc£2 ya V/, G'v2) (x, x').
2

En passant aux adjoints de Dirac, on a

Ta3^ (̂ , ^/) = Va V), S^1/2) (a:, a;') — ̂  Vx/ G(V2) (rc, x ' ) Ya.

Il en résulte

(28.6) fk3 a (x\ x) == — Va V)/ SW (x, x') + k£2- Va G^/21 (.r, ̂ /) T^.
2

d. On voit immédiatement que (27.7) sera vérifiée si le coefficient
de YaV),/ G^ + Va G^y^ dans X (x, x ' ) — X (a/, x) est nul. On obtient
ainsi, pour traduire (27.7) la relation

(28.7) — — 2 Û + 2^+ ^C=0.

29. Détermination de l'anticommutateur.

a. Il nous faut maintenant étudier si, par un choix convenable de a, b, c,
les équations de champ peuvent être satisfaites, compte tenu de (27.7) ;
il nous faut vérifier d'une part (27.2) en x ou (27.5) en x ' ' , d'autre
part (27.3) en x ou (27.6) en x ' .

Il est immédiat de vérifier (27.2) par rapport à x. En effet,

L,L,Xa)/ == ̂ (A.— s2) { G^2} + û-ra G^r.'

+ ^ (Ta V), G^ + Va &1/2) Y)/) + ̂  Va V>/ G^ L

où G^ et C11/21 vérifient respectivement
(^-^)G^(x,x')=o

et
{ A,,-(i + k) £ 2 } G (̂a', x1) = o.
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Des relations (24.9) et (24.11) il résulte que (27.2) est satisfaite quels
que soient a, b, c.

b. Cherchons à satisfaire (27.6) par rapport à x ' . La relation
Xy,v(x, x ^ ^ ' ^ o

peut s'écrire, compte tenu de (25.12) et (25.14) :

(29. i) 14 {Ta G^— 4aïa G»1/2) + b YaV), G^/2^

_ ̂  y^ G^ + ̂  VaV), G'172^ \ = o.
£ £- )

De
S^(x, x') = L'^ G(1/2)^, x') =—(V./ G^(x, x^^'—zG^Çx, x1)),

on tire
VA/ G^^' = s G11^— -S11/̂ ,

(29. i) peut alors s'écrire

(29.2) L,j ( i—4a+ ^)Ta G1/2—46^^ G^
( c

—^^Sd/^—^VaS^^o.

Or, nous avons
T ' ^ r'll/2)__ y /" ^1/2) F) T7 /70/2)JLt^ [ y , UT' ' — —— fa-L'.r U' —— 2 V a U ' »

soit
(29.3) I4Ya G^21 =—^S^ + 2£Ya& l / ^—2Va G'1/21.

De même,
(29 . 4) 14 Va G^ - Va ̂ 1^' + k^ y, G l/2).

D'autre part,
L^aS^^——YaL^^^VaS11^.

Or
^51J/2) = (A^,— s2) G1172' = Â:£2 G1/21.

Il vient
(29.5) L^Ya^/^—A^YaG^^VaS^.
Enfin

L:,Va ̂ 1/2) == VaL,.511/21 + k^ Ta 5-'/21 = VaL,^2' + 2 £Va^1 /21 + ̂  Ta ̂ l/2).

II en résulte

(29.6) Z4VaS^= ^-2Ya^l/2)+ 2£VaS< v 2 )+^32VaG ( l /2 1 .
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De ces calculs on déduit que l'équation (29.2) peut s'écrire

(29.7) _^I_4a+^4-^c^^s(l/2)_2éL±CVa5 ( l/2)

+^(i—^a+b)—^b—c)+kb^^G^

— — ^ f 1 — — 4 ^ 4 - ^ 4 - ^VaG^^O.
\ 2 /

Outre (28.7), les constantes a, b, c sont donc astreintes aux équations

(29.8) i—^a+b+ ^ c = = o ,

(29.9) ^b+c==o

et
2(1—4^4- b)^k^b—c)+kb=o.

Cette dernière équation est une conséquence triviale de (29.8)
et (29.9). Nous devons donc déterminer a, b, c par les trois équa-
tions (28.7), (29.8), (29.9). On en déduit

2 a—(2 —A:) b == o
et

^a—(ï—k)b==i.

On obtient ainsi la solution unique

2 —k , i 2a = —.—-TT? b == -——r - c2(3_^)7 - 3_/c 3—/c

L/anticommutateur

(29.io) [^(x), y:.,(x'^
h ! r» ___ L-

= ̂ j G^(x, x ' ) + ̂ ^ va G^(x, ̂ )r.'

+ (^^^^'GW^X')
+ Va G^(x, x ' ) y),) — 7^——^ Va V), G^(x, x ' ) \

\
6

—
n

/
£-

 )

est donc rigoureusement compatible avec les équations de la théorie de
Rarita-Schwinger sur un espace d'Einstein. En relativité restreinte, il se
réduit, comme on le vérifie aisément, à l'anticommutateur introduit dans
la théorie de Rarita-Schwinger par TAKAHASHI-UMEZAWA [16] et
VISCONTI [17].



CHAMPS SPINORIELS ET PROPAGATEURS. 76

En ce qui concerne la conjugaison de charge, on établit comme au
paragraphe 21 :

(29.11) S^ (x, x') = S^ (x, x'\

De cette relation et de (20.14), (22.16), on déduit aisément par un
raisonnement analogue à celui du paragraphe 23 et en utilisant les iden-
tités (26.9) et (26.10) que notre anticommutateur est bien invariant par
conjugaison de charge.

V. — Théorie de Petiau-Duffin-Kemmer
(spin maximum 1).

30. Laplacien d'un 2-spineur. — Dans cette section, nous nous
proposons de généraliser à un espace-temps ¥4, muni d'une métrique
hyperbolique arbitraire, la classique théorie de PETIAU-DUFFIN-KEMMER
pour un champ de spin maximum i. Un tel champ sera représenté par
un 2-spineur ^ de type (i, i).

a. Si 9 est un autre 2-spineur de même type, nous désignons comme
d'habitude par

(30.1) (^?)=^;

leur produit contracté. Si l'intersection des supports de ^ et 9 est
compacte, on a conformément aux notations du paragraphe 16 :

(30.2) <^?>- f(^?)^.
^v/»

Les notions de 2-spineur-distribution et de dérivée covariante de ces
spineurs-distributions résultent des considérations du paragraphe 16.

Posons
(30.3) p^=y^Va^, P^—Va^.

Il vient

(30.4) (P^, ?) - ï°"Va^= V^^Ya^^——^Va?^^.

Introduisons la forme linéaire W (^, 9) définie par

Wa(^,?)=^ïa^ï.

La formule (30.4) peut s'écrire
(30.5) (P^, cp) =—ôW(^, ?) +(^ P?).
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Si l'intersection des supports de ^ et 9 est compacte, on en déduit par
intégration sur V^,
(30.6) <P^>-<^,Pcp>,

P et P sont ainsi adjoints l'un de l'autre.
b. Évaluons l'opérateur du second ordre,

P^-Ï^VaV^.

Par symétrisation et antisymmétrisation, il vient

p^—vpVp^^^ï'W^—^W-

Or d'après l'identité de Ricci pour les spineurs,

(VaVp——V^Va)^——1^)^^^ + ̂ A^a^ï^.

Il en résulte

P-̂  ^——VPpV^——^jRap^Y^^Y^^^ + I^ap^ïWr1.

Soit, d'après l'identité (15.6) :

P^ =_vPVp^ + 1^ + ̂ aS^ï^T^.4 ô

Un calcul analogue conduit pour P2^ à la même expression. Nous
sommes ainsi conduits à introduire pour laplacien A d'un a-spineur l'opé-
rateur hyperbolique A == P2 = P2. On a donc

(30.7) A^; = ̂  y? Va Vg ̂  == Va Vg ̂ y.3 y0'

qui s'écrit aussi
(30.8) A^ =—VPVp^ + ̂  + i^ap^ïW^.

Si ^ et cp sont deux 2-spineurs de type (i, i) dont Y intersection des
supports est compacte, on a, en vertu de (30.6) :

< P 2 ^ c p > = < ^ P 2 9 > ,
soit
(30.9) <A^,cp>-<^ ,Acp>.

L'opérateur A est autoadjoint.
c. En accord avec les considérations des paragraphes 18 et 19, on a

(^(Y^) =——(^^ï^ ^Va^ = VaCllp.
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II en résulte
(30.io) eXP=Pa.
De même,

e(^^i) =^e^, eVa^==Va<^.
Il en résulte
(30.n) CP=Pe.
De (30.10) on déduit

aP2^?2^.

Le laplacien A == P2 = P2 vérifie donc les relations

(30.i2) a A = A a

et
(30. i3) eA=AC.

31. Algèbre extérieure et 2-spineur.

a. L'algèbre extérieure des formes de ¥4 et le module des 2-spineurs
admettent, en tant que modules, un isomorphisme S défini de la manière
suivante. A toute p-forme a^, faisons correspondre le 2-spineur

(31.1) S^=^P..^^^

Si a est une forme non homogène de V^,

(31.2) a=^a^)
p=o

et S a se définit par linéarité.
Inversement, en le rapportant à la base définie par les produits de

matrices Y distinctes, tout 2-spineur ^ de type (i, i) peut s'écrire d'une
manière et d'une seule

4 4

(31.3) ^ =2 ̂ 1 ^pl- • •^^-P^S saw>

p=o p=i>

où les a^) sont des p-formes. Ainsi il existe une forme a et une seule
telle que
(31.4) +=Sa.

b. A l'aide de r, on peut faire correspondre à a le 2-spineur coua-
riant r5a. Étudions, pour la forme a^) la symétrie du 2-spineur cova-
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riant TSaW. A cet effet, il suffit d'étudier la symétrie des 2-spineurs
de base

^•••PP^rYPr.-yP^

où les indices pi, ..., p^, sont distincts. On a

(31-5) tô--^= Ti^ï^.. .ï^-^

soit en inversant l'ordre des matrices y et compte tenu de (12.20) :
p ( p - i }

^^-(——O î ï^ï^-l^•..ï^-16.

D'après (12.8) on a, en élevant et abaissant les indices de sommation à
l'aide de r,

p ( p - 1 ) ,. j
tô'^ - (— î) 2 ï^ï^-^.. .yP/^.

En comparant avec (31.5) il vient
p (/?-+-1)

(31.6) ^>-(-^)~+l^^

De (31.6) il résulte que pour p == î, 2, Ze i-spineur covariant FS^
est symétrique, tandis qu'il est symétrique pour p == 3, 4.

32. Relations entre opérateurs différentiels.

a. Évaluons pour la p-forme a^),

PS^)=^ya^...^Vaa^.^.

Les indices pi, .... ^ p sont tous différents. Distinguons les termes où
l'indice a ne prend aucune des valeurs de la permutation (pi, ..., p,)
et ceux où il prend l'une de ces valeurs

(32.1) PS^-=^ ^ ïaïP l...ï^Vaa^
a-^pi,...,p^

-(p-2-,)tïp2•••ïp^a^ap....p,.

Les indices a, p j , ..., p/, étant supposés distincts, on a, en introduisant
le tenseur d'antisymétrisation de Kronecker :

(32.2) Y^. „ .̂  ̂ ^ s^^o.. .̂ .
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En substituant cette expression dans le premier terme du second membre
de (32. i), il vient

psa(/?) =~- (p-^yj ï'0- • •ïM^) AO.. .Â ,

-(p2:^-^^^
soit

PSa^)=:SdaW +Sôa^).

Par linéarité, on obtient ainsi la formule

(32.3) P5a == S(d^ + ôa).

5. Nous désignons par y l'opérateur sur les formes qui, à
4

o; =Va(^

p=o

fait correspondre
4

ya ==V(—i)^a^).

y0=0

II est clair que
(32.4) du = — rd, ôy == — u ô.

Cela posé, évaluons pour la p-forme a^),

p5:a(^) ==— -^ yPi. . .T^'^Vaa^^p^.

En distinguant les termes où l'indice a ne prend aucune des valeurs de
la permutation (pi, . . . ,?/.) et ceux où il prend l'une de ces valeurs,
il vient

pS^ =- (^- ^ y-^.. .ïP.Va<^

a^pi,...,pp

-(-^2}/^ïp2•••ïppvaa(/?)aP-•P.

soit, par un raisonnement identique au précédent

ps^ = in1:̂ ^0- • -ï^^^o..^- (^^ïF2- • •T^^p,..?,,.

A l'aide de u, nous pouvons écrire

PSa^) = 5'yda(^) — Sy ôa^.
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Par linéarité, on obtient ainsi la formule

(32.5) P5a = 5y(da—ôa).

c. De (32.3) on déduit

P2S'a=PS(da+(^),

soit
P^Sa = S(d^ + rfôa + Ma + ̂ a).

Comme dî == ô2 == o, nous obtenons

(32.6) P^a^^^+ô^a,

soit la formule
(32.7) A5'a=5'Aa,

où A a est le laplacien au sens de G. DE RHAM de la forme a.

De (32.5) on déduit de même,

P^o^P^da—ôa),
soit

P2 5 a == S(u du da — v du ôa — v^vdy. -{- v Su ^a).

On retrouve bien, compte tenu de (32.4)»

P^Sa = 5'(dâa + ôda) = P^a = ASa.

Évaluons à Faide de (32.3) et (32.5) :

PP5'a=P5'y(da—ôa),

soit
PPSa == S(du da — rfy ôa + ôy da — au ôa).

De (32.4) il résulte
(32.8) PPSa == Su(d^—Moi).

On établit de même que

(32.9) PPS'a = Su(d^ — ôda) = PPSa.

d. Dans la présente théorie, nous sommes amenés à introduire les
opérateurs différentiels du premier ordre sur les 2-spineurs de type (i, i),

(32.io) M= '(P+P), N= '(P—P).
'2 'Si
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De (32.3) et (32.5) il résulte

(32. n) MS == ' Sj(i + v)d +(i—P), 3 j
2 ^ )

NS==^S^-v)d+[(i+u)ô\.

D'après (30.10) et (30. n) les opérateurs M et N vérifient

(32.i2) aM==Ma, aN=—Na
et
(32.i 3) eM=MC, CN==Ne.

Évaluons le carré M2. Il vient

4M2 == P2 + P2 + PP + pp,
soit

(32.i 4) iM^P^+PP.

On obtient ainsi

(32.15) M2S==^S^I+u)dS+(I—v)M\,

N^S=^S^i-u)dô+^+u)M{

avec

(32.16) ^=M•2+N2.
Enfin

4 NM === P2 — P2 — PP + Pp.

Il vient ainsi

(32.17) NM=MN=o.

On a d'après (32.16) :

M3 = M (A — N2) = (A — N2) M.

On déduit ainsi de (32.17) les relations importantes

(32.18) M'S=M^=^M

et

(32.19) N-^N/^AN.
BULL. SOC. MATH. — T. 92, PASC. 1.
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33. Le bi-2-spineur de Dirac.

a. Nous désignons par i (x, x ' ) le bi-2-spineur de Dirac, de type (i, i)
en x et x ' , défini par
(33.1) <i(:r,^),cp(a/)>=9(.r),

où 9 est de type (i, i)., Si s (x, x ' ) désigne un des bi-i-spineurs introduits
au paragraphe 17, i admet pour composantes
(33.2) Ig;: ( (x, x ' ) = sï sî à (x, x ' ) = ̂  ôÏ ô (x, x').

L'adjoint de Dirac du bispineur ^ est donné par

Krc, x ' ) = a^a^l(x, x'\

Il admet pour composantes

I^(;r, x ' ) = Wî ^ G CT Hxy),

soit en substituant à ^ ses composantes
~\ar' / n. n»l\ __ D.CL dr' ^l ^t' nu' om ^ /-, ,,../\2.bs' (x, x ) = p/ p^ ô^ô,^ p^ pô o(.r, rr'),

compte tenu de (32 == .e, on obtient

la^(x,xf)=sîsîà(x,xf).

Nous avons ainsi la formule

(33.3) I(x,xr)=î(x,xf).

Le conjugué de charge du bispineur 1- est donné par

i(x,xf)=e^l(x,xf)
et admet pour composantes

^(rr, x ' ) = a?a7; î^(x, x')^:^.î.

En substituant à ^ ses composantes, il vient

1K(X, x ' ) ̂  a?<; ̂ W^îô[(x, x'\

compte tenu de a2 == e, on obtient

(33.4) i(x,x')=^(x,x').

b. Il est possible d'exprimer I- à l'aide des bi-p-formes de Dirac D^
(§ 2) et de l'isomorphisme S. A cet efîet, nous établirons une formule
auxiliaire concernant, pour r ' , s ' fixés, la matrice en a, b,

w' %'.
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En rapportant cette matrice à la base constituée par des produits de
matrices y distinctes, il vient

(33.5) 4W = W + ̂ W + ̂ (ï^W;

+ ̂  (T^TO^a^ + ̂  (ï^T^a^

où les |UL sont antisymétriques par rapport à leurs indices tensoriels.
Nous nous proposons d'évaluer ces coefficients. En prenant la trace par
rapport à a, b (notée Tr) des deux membres de (33.5), il vient

4^=4^,
soit

(33.6) ^=ô7;:.

Multiplions à gauche les deux membres de (33.5) par ^\ et prenons
ensuite la trace; on obtient

4ï),?=Tr(YrrÀ)^:——4^?,

où le second membre est sans sommation, soit

(33.7) ^:=—n?.

Multiplions à gauche les deux membres de (33.5) par yrfp- (^ 7^ ^) et
prenons la trace. Il vient (sans sommation)

4(ïATi)? == Tr^rfiiï^) ̂  =—4^7,
soit
(33.8) ^/;=-(ïr^)?.

Pour les termes d'ordre 3, on a, par le même procédé,

4(ï^ïv)î == Tr^r^Tvï^ï^) = 4^iivî,

où A, fJt-, v sont différents, soit

(33.9) ^vî = — (ï^ïv)7.

Enfin pour les termes d'ordre 4»

4(ï^ïv ïp)?=:= Tr^r^ïvïpï^T^rïp) ̂ vpî = 4^p.vp?,

où 7., ,̂ ^, p sont différents, soit

(33. i o) ^p/pî = ( TA ï^ Tv Tp)?.
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On a ainsi la formule auxiliaire cherchée

(33. ii) W ̂  = ̂ ;- ̂  SïW- ̂  2 (ï'ïW^
a .. . a^i3

+n 2 (ï^ï^ïaïpïT)?
a^p^y

+^î 2 (ï'^ï'DKïaïPÏTÏô)?.
a^...7£ô

Nous sommes ainsi amenés à considérer

S.S^ÊW(x, x1) == ̂ (ï^.. .ï^(ï<. .ï̂ .̂p ,̂.̂  ̂ ).

En introduisant les composantes de Ô^, il vient

S^Û^(x, x ' ) = . ^ (yF-.. .ï^(ïp,.. .ïp>^(^ ̂ ).
pi^.-.^pp

En multipliant les deux membres de (33. n) par ô (x, x ' ) on obtient
l'expression désirée

p{p+i) ^
(33.i2) ^^(^^-^^^^(—i) ^ û^(rr,^).

y0=0

34. Noyaux élémentaires et propagateurs pour l'opérateur de
Klein-Cordon. — Î2 désigne toujours l'ouvert introduit aux para-
graphes 4 et 20.

a. Relativement à l'opérateur de Klein-Gordon (A — s2) (s = Cte) sur
les 2-spineurs de type (i, i) on déduit du même raisonnement que dans
le cas tensoriel le résultat suivant : il existe dans i2 x ̂  deux noyaux
élémentaires B±(x,xr) de l'opérateur (A—s2), c'est-à-dire deux bi-ï-ten'
seurs-distributions, de type (i, i) en x et x ' , satisfaisant

(34. i) (A,—s2) B±(x, x') = l(x, x1)

et qui, pour chaque x ' , ont leurs supports respectivement dans ^+ (x')
ou ô- (x'\

Le théorème général d'unicité est bien entendu toujours valable.
Soit % un 2-spineur de type (i, i) à support compact. D'après un

raisonnement identique à celui du paragraphe 20, toute solution à support
compact vers le futur, de l'équation

(34.2) (A——£2)^== y



CHAMPS SPINORIELS ET PROPAGATEURS. 85

s'écrit nécessairement
^)=<B-(^),W>.

D'autre part le 2-spineur

^(x)=^B-(x,xf),^xt)y

répond manifestement à la question. On voit ainsi que le caractère auto-
adjoint de A entraîne
(34.3) B±(xr,x)==B^(x,xf)

et les noyaux élémentaires satisfont aussi

(34.4) (A,/— s2) B^x, x ' ) = I(x, x').

b. D'après (30.12) et (30.13), l'adjonction de Dirac et la conjugaison
de charge commutent avec l'opérateur A. Transformons l'équation (34. i)
par adjonction de Dirac. Il vient

(A,— s2) a^Çx, x1) = a^l(x, X'),

soit par produit par CL^'s

(^,—^)a^a^B±(x, x ' ) == a^a^l(x, x').
Il en résulte d'après (33.3) :

(^—^2)B±(x,xf)=l(x,xf).

Du théorème d'unicité, on déduit

(34.5) B^ (x, x ' ) == B^ (x, x1).

Transformons de même (34. i) par conjugaison de charge. Un raisonnement
identique donne

(^—^î)B±(x,xf)=l(x,xf)

et par suite :
(34.6) B±(x,xf)=B±(x,xf).

c. Le propagateur B (x, x ' ) relatif à l'opérateur (A — s2) sur les
2-spineurs est défini par la différence

B(x,xf)==B-(x,xf)—B-(x,xf)

des noyaux élémentaires. L'opérateur (A—£ 2 ) étant autoadjoint,
ce propagateur est antisymétrique par rapport au couple (x, x'\

(34.7) B(x',x)=—B(x,xf).
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Comme le montre (34.3). Pour chaque x\ il a son support dans
^ (x')\j&- (x'} et il vérifie l'équation

(34.8) (A.—s^B^.rO-o,

ainsi que

(34.9) (^—£2)B(x,xf)=o.

D'après (34.5) son adjoint de Dirac B satisfait

(34.10) B(x, x ' ) == B(x, x ' )

et son conjugué de charge

(34.11) B^x^^B^x!)

d'après (34.6).

d. La formule (33.12) permet d'exprimer les noyaux élémentaires B±

et le propagateur B relatifs aux 2-spineurs en fonction des noyaux
élémentaires G^^ et des propagateurs G^ relatifs aux p-formes tenso-
rielles.

D'après (32.7), on a en effet,

(A,— ̂ ) & S^ G^ = & &. (A,— ̂  G^ == S, S^ D(x, x').

De la forme (33.12) on déduit

/?(/P+)1

(A,—£^)&,S^(—i) ^ G^x, ̂ ) = 4I(^, x'}.
{ P=0 )

Ainsi

! __ p(p+i) }
(A,— s^) 4^^ x1) — S.S^ (— i) 2 G^Çx, x ' ) == o.

p=o )

Du théorème d'unicité, il résulte
4

p(p^-\(

(34.12) ^(x, x') = S^S.^ (—1)~~ G^(x, x'}.
p=o

Par différence, on a pour les propagateurs la relation

p(p-^-i}
(34. i3) 4B(a;, x') = S^S^(—i)'~ G^(x, x').

p=»
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35. Les équations de la théorie de Petiau-Duffin-Kemmer.

a. Sur la variété espace-temps ¥4 munie d'une métrique hyperbolique
arbitraire et d'une orientation temporelle et admettant des champs de
spineurs, considérons le champ décrit par un 2-spineur ^ de type (i, i)
astreint à l'équation du champ

<35.i) (M—0^==o (s=Cte^o),

s étant différent de zéro, on déduit de (35. i) par produit par N, en vertu
de (32.17) :
<35.2) N^==o

qui est ainsi une conséquence de l'équation de champ. Les équations (35. i)
et (35.2) écrites sous la forme

(P+P)^ == 2£^

€t

( p _ p ) ^ = = o

forment un système équivalent au système

(35.3) ( P — £ ) ^ = Y a V a + — 4 = o

et
<35.4) (P—£)+ -—Va ̂ —4=0,

en accord avec la méthode de fusion de Louis DE BROGLIE (-21).
En multipliant les deux membres de (35.3) par (P + s), on voit que

de l'équation de champ (35. i) il résulte que ^ satisfait l'équation de
Klein-Gordon :
<35.5) (A—s^^o.

En multipliant par a les deux membres de (35. i), on a d'après (32.12) :

(M—£)a^==o.

Il résulte ainsi de l'équation de champ (35. i) que ^ vérifie

(35.6) (M—£)^=O.

En transformant de même (35. i) par conjugaison de charge, il vient
d'après (32.13) :
<35.7) (M—£)C^=O.

(21) Louis DE BROGLIE utilise généralement une représentation du champ condui-
sant à l'équation de champ (N— s) ^ = o.
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b. Dans la présente théorie, on représente souvent ^ en terme de
matrice : 1X16 et l'on introduit pour représenter l'opérateur M, des
matrices 16x16 notées ^ telles que

(35. 8) pa ̂  ̂  i ^a ̂  _ ,̂a)
2

avec abus de notation pour ^.
On a ainsi

(35.9) M^j^Va^.
De (35.8) on déduit

^ ̂  ̂  = 1 (T3 ï7 ̂  — ï^ ̂ ï- — yï +Y8 + ̂ ï- ï?)

et par suite :

(35.10) P^Ppï^ = ^(ya^^^__^a^^__^a^^3+ vO^^

——y.8^^a^ ̂ ^a+ ̂ ^8^a_^^^

Par échange de y et a, il vient

(35.11) Pï(3P(3^= ^(yTy?Ya^_^^^a_^^^+^^a^

— Y? y a ̂ yï + y3 ̂ ^a ̂  ̂ . ^a ̂ ,̂ 3 ̂  _ ̂ a ̂ R .̂ ^

Par addition de (35.10) et (35.11), on a
(35.12) (PWT+pï^p^

-iKï^^+rï^)^
— ̂  (y^y?yT + YÏY^^) — 2^8(YT^ — ^Yï)

—2^v(Y^—^)—2^(yP^—^?);.
Or

ya ̂ ? ̂ v _^ ^v ̂ ? ̂ a ̂  ^a ̂ ? ̂  _ ̂  ̂  ̂  __ ̂  g^ ̂

=^^^+^^^——^9^^+^9^^.
Il en résulte

^^^+^'fi^==—^9^r:—^93':^+^9^^.
En reportant dans (35.12), il vient

(^^^+^^^=—g^^^_g^^^

On voit ainsi que les matrices ^ satisfont aux relations classiques
(35.i3) Pa^3(3'+Pvl3^a==—(^3pï+^vi3a).

On pourrait en déduire — mais au prix de lourds calculs — la rela-
tion (32.i 8). Nous n'utiliserons pas ces notations dans la suite, mais
resteront fidèles aux notations intrinsèques en termes d'opérateurs.
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36. Un lemme. — En vue de former le commutateur du champ
considéré, nous nous proposons d'établir le lemme suivant :

LEMME. — Pour le propagateur B (x, x ' ) de l'opérateur Klein-Gordon,
on a la relation

(36. i) M^B(x, x ' ) == — M^B(x\ x) === M.^B(x, x1).

En effet, de (32.11) et de la formule (34.13), on déduit

1 ^ /^+D
^M^B(x, x ' ) == - &&/V(—i) 2

2 ^—
p=o

X { (l + V.) dr G^ (X, X') + (I —— ̂ ) Ô, G^ (X, X') j.

En explicitant la somme figurant au second membre, il vient

^M^B(x, x ' ) == &,&' {— d^ G^ (x, x ' ) — ̂  G (2) fe x ' )
+ ̂  G(3) (x, x1) + ̂  GW (x, x1) j,

soit d'après la relation (6.3) :

(36.2) ^B(x, x1) = S^ [ — (d^ + d,/) G^ (x, x ' )
-}-{d.+d^G^{x,x')}.

En échangeant les variables x et x ' on obtient

(36.3) ^M^B(x', x) == Sz-S^i—(d^+ d.^) G^(x', x)
+(d^+d^)GW(xf,x)}.

De l'antisymétrie des G^ (x, x ' ) par rapport à x et x ' , il résulte ainsi

M^B(x, x ' ) =—M^'B(x\ x),

ce qui établit le lemme.

37. Commutateur du champ de Petiau-Duffin-Kemmer.

a. Proposons-nous de construire, pour le champ étudié, un commu-
tateur [^ (x), ̂  (x')]. Relativement à l'adjonction de Dirac, on doit avoir

R^W] = [̂ ), 'Wl =- ̂ (^ ̂ (^].
Le commutateur cherché est donc un bi-2-spineur-distribution X (x, x ' )

à valeurs scalaires, qui, pour chaque x ' , a son support dans ^ ( x ' ) u ê~ (x'),
vérifie
(37.i) X(x,x')^—X(x',x)

et satisfait en x l'équation (35. i), en x' l'équation (35.6).
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L'étude du champ de Petiau sur l'espace-temps de Minkowski a conduit
TAKAHASHI et UMEZAWA ([16)] à construire un commutateur qui se
généralise de manière naturelle sur un espace-temps courbe selon

(37.2) X(x, x ' ) = k fXz. + ' Mi) B(x, x'\
l \ £ /

où B est le propagateur étudié relatif à l'opérateur de Klein-Gordon,
Le coefficient k sera choisi par la suite.

b. La condition de support est manifestement remplie. Montrons
que (37.2) vérifie la condition d'adjonction (37.i) ; cl commutant
avec M, il vient

X(x, x ' ) === a^a^X(x, x ' ) == ^M.+ ^M^\ a,.a^B(x, x'\

soit d'après (34.10) :

X(x, x ' ) == ^ (x. + ^ MÛ B(x, x ' ) = ^ ("M, + ^ MÛ B(x, x ' ) .

Du lemme du paragraphe 36, il résulte

M^B{x, x ' ) ==—M^B(x\ x)
et

MÎB(X, x ' ) = M^M^B(x, x ' ) = M^M^B(x, x')=—Mi.B(x\ x\

Ainsi

X(x, x1) = — k (M^ + £ M^ \ B^, x)=— X(x\ x),

ce qui établit (37. i).
c. (37.2) vérifie (37. i) :

(M.^— s) X(x, x ' ) -== k. (Mi— s2 M.̂ .) B(x, x').

De (32.i 8) il résulte

(Xr— 0 X(x, x') = À M,(A,— s2) B(x, x') == o.
£ 1

De même (37.2) vérifie l'équation du champ en x\ On a en effet,
d'après le lemme,

X(^.. x ' ) = ̂ M,- + ^ M!.) B(.r, ^)

et par suite :

(M,/— s) X(.r, x ' ) == À Xz- (A,. — s2) B(x, x ' ) = o.
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d. Pour un 2-spineur de type (i, i), on a
T T

ea^ = apàpa == [3a^a(3 ==00^.

Il en résulte

(37.3) [e^ (x\ <^W] == [e^(x), e^(x')\ = [^(x), ̂ (x^.

Transformons (37.2) par conjugaison de charge. Il vient, € et M
commutant,

X(x, x ' ) = e.^X(x, x ' ) ==^(M^+ ^MÛ e^,B(x, x ' )

soit d'après (34. n) :

(37.4) X(x, x') = ̂  (M, + ^ MÛ B(x, x1)

= k (M^ + I MÛ B(x, x1) == X(x, x').

Ainsi la formule

(37.5) [̂  (x), ̂  (x')] = Ie (Xx. + ^ Ml.) B(x, x ' )

donne par conjugaison de charge d'après (37.3) et (37.4) ''-

[e^(x), e^(x')} = ̂ (M.+ -^M^)B(x, x').

Cette formule nous fournit donc un commutateur rigoureusement
compatible avec l'équation de champ (35. i), invariant par conjugaison
de charge et se réduisant dans lé cas de l'espace-temps de Minkowski au
commutateur de Takahashi et Umezawa.

38. Expression des équations de champ en termes tensoriels. —
Au lieu d'être représenté par le spineur ^, le champ étudié peut être
représenté par la forme a telle que

4

^==5'a=5^a^.

p=o

D'après (32. n) l'équation de champ
(38.i) M^=^

peut être alors mise sous la forme
4 4

(38.a) ! ̂ { (i—(—i)/')da(/''+ (i + (—i)^)^)} == î^o^i.
p=« fi=»
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En identifiant dans (88.2) les termes de même degré, il vient
(38.3) a(»)==o,
(38.4) ôa(2)==£a(1 ) ,
(38.5) da^^sac2),
(38.6) ^w==^w,
(38.7) d^==z^.

De (38.4) et (38.5) il résulte

(38.8) W^==22^

qui a la forme (7.i). De (38.6) et (38.7) il résulte de même,

(38.9) dôa^^2^4).

Les équations (38.8) et (38.9) correspondent respectivement à une
particule de spin i et à une particule de spin o.

L'équation (38. i) entraîne
N^==o

qui s'écrit d'après (32. n) :

^ 2 ̂ I + (— ̂ da(/)) + (I — (— o^)ôa(/?) i = o»
/^=0

soit

(38.io) rfa(°)=o, ôa^^o, da(2) == o, ôa<3) == o, rfa(4) == o

qui sont bien des conséquences triviales du système (38.3), . . . , (38.7).

39. Expression du commutateur en termes tensoriels.

a. Nous nous proposons d'expliciter le commutateur (37.5) en termes
tensoriels. A cet effet nous commencerons par expliciter le premier
membre. De

^ (x) == V -s- vFi v?p a^
• v / ^p\ i ' " t Fr--P^

p=o

on déduit

$ (x) == V -̂ ?Pp ^Fi a'^i v 7 ^p!7 • • • 1 ^^Pr-pp-

Par suite :
-'».

iî;(•l;>=2^'3?p''•••î?•î3ap/:).*.,p,
/?=0



CHAMPS SPINORIELS ET PROPAGATEURS. 98

soit, d'après la formule (ll.io) et compte tenu de (32 == e,
4

î^=2c7^^•••^la^.^v
p=o

En modifiant l'ordre des indices, compte tenu de l'antisymétrie, on a
_ ^+D

^(^)==y(—i) 2 YFi...vFpa^* .
T \ / ^^ \ ' D Î * ?!•••?)"

^=0

Ainsi l'adjoint de Dirac de
4

(39.1) ^=5^aW
<7=:0

n'est autre que

(39.2) ^^(-1)^0^

et

(39.3) [̂ (.r), ̂ )] = &S.^(-I)u£p[aW(rr), a^(^)].
y'7 '

b. Pour le second membre,

X(x, x ' ) = ^ ("M. + ^ Ml^ B(a:, ^),

on a d'après (32. n), (32.15) et la formule (34.13) :
__ p(p+V}

8X(^,^)=^S.S^(—][) 2

y0==0

x i (i —(—i)^) d.. G^) + (i + (—1)^) ô, G^}

k ^ p(p+ï}

+^S.S^(-i) 2

^=0

x ( (i + (— i)^) ̂  ̂  G(^) + (i — (— i)^) ̂  ̂  G^) i.

D'après (37.5) on a donc
(39.4) [a^(;c),a^(a/)]=o

pour q ~^- r — i, r, r+ !•
Pour q == r il vient

[ ̂  •) (̂ ), a^)-^')] = ^ f (i + (— i)7) rf, ̂  G(^ + (i — (— i)7 ) ô, ̂  GC-) |,ô & l
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formule qui peut s'écrire

(39.5) [ a(-) (x), ^(x')] = k- j ̂ -̂  G^ + (=JZ ̂  ̂  GO }.

Pour q == (r + i), on a

(39.6) [a(^)(^), a^)] == ^ -LnhiL̂  G^).
4l 2

Pour ^ = (r— i), il vient enfin

(39.7) [a(/-l)(:r), a^(:r')] = ^ i+'t—i)^^,)
4l 2

qui, compte tenu de (6.3), ne diffère pas de la formule (39.6).
Pour r = i, (39.5) donne

[^(x), a^)J = ̂ (^)-^d,d,,G(o)).

En comparant avec (7.4), on est amené à prendre

kz h
n^-r

c'est-à-dire

(39.8) J^—4^.

La relation (39.5) peut s'écrire pour r = o, i, 2, 3, 4 :

(39.9) [a(»)(;c),a(»*(.c')]=o,

(39.10) [aC)(.c), a0*(.c')] =- ̂ Gf"- ̂ ^d,, Gi»'\

(39 .ii) [ ̂ m (a.), a'^(^')] == - h d, d,, GI»,
t. ^

(39.12) [^^(a-), aW(a;')] =— ^('Gl3'— ^d,d,, Gi2'),

(39.13) [ai4) (a;), ai"* (x')} = — A (̂  ̂ . Gi4' = — A G'4'.
i &^ i

Quant à (39.6) elle peut s'écrire

(39.14) [»w(x),^(x')]=o,

(39.15) [^(x), ̂ (x')} =—A^Gi"=—^o\,Gl2 ',
t C- f C.
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(39.16) [^(x), a^^')] == o,

(39.17) [a(4)^), a^')] =:— h.^ G<3) =— h- ̂  G^.

Il est iclair que cies commutateurs sont rigoureusement compatibles avec
les équations du paragraphe 38.

40. Autre représentation du champ.

a. Désignons par À la matrice définie, pour des repères directs, par
^ == y0yly2y3^

Cette matrice anticommute avec toute matrice y^

(40. i) ^•^-Y0^ =o

et est telle que
(40.2) '^=—e.

On vérifie immédiatement qu'on a

p(p-^

(40.3) ^. . .yp^ ̂ ^^y^,p^^_^. . .y^-p

et par suite :
P_P_±^.

(40.4) ïp,. . .ïp/Â == ̂ iL^-^^.p^^^^y^. . .y^-p.

6. A tout tenseur-2-spineur ^ de type (i, i), nous pouvons faire
correspondre le tenseur-spineur de même type

(B^ = À^

ainsi que le tenseur-spineur
CB^ = ̂ ,

d3 et d3 définissent deux automorphismes du module des tenseurs-spineurs
envisagés. Évaluons pour un i-spineur ^ de type (i, i) :

Va tô ̂  == Ô^ (H) —— ^ C^a ̂  ̂  H + - 4a H-{\ ̂

soit

Va^ = ̂  Ô^ — ^ C^a^T^-^ + I C^U^.
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On obtient
(40.5) Va^-tôVa

et de même,
(40.6) Va^=tôVa.

On en déduit

ÔïP^ = À^Va^ =——y^Va^ =——^Va(^) ==——P^

et

tôP^ == -^Va^ == Y^a^ == Ptô^.

Ainsi
(40.7) i^P==—-Pd3, tôP==Ptô.
On a de même,
(40.8) tôP=Pd3, tôP==—ptô.
On en déduit

tôM= ^^(P+p) =:_ ^(P—P) ̂ =_^d3.

On obtient ainsi
(40.9) <^M==—N(Jï, ôïN==—M^.
De même,
(40.10) ~CfîM==N^, oïN=M^.

c. Transformons ^p par adjonction de Dirac. Il vient

aûî^ === (34; ̂  = p4»^ = ̂ a^.
Ainsi
(40.11) aôï = ~^a, aôï = c^a.
En ce qui concerne la conjugaison de charge, on a d'après (12.7) :

C^ == aÀ*^a = Àa^*a == d3e .̂
Ainsi
(40.12) e^ == ûïe, e^ == d3e.

d. Proposons-nous d'établir le lemme suivant :

LEMME. — Si B (x, x ' ) est le propagateur relatif à l'opérateur de Klein-
Gordon, on a
(40. i3) ^^B(x, x ' ) ==—B(x, x'}.

En effet les noyaux élémentaires B^ (x, x ' ) de (A — s2) satisfont

(40. i4) (A.,— s2) B±(x, x ' ) = I(x, x').



CHAMPS SPINORIELS ET PROPAGATEURS. 97

De (40.7) il résulte que d3.z> commute avec A,^ = P ̂ . Par suite le produit
par tô,^^.' du premier membre de (40.14) s'écrit

(A,,— s-2) d3.^B^(rr, 0.

En ce qui concerne le second membre, on a d'après (40.2) :

[d3,d3,.2(:K, x^î'; = ̂  ̂  ÔÏV; à(x, x1)
= W ̂ ' â(x, X') =— ô? ̂ ' â(:C, ̂ ).

On a donc
.̂d3^2(;z;, .r') =—ï(x, x'\

De _
(A,— s2) ̂ .tô,.̂ ,̂ rc') = — î(x, x')

et du théorème d'unicité, on déduit
(40.15) .̂r ̂  B± (x, x ' ) = — ̂ ± (x, x ' ) .

Par différence, on obtient (40.13), ce qui démontre le lemme :
e. Effectuons le produit par 6ï de l'équation de champ (35. i) soit

d3(M—£)^ =o.
Il vient d'après (40.9) :
(40. i6) (N+0^=o.

Représentons le champ envisagé non par ^, mais par (^. On est conduit
à adopter (40.16) pour équation de champ.

Évaluons le commutateur correspondant. D'après (40. n) :
[ûï^(x), a,.d3,4(^)] = [^(x\ tô,4(^)].

Le produit par ^.r^r/ des deux membres de (37. i) donne, d'après (40.9),

[^(x\ ~^W)\ =— ^ (^.z— J; NU ̂ ^B(x, x ' )

soit, d'après le lemme précédent

(40.17) [^(x), tô,4(^)] =,^N,—^N.^B(n1, x').

Nous avons ainsi obtenu la forme du commutateur dans la nouvelle
représentation du champ.

41. Représentation tensorielle correspondante.
a. De (40.3) et (40.4) on déduit aisément la forme de la représen-

tation tensorielle de (^^ et de tô^. De
4

^=^—Y^...y^a^^F....P,,
p=o

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 7
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on déduit
4

^^^^'-^^••^

p=0

4 P ' p - 1 )

-S^^rp)!^...^^.--^^^ . .—
p=o

soit
4 P ( R — \ }

^ =2 ̂ ^T^- • •ï^* °"/").,.....-..
/)=0

Si
4

(40.i) ^=s^(^
^=0

on obtient ainsi
4

(41.2) cr^ = S^(—i)^~(i, a^))
/7==0

et de même,

(41.3) ^ = s^^i)71^^ ̂ )).
/?=0

Ainsi l'introduction de tô ou d3 correspond au signe près à l'introduction
de l'opérateur *.

b. Des formules (41.2) et (41.3) on déduit aisément le lemme du
paragraphe 40. De

4B(a-, x') = S^S.^(—i)~~ G^(x, x'\
p=o

il résulte d'après ces formules

W^B(x, x') == S..S^{—i)~~^^^ G^(x, x'),
p=.Q

soit d'après (6.4) :

— ^ p{p-^
4^^/B(.r,.r/)=—S..S^^(—I) ï G^(x, x').

p=o
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En posant 4 — p == q, il vient

— J-, y(y+1 )
^^B(x, x ' ) == — &S^ (— i) ï .G^ (x, x'\

7=0

ce qui donne la formule (40.13).
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