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CHAMPS SPINORIELS ET PROPAGATEURS
EN RELATIVITE GENERALE ;

PAR

Anpre LICHNEROWICZ
(Paris).

Un des problémes fondamentaux de la physique mathématique contem-
poraine concerne la quantification d’'un champ physique quelconque sur un
espace-temps courbe.

Le formalisme utilisé par la théorie quantique des champs dans le
cadre de la relativité restreinte fait intervenir d’une maniére essentielle
la transformation de Fourier. Sur un espace-temps courbe, il n’existe
rien d’analogue. Il nous a donc fallu développer une théorie équivalente
a la théorie usuelle dans le cas de 'espace-temps plat et qui ne fasse
aucun usage de la transformation de Fourier. Cela a été rendu possible
par l'étude directe des solutions élémentaires de l'opérateur de Klein-
Gordon sur les champs physiques des différents types. Je me suis limité
pour le moment aux champs libres, car ce sont provisoirement les seuls
pour lesquels une étude mathématique rigoureuse peut étre développée.
Une telle étude fait appel aux travaux de LErAY sur les systémes diffé-
rentiels hyperboliques et 4 ceux de Mme CHOQUET-BRUHAT.

Depuis 1958, j'ai systématiquement introduit les propagateurs, diffé-
rence de solutions élémentaires de I'opérateur de Klein-Gordon et montré
comment ces propagateurs permettent la construction de commutateurs
rigoureux pour les champs tensoriels. Dans différentes publications
dont [9], j’ai développé la théorie mathématique des propagateurs tenso-
riels et je I'ai appliquée a la construction des commutateurs du méson
scalaire (spin o), du champ électromagnétique (spin 1) et du champ
gravitationnel varié (spin 2) en relativité générale. Un instrument appa-
remment semblable a été introduit en physique par Bryce pE WiTT et
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appliqué de maniére intéressante a l’étude de problémes variés par
Bryce et Cecile pE WrtT.

Dans une conférence au Colloque international de Varsovie (1962)
encore sous presse, j’ai montré comment 'introduction du propagateur G
et celle d’'un noyau symétrique G, relié & G par une identité intégrale
et solution de I'équation de Klein-Gordon homogeéne, permet la défi-
nition directe des opérateurs de création-annihilation.

¥

Le présent travail est consacré aux principaux champs spinoriels ou
relevant du formalisme spinoriel, dans le cadre de la relativité générale.
Dans un premier chapitre, je rappelle brievement, en les adaptant au
but poursuivi, les éléments de la théorie des propagateurs tensoriels.
Pour plus de détails, on pourra se reporter a LiciNERowIcz [9]. Le second
chapitre est relatif a la théorie des spineurs en relativité générale dans
loptique d’Elie Cartan. Je me suis efforcé d’exposer et de préciser
cette théorie du point de vue de la géométrie différentielle contemporaine
(introduction de I'espace fibré des reperes spinoriels), mais en conservant
des notations qui rendent la théorie accessible sans grand effort aux physi-
ciens théoriciens. Un exposé entierement intrinséque — certainement
plus satisfaisant pour le mmathématicien pur — aurait vite lassé la patience
du physicien.

Les chapitre III et IV portent respectivement sur le champ de Dirac
(spin 1/2, masse ;2 o) et sur le champ de Rarita-Schwinger (spin 3/2,
masse = o). On y trouvera, exposée en termes de propagateurs spino-
riels, la théorie des anticommutateurs qui généralisent rigoureusement
ceux élaborés dans le cadre de la relativité restreinte et en particulier
Panticommutateur dit & Takanasai, UMEzZAWA et VIScoNTI.

Le dernier chapitre est consacré a la théorie de PETiau-DUFrIN-
KEMMER, ¢’est-a-dire a la théorie en formalisme spinoriel du champ de spin
maximum 1, en accord avec la méthode de fusion de Louis pE BROGLIE.
On exploite ici essentiellement la correspondance classique entre les
formes .extérieures et les spineurs d’ordre 2. A l'opérateur de Dirac
correspond ainsi I'opérateur (d + d) sur les formes, dont le carré n’est
autre que le laplacien de Georges pE RHaMm.

Les principaux résultats de ce travail ont été publiés dans les Comples
rendus. Ils ont fait I'objet d’un cours professé au College de France
pendant I'année 1962-1963.

I. — Rappel sur la théorie des propagateurs.

1. Tenseurs-distributions sur une variété. — Le présent travail
s’appuie essentiellement sur la notion de propagateur relatif, sur une
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variété différentiable, & un opérateur hyperbolique. Ces propagateurs
apparaissent comme des généralisations du propagateur scalaire de
Jordan-Pauli qui joue un réle fondamental dans la théorie quantique
des champs usuels. Ce sont ces propagateurs qui permettent, en parti-
culier, la construction de commutateurs et d’anticommutateurs des
champs en relativité générale.

Nous nous proposons, dans ce chapitre, de rappeler bri¢vement la
notion de propagateur telle que je 1'ai développée dans le cas tenso-
riel (). Les principaux résultats que nous dégagerons s’établissent de
maniere tout a fait analogue dans le cas spinoriel.

a. Soit V, une variété différentiable orientée de dimension n, de
classe C*, munie d’'un élément de volume v. Si T est un p-tenseur cova-
riant et U un p-tenseur contravariant, nous appelons (T, U).. le produit
contracté de T et U au point x de V,. En coordonnées locales (x*) («, tout
indice grec = 1, ..., n) nous avons

(1.1) (T, U)o =Ta,. . q,@x) Ut--*(2),

@7} est 'espace des p-tenseurs contravariants de V, de classe C* a
support S (U) compact. Si Ue®?, :

(1.2) (T, U :f] (T, U).n().

b. Un p-tenseur-distribution covariant (resp. contravariant) T est une
fonctionnelle linéaire continue a valeurs scalaires sur les p-tenseurs conira-
variants (resp. covariants) a support compact de classe C*. Si Uex’,
nous désignons par T [U] ou < T, U > la valeur pour U du tenseur-
distribution covariant 7. Un tenseur ordinaire 7T définit un tenseur-
distribution par la formule (1.2) dans laquelle I’élément de volume
intervient.

Si nous considérons seulement des tenseurs antisymétriques covariants
— ou formes — nous obtenons les p-formes-disiributions définies comme
fonctionnelles linéaires continues sur les p-tenseurs antisymétriques
contravariants a support compact. Cette notion différe de la notion de
courant due 4 G. pE Raam. Mais si V,, est munie d’une structure rieman-
nienne et si 7 est I’élément de volume correspondant, les fonctionnelles
respectives se correspondent par l'action de I'opérateur X d’adjonction
sur les formes.

Si T est un scalaire-distribution et V un p-tenseur covariant, TV est
le p-tenseur-distribution covariant défini par

TV[U]=T[(V, U)] (Ued).

(*) LicuNeErowicz [9].
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Avec cette définition, on voit que si T est un p-tenseur-distribution
covariant dans un voisinage ouvert £ de coordonnées, il peut étre écrit

T="Ta. od*Q...Qdx>,

u .. nt des scalaires-distributions de €.
ou les composantes T, .., de T sont des scal distribut de £

c. Supposons V, munie d’'une structure riemannienne dont le tenseur
métrique g admet une signature arbitraire, et soit v I’élément de volume
riemannien correspondant. Nous avons, en coordonnées locales,

1.3) ds* = gy3 dx* dx®.

Soit V I'opérateur de dérivation covariante dans la connexion rieman-
nienne, o 'opérateur de codifférentiation défini surles (p + 1)-tenseurs par

(1.4) 5: Us,..5.,——V,Uls. s

Si T est un p-tenseur ordinaire, U un (p + 1)-tenseur a support
compact, on obtient par intégration par parties,

(1.5) (YT, U>={T,3U>

Nous sommes ainsi conduits a définir par (1.5) le (p -+ 1)-fenseur-
distribution dérivée covariante du p-tenseur-distribution T. Les propriétés
classiques de la dérivation covariante dans une connexion riemannienne
et les formules correspondantes sont valables pour les tenseurs-distri-
butions.

Si T est un tenseur-distribution et U un tenseur ordinaire tels que
I'intersection S (T)n S (U) soit compacte, < T, U > a un sens. Sous la
méme hypothése, la formule (1.5) est valable et il en est encore ainsi
pour la formule

(1.6) (BT, U>=<(T,VU>,

ol T est un (p + 1)-tenseur-distribution et U un p-tenseur ordinaire.

2. Bitenseurs de Dirac.

a. Dans la théorie des opérateurs différentiels tensoriels sur une
variété, les notions de bitenseurs et bitenseurs-distributions relatifs
a V,xV, interviennent nécessairement. Si T. est 'espace vectoriel
tangent en x, un bitenseur en (x, ') est un élément du produit tenso-
riel TV ® T'\7.

A chaque point x de V,, associons le scalaire-distribution 9. défini par

(2.1) {02 (@), f@) Dr=[(2)
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pour tout scalaire fe ®}.. De 9. on déduit un biscalaire-distribution ¢ :
sif(x, x)ed),r,

(2.2) Lo @), [ ) Drymery =0 (@), (@, &) Drrycrn

o (x, ') est le biscalaire de Dirac de V,. Nous abandonnons la nota-
tion 0, et écrivons (2.1) :

(2.3) (oG, &), (@) )= f(@).

b. Dans la suite, nous désignons par 7 (x, ') un bi-1-tenseur arbitraire,
de composantes mixtes 73, (r, ') en repéres quelconques, astreint seule-
ment a ce que 7 (z, x') coincide avec le tenseur représentatif de ’opé-
rateur identité en x, soit

3, (x, x) = o,
ou les 07, désignent les symboles de Kronecker.

Par produit tensoriel de v par lui-méme, nous obtenons des bi-p-ten-

JA . . . . . N
seurs @ 7. Les bitenseurs de Dirac de V, sont les bitenseurs-distributions

Dz, &) = (&), z)

qui dépendent seulement de la structure riemannienne et non du choix
de 7. D) (z, «') peut étre défini par

(DY (x, '), Ux') >= U (x),

ou U est un p-tenseur. Par antisymétrisation, nous déduisons de D'»
une bi-p-forme-distribution D (p=o0,1, ..., n). Si « est une p-forme,

2. /if)'/‘)x,x’,ax’\zax.
@.4) (oD@ ), 2@) ) = 2@
Si %. désigne 'opérateur de dualité en x sur les formes, il résulte

des propriétés de cet opérateur que si 3 est une (n — p)-forme, on a,
si g est négatif,

LI N B (x!
\ (n p)' *.rr’D(p)(x; X )s B(x )
, N
= / —_— 2! I e— @ 3 .
<p ', x'), * (33)/ *..3(2)
En multipliant par %., il vient

<(_n-—;pﬁ %ok D) (2, 2), ﬁ(x/)> =—B().
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De (2.4) il résulte ainsi
(2.5) Di=r(x, ') =— %k DV (, ).

Désignons par d. I'opérateur de différentiation extérieure en z sur les
formes, par d. celui de codifférentiation. Si « est une p-forme et 8 une
(p + 1)-forme, on a, lorsque lintersection des supports de ces deux
formes est compacte,

(B@), dex(x) )= (p + 1) 3.5(2), 2(2) >.
On en déduit

< L 8I/D</'+“(x, z'), a(x) N/ !

p! )= @@ ),

soit

. \
<1% 3D @, @), 2 @) ) = doa (o)

D’autre part, par différentiation en x de (2.4), il vient

< 14D @ @), 2@) ) = dea @),

On en déduit la formule
(2.6) SuDrin=d,D»  (p=o,...,n—1).

c. Par symétrisation de D), nous obtenons un bitenseur-distri-

bution D) qui intervient dans le cas p = o.
Si A est un vecteur, nous appelons @A le tenseur symétrique £ (4) g
transformé infinitésimal (ou dérivée de Lie) du tenseur métrique, soit

(PA)y3= Vs As+ V3 A,

Par un raisonnement analogue au raisonnement précédent, on établit la
formule

2.7) 8D = @, D,

3. Opérateurs différentiels hyperboliques sur les tenseurs. —
Notre théorie des propagateurs est valable pour les systémes hyper-
boliques au sens de LErAY. Nous ne nous intéresserons ici qu’aux opéra-
teurs hyperboliques du second ordre sur les tenseurs ou, plus tard, sur
les spineurs.

a. Considérons sur la variété riemannienne V,, 'opérateur A sur les
p-tenseurs défini par

(AT)%...«,,':—VPVpTa,...a,

P
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Si C est un champ d’opérateurs linéaires sur les p-tenseurs, B un champ
d’applications linéaires B. des (p -+ 1)-tenseurs dans les p-tenseurs
(B.. est défini dans un domaine de coordonnées locales par un ensemble
de n opérateurs B sur les p-tenseurs), nous considérons l’opérateur
différentiel

@3.1) NT =AT + BV, T + CT.

L’opérateur adjoint est alors défini & I'aide des opérateurs adjoints
de C. et B? :

3.2) N*U=AU—V,(B*U) + C*U.

Pour que N soit autoadjoint, il faut et il suffit que
B*=—B¢, C¥*=C—V,Br.

Si T est un p-tenseur-distribution et U un p-tenseur tels que S (T)n S (U)
soit compact, on a

(3.3) (NT, U>=(T, N*U >.

b. Jai introduit sur les tenseurs un laplacien qui différe de A et se
préte mieux aux applications géométriques et physiques. Dans le cas
particulier des tenseurs antisymétriques, pE Ruam utilise le laplacien
défini par

AT = (do + 3d) T,

A commute dans ce cas avec d et 0 puisqu’ici d* = 9* = o. Ce laplacien
peut s’écrire explicitement

@G- @Dz, = (BT a4 X R Ta, b,
-

—YR Ty,..0"
A0y %70 L Ay ae e Xy

/=¥

J’appelle laplacien d’un tenseur arbitraire T le tenseur A T défini par la
formule (3.4). L’opérateur A jouit des propriétés suivantes : il est auto-
adjoint, commute avec la contraction, commute avec les opérateurs de
transposition sur les indices et par suite préserve les symétries ou anti-
symétries possibles de T. Si T est a dérivée covariante nulle,

AMTQRU)=TQAU.

Si le tenseur de Ricci de V, est a dérivée covariante nulle, on a pour
tout 2-tenseur T et vecteur A :

3.5) 0AT = AdT, VAA =AV A,

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 1. 2
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4. Noyaux élémentaires et propagateurs. — Nos opérateurs diffé-
rentiels N sur les p-tenseurs peuvent étre écrits

NT = AT + B*V,T + CT.

La métrique de V, est supposée de fype hyperbolique normal et dans la
suite, nos considérations sont purement locales (*). Soit un voisinage
homéomorphe a une boule ouverte tel que le conoide caractéristique T,
de sommet 2'€ {2, engendré par les géodésiques isotropes issues de a’,
soit régulier dans £ et définisse trois régions : le futur &+ (z'), le
passé &~ (2') et lailleurs. Si K est un ensemble de £, le futur 6+ (K) est
I’ensemble des chemins temporels issus des points ' de K dans le futur
de 2’; le passé de K est I’ensemble & (K) des chemins temporels abou-
tissant aux points =’ de K dans le passé de z'.

Un ensemble K est dit compact vers le passé (resp. le futur) si I'inter-
section de K avec &~ (x) [resp. &* (x)] est compacte ou vide pour
tout x€Q; & (K) et tout sous-ensemble fermé de &+ (K) sont alors
aussi compacts vers le passé. D’un lemme de Leray, il résulte que si K
est compact vers le passé et K' compact, Uintersection &+ (K)\ &~ (K') est
compacte.

a. En ce qui concerne les solutions élémentaires ou noyaux élémen-
taires de N nous avons le résultat suivant : il existe deux noyaux élémen-
taires E7= (x,2') de N dans LQX&, c'est-a-dire deux bi-p-tenseurs-
distributions satisfaisant

4.1) NXEV=(z, 2"y = D" (z, ')
el qui, pour chaque z', ont leurs supports respectivement dans &+ (x')
el &~ (x'). Ces noyaux se trouvent ainsi définis d’une maniere unique.
L’unicité des noyaux élémentaires est un cas particulier d’un -théoréme
général d’unicité.

THEOREME D’ UNICITE. — Tout tenseur-distribution T, satisfaisant NT=o
el a support compact vers le passé ou vers le futur, est nécessairement nul.

Désignons par Ev= (x, 2') les noyaux élémentaires de 'opérateur N*,
Par le jeu du théoréme d’unicité, on établit aisément (*) que

.2) Ev=@, x) = EV=(x, ).
En particulier, les E”= satisfont aussi la relation

4.3) N..EP=(z, 2') = D (z, x').

(*) Les considérations qui suivent sont valables sur la variété V, si celle-ci est
« globalement hyperbolique » au sens de LERAY.
(®) Voir par exemple LicuNErRowIcz [9], p. 18-19.
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b. Considérons le bitenseur-distribution E») défini dans € x 2 par
E¥ (x, x') = EP)—(z, ') — EP*(x, x').
Pour chaque z’'€ 2, E») a son support dans &+ (z')U &~ (2') et satisfait
“.4) NIEP (z, 2') = o,
E'r) est par définition le propagateur associé a lUopérateur N. A 1opé-
rateur adjoint N* correspond le propagateur E) tel que

En (), x) = En (@, ) — EV* (@, 2) = EV'*+ (z, ') — E¥—(x, o).

- On a ainsi

4.5) En @, 1) =— E¥(z, x')
et le propagateur E) satisfait aussi la relation
4.6) N EP)(z, ') = o.
¢. Supposons Uopérateur N auloadjoint. On a alors, d’apres (4.2) :
“.7) Er=(z', x) = EV*(x, x')

et il résulte de (4.5) :
(4.8) EP(x', ) =— EP)(z, x').

Ainsi pour tout opérateur autoadjoint N, le propagateur E\7) est un noyau
antisymétrique par rapport au couple (x, x') et vérifie I'équalion homogeéne

@.9) NLE7(z, x') = o.

d. Pour lespace-temps de Minkowski et l'opérateur N = A + p
(» = Cte) correspondant, on déduit aisément du théoréme d’unicité que,
dans le cas scalaire, notre propagateur coincide avec le propagateur D
de Jordan-Pauli défini directement dans ce cas au moyen d’une trans-
formée de Fourier. Si f(x, ') est le bi-i-tenseur définissant dans cet
espace-temps le parallélisme absolu entre vecteurs, les propagateurs

»
tensoriels sont les produits de D par les bitenseurs ) {. De tels résultats
ne s’étendent pas aux espaces-temps courbes.

e. Le propagateur E'” intervient dans le théoréme suivant di a
Mme CHOQUET-BRUHAT (*).

TutorEME. — Toutl fenseur-distribution T dans Q satisfaisant NT = o
peut étre obtenu par composition de Volterra du propagateur E'P relatif

() Y. BruHaT [2].
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a N et d’un tenseur-distribution U a support compact dans le passé et le
futur.

Nous écrirons

(4. 10) T@) = / En, 2') U@) n(),

(4. 10) signifie que pour tout We @), on a
<T’ W>=<U’ V>»
ot V (x) est donné par

V(z) = { EV)(x, 2'), W (') >.

5. Le probléme de Cauchy.

a. Considérons I'opérateur N défini sur les p-tenseurs par
NT =AT + BeV, T + CT.

Si T et U sont deux p-tenseurs, introduisons les deux vecteurs V (T, U)
et W (T, U) définis par

ve(T, U) == (N¢T, U), we(T, U)=(B¢T, U).

Un calcul local aisé (*) donne
b.1) (NT,U)—(T, N*U)=0{ VT, U)— VU, T)—W(T, U) ..

b. Considérons le bitenseur-distribution 1-tenseur en z, p-tenseur en z',
défini par
B.2) A+ (T) = V(T (x), E”*(z, x'))

— V(EW+(z, z'), T (x)) — W(T (x), EV~(x, x')),
ou E»+ est un noyau élémentaire de N. De (5.1), il résulte
— 0, A+(T) = (T (x), NLE»+(x, ¢')) — (N. T (), E/'+(x, x)).

Si T est un fenseur solution dans € de I'équalion homogéne NT = o,
on a donc
b.3) — 3. A+(T) = (T (x), D" (x, x')).

Désignons par A~ (T) le bitenseur-distribution qui se déduit de A+ (T)
par la substitution de EV'— (z, ') & EV* (z, 2'); B (T) sera le bitenseur-

(®) LicuNerowicz [9], p. 23-25.
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distribution construit de maniére analogue a partir du propagateur E :
(5.4) B(T) = V(T (x), E"(z, )

— V(EV (z, 2'), T (x)) — W(T (), EV(z, ').

Sic est une hypersurface orientée dans I’espace, les flux de A+ (T), A— (T)
et B (T) a travers o se définissent aisément (*) et ’on peut déduire de la
formule (5.3) que si T est une solution dans £ de NT = o, on a pour 2’ :

6.5) T (x') =— flux, B(T),

formule qui résoud le probléeme de Cauchy relatif a o.

Dans le cas o1, par exemple, il n’y a pas de dérivées du premier ordre
dans N, on peut écrire explicitement

T _,;,‘/,(x’) =—[ [ EPa 2, __.;.;,(x, z) V{, Tac,,,,aal,(l')
G
—T** @)V EL o000, ') | dot,
ol do est I’élément d’aire de I’hypersurface o, nf le vecteur unitaire
normal et ou do? = nf do.

by

6. Propagateurs associés a l'opérateur (A + ).

a. L’opérateur (A + p) (+ = Cte) agit sur les p-tenseurs antisymé-
triques. Par antisymétrisation tensorielle des noyaux E!”=, nous obte-
nons deux noyaux bi-p-formes distributions G'”'* satisfaisant

(6.1) A+ p) GP==D" (@, 2y (p=o,1,...,0)

avec les mémes propriétés que les E)* pour les supports. La diffé-
rence G = G~ — G\»'+ est le propagateur antisymétrique associé a
lopérateur (A + p); G'7) satisfait

6.2) A+ p) G =0 (p=o0,1,...,0n)

et est évidemment antisymétrique par rapport au couple (z, ').
Les opérateurs A, et d. commutant, on a

A+ p)d. GP==d,Dr (p=o,1,...,n—1).
Les opérateurs A,. et d,» commutant, nous avons pour 'ordre (p + 1) :
(An + p) 8ur Gr+11E = 3, D),
De (2.6) il résulte
A +p) (O Gr*=—d, GV=) = o

(®) LicaNErowICZ [9], p. 23-25.
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et en vertu du théoréme d’unicité :
O GP+1E = (. GI=,
Par différence, nous obtenons, pour les propagateurs antisymétriques, les
relations importantes
6.3) 0 GV = d,, G (p=o,1,...,n—1).

Par un raisonnement analogue, on déduit de (2.5) :
(6.4) G =-— ke katG"  (p=o,1, ..., 0.
b. (A 4 p) agit aussi sur les tenseurs symétriques d’ordre 2. On a
AT)as=—V?V,Tos+ Ry, T? + Ry, ToP— 2 Ry, 35 TP

Par symétrisation tensorielle du propagateur ordinaire associé a (A — ),
on obtient un propagateur symétrique K, bi-2-tenseur symétrique. Un rai-
sonnement semblable au raisonnement précédent montre que, par
contraction en z,

6.5) Tr.K(z, ') = 2¢(x') G (z, x'),
ou G est le propagateur scalaire, soit, sous forme explicite,
G Kas,0w (@, &) = 200w (@) GO (z, z').

Si le tenseur de Ricci est a dérivée covariante nulle, on déduit de (2.7)
par un raisonnement identique,

(6.6) 0w K(x, ') = 0@, G (z, '),

ol GV est le propagateur d’ordre 1.

Les relations (6.3), (6.4), (6.5), (6.6) et d’autres relations analogues
que nous obtiendrons dans le cas spinoriel, jouent un rdle essentiel dans
la construction de commutateurs et d’anticommutateurs, en relativité
générale.

7. Commutateur pour le champ électromagnétique libre. —
A titre d’exemple, nous allons rappeler la construction du commutateur
relatif au champ électromagnétique libre en relativité générale (7).

a. Dans 'espace-temps V,, muni d’une métrique donnée, considérons
un champ électromagnétique libre F correspondant a4 un potentiel-
vecteur « avec F = da. Dans le cas d’'un photon de masse non nulle,
nous avons pour a I'équation

(7.1) dda = *x (z* = Cte),

(") LiceaNeErowicz [9] et [10].
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¢* étant différent de zéro, (7.1) entraine dx = o et (7.1) est équivalent
au systéme

(7.2) A—)a=o0
et
(7.3) da=o0

puisque A = dd 4 dd. Supposons que « soit une forme linéaire a valeurs
dans un espace d’opérateurs d’un espace de Hilbert. Nous cherchons a
construire un commutateur [« (x), « (z')] (x, '€ V,), c’est-a-dire une
bi-1-forme distribution X a valeurs scalaires qui, pour chaque x’,
a son support dans &+ (x)U&— (2'), est antisymétrique par rapport au
couple (x, x') et satisfait par rapport a x le systéme (7.2), (7.3).

En relativité restreinte, on a classiquement, avec nos notations,

R
i

[2(@), «(@)] =— % D, ¥)—Ld.d.D!

s’

ou ¢ est le bi-i-tenseur définissant le parallélisme absolu et D le propa-
gateur scalaire de Jordan-Pauli associé¢ & A — =2,

Nous sommes ainsi conduits, en relativité générale, & considérer la
bi-1-forme-distribution

X = GV— S d.d. G,

ou G et G sont les propagateurs d’ordre 1 et o associés & A — 2,
La condition de support et celle d’antisymétrie en z, x’ sont satisfaites.
De plus (A, — ) X =o et

8. X =8, GV — L d A, G =3, G —d, GV = o.
Ainsi ~
@.4) [2(2), 4 @)] =—1 | 6 (&, ¥)— Sdud G|
nous fournit un commutateur compatible avec (7.2), (7.3) et qui se réduit

en relativité restreinte au commutateur classique. Comme d*> = o,
(7.4) conduit, pour le champ électromagnétique F, au commutateur

(7.5) [F(z), F')] =— -{1 dud. GV (x, ).

b. En l'absence de termes de masse (:* = o), I’équation (7.1) est
invariante par transformation de jauge. Une telle transformation permet
d’astreindre o & la condition de Lorentz dx = o. Nous considérons alors
classiquement comme équation pour le potentiel

(7.6) Ao =o0
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qui entraine
7.7) Ada =o

et nous adoptons comme commutateur pour le potentiel,

7.9 [@), 2@)] =— * 6 (@, ),
ou G'U est associé a A. Il vient
[6.2(2), 3. a(@)] = o.

Le commutateur (7.8) est compatible avec (7.6), mais non avec la
condition de Lorentz. Il nous suffit alors d’astreindre les états @ a la
condition supplémentaire o« | ® > = o qui d’aprés (7.7) ne porte que
sur les données initiales d’un probléme de Cauchy ou, en présence d’une
définition du vide, a une condition jouissant de la méme propriété, mais
encore affaiblie.

(7.8) entraine pour F le commutateur (7.5) et le commutateur est
compalible avec les équations de Maxwell usuelles :

dF = o, oF =o.

En effet, d’aprés les relations différentielles (6.3), nous avons
dode GV = doiy GP = Ay GO— B,dy GO = — d,d, G2

De d* = d? = o, on déduit que le commutateur est bien compatible avec
les équations de Maxwell.

Une théorie strictement parallele a pu étre développée (*) sur un
espace-temps d’Einstein pour le champ gravitationnel varié (spin 2).
Nous voyons dans ce cas apparaitre le propagateur symétrique K,
Popérateur différentiel (@ et les relations correspondantes (6.4) et (6.6).
Nous rencontrerons de nouveau les propagateurs tensoriels précédents
en liaison avec les propagateurs spinoriels qui apparaissent dans la
théorie de PeTiaAu-DUrFIN-KEMMER relative au champ de spin
maximum 1.

II. — Spineurs en relativité générale.

8. Rappel sur le groupe Spin (4) ().

a. Considérons un espace-temps de Minkowski rapporté a un repére
orthonormeé et désignons par 7,3 (7153 = 0 Pour 3£ 3, Ny = 1, Ny = — I
pour A = 1, 2, 3) les composantes du tenseur métrique.

(%) LicaNnerowicz [9] et [10].
(°) Licanerowicz [11] et [12].
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Introduisons I'algébre de Clifford I'C défini sur le corps C des complexes
par les quatre matrices 4 x4 de Dirac a éléments complexes v, = (Y4%)
et I'unité e. Les indices grecs ou indices « tensoriels » prennent les
valeurs o, 1, 2, 3, les indices latins qui seront dits indices « spinoriels »,
les valeurs 1, 2, 3, 4. Nous utilisons systématiquement la convention de
sommation d’Einstein pour les indices des deux types.

Dire que les v, définissent une algébre de Clifford sur le corps C, c’est
dire qu’on a I'identité

@8.1) (V¥ =—(V* Vi) e
quels que soient les V*€ C; (8.1) peut s’écrire plus explicitement

é V2 yB (Tac”,/(ﬂ -+ 78 A’/OC) = (Vz 4 T“‘S) €

et se traduire par les conditions fondamentales
8.2) YaYs+ V3Ya =—2"Ma3e.

Il est clair que les matrices v, et ys anticommutent pour « 3 et
que YoYa =— Tizz €. Introduisons les matrices-produits

(8 . 3) T“YB’ Vo Ri’;’i‘\i’Y, Yo Yﬁ YT Yas

ol les indices «, 3, v, d, sont supposés tous distincts; il y a donc anti-
symétrie par rapport a ces indices. On vérifie aisément qu’il résulte
de (8.2) que les traces des matrices v, et des matrices-produits (8.3)
précédentes sont toutes nulles. On en déduit que les 16 matrices 4 X4
obtenues en adjoignant a e et aux v, les six matrices v.vg (x < f), les
quatre matrices y,y3Yy (* < {3 <) et la matrice v,viv.Y; sont linéai-
rement indépendantes sur les complexes.

Considérons l’espace vectoriel sur les complexes ayant pour base
I’ensemble ordonné de ces 16 matrices. De (8.2), il résulte que tout
produit de matrices v peut s’exprimer par une combinaison linéaire des
matrices de base. Nous obtenons ainsi sur I’espace vectoriel précédent
une structure d’algébre associative qui n’est autre que I'algébre de
Clifford T¢ engendrée par les v,. On notera que I'“ coincide nécessai-
rement avec ’algebre des matrices 4 X4 a éléments complexes.

Un élément A de I'C est dit régulier s’il est inversible. Les ¢éléments
réguliers de T'¢ définissent un groupe multiplicatif I'*¢. Si MeI*¢,
Papplication N — MNM~', ou N el est un automorphisme 7 (M) de
I’algébre I'C. On rappelle les résultats suivants :

1° Toule matrice 4, X 4 qui commule avec les v est de la forme ae o1 a€ C.
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20 Si{ ¥y | est un autre systéme de matrices vérifiant (8. 2), il existe M € T*¢
tel que

Ta=1(M)7a
M est alors défini a un facteur complexe prés.

3% On a
dét (7o) =1.

Nous supposons choisi un systéme de matrices 7. Le lemme suivant sera
utile & différentes reprises dans la suite.

LeMME. — Posons y* = yg v**. Pour ). = p. on a la formule suivante :
(8.4) S Yaney*=o.
En effet, il résulte de (8.2) :

- A — ~ N o AU— N N ’ , s
YaViVuy*=— (278 + ViVa) Vu¥* = —27uYr + V0. (2au 4 Yu72) v5

Ta ey = 2nYpt 2 e — 4N Te =0,
ce qui démontre la formule (8.4%).

b. Considérons maintenant 1’espace vecloriel sur les réels ayant pour
base 'ensemble des 16 matrices envisagées. D’aprés (8.2), tout produit
de matrices ¥ peut s’exprimer par une combinaison linéaire a coefficients
réels des matrices de base. Nous obtenons ainsi sur cet espace une struc-
ture d’algébre associative I'. Tout élément de I' qui commute avec les v,
est de la forme ae ot a€ R. Le centre de I' est Re.

Les éléments réguliers de I' définissent un groupe multiplicatif I'*;
T, en tant qu’espace vectoriel réel, admet une structure de variété analy-
tique réelle pour laquelle les opérations de I' sont analytiques. De plus,
si AeTl*, A—' dépend analytiquement de A. Ainsi se trouve définie
naturellement sur I'* une structure de groupe de Lie.

Si AeT*, la restriction 0 (A) de v () a I'* est un automorphisme de
l'algeébre I'. L’application A — 0 (A) est une représentation de I'* dont
le noyau est l'intersection de I'* avec le centre de T

Si NeT¢ il est clair que son déterminant est invariant par < (M)
ou M eI'*C. Introduisons alors le sous-espace vectoriel 1L sur les réels qui
admet pour base les v, el envisageons U'ensemble G des éléments \ de I'*
satisfaisant aux deux conditions suivanies :

10 6 (A) laisse ON invariant;
20 dét () = 1.
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Cet ensemble est manifestement un sous-groupe fermé de I'* que nous
allons étudier.

Si A est un élément de G, on a 0 (A)Itcon. En rapportant 0 (A) va
a cette base elle-méme de 1, on a (*’)

@8.5) 0(A) Yo = AX 1o,
ol A = (AL) est une matrice 4 x4 a éléments réels. Soit
M = Vv, V*eR

un élément de . On a, d’aprés (8.1) :

M2 = (Voyy)2 = V*VBy,yg =— (V> VBuyp) e
et par suite :
(8.6) B M2 =AM A"t =—(V*Viuug)e.
D’autre part, d’aprés la définition de 0 (\) :

0(A) M2 = V= VB0 (A) (ya78) = V= VE((3) 72) (0()) 73)
soit, d’aprés (8.5) :
OA) M2 = V2 VBAY AR oy = é VaVBAY AY (1w + Y i)

De (8.2) il résulte
@8.7) 0(\) M2 =— (V2 VBAY A miry) e,
De la comparaison de (8.6) et (8.7), on déduit
(8.8) ALY AY ey = ag,

(8.8) exprime que la matrice A appartient au groupe de Lorentz homo-
géne complet L (4). Si A€ G la restriction de 6 (A) & Ot est un endo-

morphisme de oM que nous noterons 6 (1). Ainsi
8.9 H(G)c L)

Il est aisé de voir que P’application  : \ € G —~ A € L (4) est un homo-
morphisme de G dans L (4). En effet, si A, \'e G, on a

B(A) va=Avy \'= ALy, [A = (AY)e L (4)]

(1) L’ensemble ordonné des matrices v, n’est autre, au nom de l’indice prés, que
I’ensemble ordonné choisi des matrices v,; de méme I’ensemble des 7., (voir plus bas)
coincide avec I’ensemble des ..
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et
O(\)rw=A\'vu\N"'=Bjys [B=B)eL®)]

I1 en résulte
BV ) va= Ay A A= BY AL vg

et & \’A correspond BA.

c. Le groupe de Lorentz complet L (4) comprend quatre composantes
dont la composante de l'identité sera notée L, (4) et dite le groupe de
Lorentz connexe. La symétrie dans I'espace relativement au repére ortho-
normé envisagé fournit un élément d’une seconde composante qui définit
avec L, (4) un groupe noté L. (4) et dit le groupe de Lorentz orthochrone.
De méme la symétrie dans le temps définit une troisiéme composante
qui constitue avec L, (4) un groupe noté L, (4) et dit le groupe de Loreniz
orthospatial. Enfin la symétrie dans I’espace-temps fournit un élément de
la quatriéme composante -qui définit avec L, (4) un groupe noté L. (4)
et dit le groupe de Lorentz unimodulaire.

Au groupe G nous donnons le nom de groupe spinoriel et nous le nofons
Spin (4) (*'). Sa composante connexe de I'identité sera notée Spin, (4).
Par la considération des algébres de Lie (voir § 9), on établit que

dim 0 | Spin (4) | = dim L (4).
I1 en résulte, d’apreés (8.9) :
8.10) 0(Spin 4) = Lo (4).

La symétrie dans I'espace se trouve aussi atteinte comme image par 0
d’'un élément de Spin (4). En effet la matrice v, de déterminant 1 est
telle que

]’o]’a‘ﬁl =-—(27n9x€ + TozYo) T;I = 27oa (o= Y,
soit
8.11) YoYaye' = (Se)¥ Y,

ou S.€L (4) est la matrice représentant la symétrie dans I’espace. On en
déduit que O (Spin (4)) contient le groupe L. (4).

La syméirie dans le femps se trouve aussi atteinte. En effet la
matrice y,v,v: vérifie

N )l
Crivays) Ya(ia )yt =—2 2{ Naa 4
A

Ya (A =1I, 2, 3)1

(') C’est en général a la composante de I’identité que les mathématiciens donnent
le nom de groupe spinoriel.
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ce qu'on déduit immédiatement de (8.2). On peut encore écrire
@.12) ) Ya ey~ = (S04 v

ou S €L, (4) est la matrice représentant la symétrie dans le temps.
Par produit, on obtient aussi la symétrie d’espace-temps. Nous avons
ainsi montré que

(8.13) 0(Spin (4)) = L (4).

La restriction p de 8 4 Spin (4) définit ainsi un homomorphisme de Spin (4)
sur L (4) dont illest aisé d’obtenir le noyau : celui-ci est & I'intersection
de G et du centre Re de I'. Pour qu’'une matrice ae (a€ R) appartienne
a G, il faut et il suffit d’aprés la condition de déterminant que a == 1.
Le noyau est donc constitué par les deux éléments e et L (4) est
isomorphe au groupe quotient de Spin (4) par ce noyau. Nous pouvons
préciser que ce noyau appartient a Spin (4). On a en effet :

LeEMME. — La matrice
exp (f{y1v:) = ecost 4 viY.sint (teR)
appartient a Spin, (4).

Si A (f) = exp (fy172), il résulte de la nullité de la trace de v,v. que
dét A (f) = 1. De la relation

dA
A(—1) d_‘t = V1,
on déduit qu'on a aussi
exp(fyiy:) = ecost 4 vivasint
et I'on vérifie aisément sur cette seconde expression de \ (f) :

AOviA(@)= ~vicosaf+ vysin 2,
A v AN ' =—nrsin2f + yicos 2

tandis que
ADva AN =74 pour o1, 2.

0 (A (?)) laisse donc IN invariant et correspond d’ailleurs a une rotation
spatiale relative au plan 1, 2, ce qui démontre le lemme.

Pour { = =, on obtient 'élément — e qui est donc dans Spin, (4).
Nous voyons que Spin, (4) est pour la restriction de p, un revétement
d’ordre 2 de L, (4), un résultat symétrique valant pour Spin (4) et L (4).
Nous pouvons résumer 1'étude précédente par 1'énoncé :

THEOREME. — Le groupe Spin (4) [resp. Spin, (4)] est un revéfement
d’ordre 2 du groupe de Lorentz L (4) [resp. L, (4)]- La projection cano-
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nigue p de Spin (4) sur L (4) est telle que si A = (AY) = pA[AeL (4),
A eSpin (4)], on a
8.14) Ave A = AN v,

p~' A se compose des deux matrices == A\ de déterminant 1 satis-
faisant (8.14).

De I'étude du groupe de Poincaré de L, (4), il résulte que Spin, (4)
est simplement connexe et est, pour la restriction de p, le groupe revé-
tement universel de L, (4). Nous notons Spin. (4), Spin, (4) et Spin. (4)
les trois sous-groupes de Spin (4) se projetant respectivement sur L. (4),

L (4), Lu (4).
9. Isomorphisme entre les algébres de Lie de L (4) et Spin.(4)

a. En vertu du théoréme précédent, la projection p induit un iso-
morphisme entre l’algébre de Lie — notée Spin (4) — du groupe
Spin (4) et 1'algébre de Lie — notée & (4) — du groupe de Lorentz.

Soit A (f) (0 £t 1) un chemin différentiable de Spin, (4). Par la
projection p, il lui correspond un chemin A (f) de L, (4) avec

9.1) ADEAO =AY O A = (AFQ).
De A—'A = e on déduit par dérivation,

gﬁ dA!
dt dt

A =o.

9.2) A

En dérivant (9.1) par rapport au parametre {, on obtient

d\— dAY
o AL ~ = ",
a A= ai "

ax

©.3) o

Multiplions les deux membres de (9.3) a gauche par \—' et a droite
par A. Il vient, en tenant compte de (9.2) :
dA d\ dAY

AL Ya— Yo A~} —

—las, A,
dt dt AT

Or, d’apreés (8.14) :
Atpaa =Aly, A =(4D).

Nous obtenons ainsi

—1 d\ ar . —1_‘1‘_& . ~1ié\:3 ~0
Ft_‘“_‘“"\ —<A di x.’P’

A di

A %J% est un élément 2 de V'algébre Spin (4) auquel correspond par p
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un élément p = A-! %— de T'algebre £ (4). Ainsi, & tout élément 2

de Spin (4) correspond par p I'élément p. de £ (4) tel que si p*3 est le
tenseur antisymétrique contravariant correspondant, on ait
9.4) e

Inversement, supposons donné un élément 1+ de lalgébre £ (4)Tet
cherchons 1'élément 7€ Spin (4) qui lui correspond. Multiplions (9.4)
a droite par v,; il vient

720 = phayg,

9.5) Ah + kg =—pByavs.
Posons

- I o
9.6) C = ¥,

De la formule (8.4), il résulte que, pour ce #,

TPy =— 2#1379‘(&73\'9 = 0.
Par suite (9.6) fournit une solution de I’équation (9.5) ou de I'équa-
tion (9.4). La solution générale de (9.4) s’obtient en ajoutant, a cette
solution particuliére de I'’équation avec second membre, une solution
arbitraire de 1’équation homogéne #v* — v*2 = o. Ainsi toute solution
de (9.4) peut s’écrire

- I
A=— Zplﬁng + ae.

Pour que \ = exp 7€ Spin, (4) satisfasse & la condition dét (\) = 1,
il faut et il suffit d’aprés un théoréme classique, que la trace de 4 soit
nulle, c’est-a-dire que a = o. Ainsi (*?) :

THEOREME. — L’isomorphisme p’ induit par p enire U'algébre de Lie
du groupe de Lorentz et celle du groupe spinoriel peut étre défini de la maniére
suivante : a tout élément p. de L (4) décrit par un tenseur antisymétrique
coniravariant 13 correspond I'élément } = p'—' donné par

©-7) A= ey
de U'algébre de Lie de Spin (4).

10. Espace fibré des repéres spinoriels et spineurs ().

a. Soit V, la variété orientable espace-temps de la relativité générale.
Cette variété est supposée munie d’un tenseur métrique g de type hyper-

(**) 11 est clair que le méme raisonnement présenté un peu différemment permet
de montrer que dim 0 (Spin, (4) = dim L, (4).
(*®) Voir LicaNeERowIcz [11] et [12].
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bolique normal et nous la rapportons exclusivement aux repéres ortho-
normés éléments d’'un fibré principal & (V,) admettant pour groupe
structural le groupe de Lorentz L (4). Relativement a de tels repeéres,
la métrique V, s’écrit localement

ds® = g,30%08,

ot les 0> sont quatre formes de Pfaff locales définissant en chaque point z
d’'un ouvert 2 de V, un corepére dual d’un repére orthonormé. Ainsi
J28 = Ta8.

Une orienfation : de V, est un pseudoscalaire de carré 1. Elle peut étre
définie relativement aux repéres y€ & (V,) par une composante z, === 1
-telle que si y’ = yA[A €L (4)], on ait

(10.1) &y = ¢, dét(A).

Une orientation : étant choisie, les repéres y tels que z, = 1 seront dits
directs et les autres inverses. Les reperes orthonormés directs sont les
éléments d'un fibré principal &, (V,) admettant pour groupe structural
le groupe de Lorentz unimodulaire L. (4).

Si Ae€L (4), nous appelons signature temporelle p, de A un nombre
égal & 4 1 ou — 1 selon que A appartient au groupe orthochrone ou a
son complémentaire dans L (4). Si \ € Spin (4) sa signature temporelle p\
est la signature temporelle de A = p\. Une orientation temporelle p est
définie sur V, relativement aux repéres ye& (V,) par une compo-
sante p, == 1 telle que si y' = yA[A €L (4)], on ait

(10.2) Par = Py Pt
Si p et p’ sont deux orientations temporelles de V,, 55" est un scalaire
de V, de carré 1; par suite on a sur V, soit ps’ = 1, soit pp’ =—1.

Ainsi V, admet au plus deux orientations temporelles. Nous supposons
qu’il en admet une; une orientation temporelle o étant choisie, les repéres y
tels que p, = 1 sont dits orthochrones (orientés vers le futur), ceux pour
lesquels p,=— 1 antichrones (orientés vers le passé). Les repéres
orthochrones sont les éléments d’un fibré principal &.(V,) admettant
pour groupe structural le groupe orthochrone L. (4). Les repéres ortho-
chrones directs sont les éléments d’un fibré principal &, (V,) de groupes
structural L, (4).

b. Nous avons vu que Spin (4) est un revétement d’ordre 2 de L (4).
Nous supposons dans la suite la variété V, telle que de & (V) on puisse
déduire par extension un fibré principal $ (V,) de groupe structural
Spin (4). C’est une condition portant sur I’homologie de la variété ('*).

(**) A ce sujet, voir HAEFLIGER [5].
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De &, (Vi), &.(V4), &.(V.) se déduisent par extension des sous-fibrés
notés $, (V.), S. (Vi), 8. (V.) de groupes structuraux respectifs Spin, (4),
Spin. (4), Spin. (4). Lorsqu’il en est ainsi un point z de s (V,) est dit
un repére spinoriel et S (V,) l'espace fibré des repéres spinoriels. Nous
désignons par m la projection canonique sur V, de $ (V,). A tout repére
spinoriel z€ $ (V,) correspond canoniquement un point y = pz de & (V.),
c’est-a-dire un repere orthonormé de V,. Un tenseur de V, est dit rapporté
a un repére spinoriel z s’il est rapporté au repére orthonormé y = pz
correspondant a z.

Un 1-spineur contravariant ¢ de la variété V, est une application
différentiable z — { (z) de § (V.) dans un espace vectoriel M de matrices
a une ligne 1 X 4 4 éléments complexes, sur lequel opére le groupe Spin (4),
application telle qu’on ait

(10.3) Y(Az") =Ad(z)  [\eSpin (4)]

Si ¢ (2) est la matrice (%), nous dirons que les }“ sont les composantes
du 1-spineur ¢ par rapport au repére spinoriel z attaché au point x = nz
de V..

Désignons par ¢” les composantes de ¢ par rapport au repére spino-
riel zA~! attaché au méme point x et par A% les éléments de A. La rela-
tion (10.3) peut s’écrire sous forme explicite,

(10.5) W =Alge, A =(\Y)eSpin (4).

Un 1-spineur covariant ¢ est une application différentiable z — ¢ (2)
de s (V,) dans l'espace M* dual de M telle que

(10.5) 9(zA™) = 9(z) At [A € Spin (4)].

Si ¢ (z) est la matrice (¢.) & 1 colonne, nous dirons que les ¢, sont les
composantes du 1-spineur ¢ par rapport au repére spinoriel z attaché au
point x = 7z de V..

Désignons par ¢, les composantes de ¢ par rapport au repere spino-
riel zA—! attaché au méme point x et par Af les éléments de A—!. La rela-
tion (10.5) peut s’écrire

(10.6) oy = AL, A~ = (A%)e Spin (4).

Un 1-spineur contravariant (resp. covariant) au point x de V, est
défini par une application de = (x) sur M (resp. M") satisfaisant (10.3)
[resp. (10.5)]. Les 1-spineurs contravariants en x engendrent un espace
vectoriel complexe S, et les 1-spineurs covariants l'espace dual S},
la forme bilinéaire fondamentale étant

(s 9)e = $*(2) 9a ().

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 1. 3
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Les 1-spineurs contravariants ¢ de V, engendrent un module sur
P’anneau des fonctions de V, a valeurs complexes, tandis que les 1-spineurs
covariants ¢ engendrent le module dual. La forme bilinéaire fonda-
mentale est :

(10.7) (4 9) = 429

Par produit tensoriel de la représentation triviale et de la représen-
tation duale de Spin (4) que nous venons d’envisager on obtient la défi-
nition de spineurs plusieurs fois covariants et contravariants. A ces
représentations nous pouvons adjoindre les représentations définies a
partir de ’'homomorphisme canonique de Spin (4) sur L (4). On obtient
ainsi par produit tensoriel des fenseurs-spineurs de types variés.

I1 est possible d’interpréter a I'aide de ces notions, la relation (8.14)
qui peut s’écrire

=A% Ava A~

En explicitant cette relation en termes d’indices des deux types, on a
(10.8) 1lw =A% AL AL 1% [A =AL; A= (AL); A = (A))).

(10.8) et par suite (8.14) expriment que les v,% sont les composantes
par rapport a un repére spinoriel d’'un tenseur-spineur déterminé qui est
tensoriel covariant d’ordre 1 et spinoriel une fois contravariant, une fois
covariant ou de type (1, 1). Au tenseur-spineur v défini par les v, nous
donnons le nom de fenseur-spineur fondamental.

A tout vecteur X de V,, le tenseur-spineur y fait correspondre un
spineur une fois contravariant, une fois covariant noté i(X)v (") :
si X admet les composantes X* le spineur i(X)y admet les composantes

(10.9) (X)) = X*Ya.

11. L’adjoint de Dirac. — Nous désignons par * le passage aux
complexes conjugués, par T le passage d’'une matrice a la matrice trans-
posée, par ~ le passage d’une matrice a la matrice adjointe.

a. Dans un but de simplicité, nous supposons dans la suite que le
systéme choisi de matrices v, satisfait 4 la condition suivante :

(111) :,."l:x:‘—g:xoc‘;’a-

On vérifie aisément que les v, sont alors définis & la transformation
prés Yo — My, M~ out M est telle que '

MM ==+e¢ ou MM == ie.

(**) Nous désignons par i (X) I'opérateur de produit intérieur par X.
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Il est aisé de vérifier que les matrices suivantes satisfont (8.2)
et (11.1) :

I o (o] o (o] o o I
(o] I o (8] o o —I (o]
YO =1 ’ fl == ’
o o0o—I o o—I1 o o
0 —_—
(11.5) | ° o= oo
o o o i o o 1 o
_ o o I o Y o o o—i
= o—i o olf PN —i o o o)
—i o o o o i o o
Elles seront dites les matrices y standard.
Cela posé, de (8.11) il résulte, d’aprés (11.1) :
(11.3) TotaYs! =—Ta
Si A € Spin (4), on déduit de (8.14) :
9.8 =A%
et par suite :
K"l YoV Y;' S = Aﬁ' YoYn '}’Bl .
I1 en résulte
11.4) (13" A170) Ya (Yo' Avo) = AN vy = Ay, AL,

La relation (11.4) montre qu’il existe un scalaire complexe a\ dépendant
de A tel que

(11.5) A= apys' Ay,

En égalant les déterminants des deux membres de (11.5), on a (ar)* = 1,
c’est-a-dire ap =% 1 ou £ i; an, dépendant continiiment de A et
ne pouvant prendre que des valeurs discrétes, conserve la méme valeur

dans chaque composante connexe de Spin (4). Pour A =e et A =7,,
on a ay = 1. Pour A = y,v,Ys, on a ay =— 1. Ainsi (11.5) s’écrit

(11.6) A =pavi' Ay,

ol pa est la signature temporelle de A.

b. Sur la variété V,, supposons donnée une orientation temporelle p.
Si p. est la composante de p relativement au repére spinoriel z, c’est-
a-dire par rapport au repére orthonormé correspondant de & (V,), on a

(11.7) 0:A = Ps0A.
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Soit ¢ un 1-spineur contravariant, on a

$A~) =AY (2).
Par passage aux adjoints, il vient

Jean=7@1

et par suite :
(11.8) A r=70@ .
Or (11.6) peut s’écrire
370 =pAYe N\
Nous pouvons donc mettre (11.8) sous la forme
TEA)v=ead@ A,
soit d’aprés (11.7) :
(11.9) Paa— P (EAT) Yo=p:b (@) Yo AT

Il est commode d’introduire la matrice symétrique réelle 3 =
satisfait manifestement 32 = e. De plus

ivo qui

(11.10) Braft =—7a
(11.9) peut s’écrire
(11.11) pea—f(zA) B =p:-T(2) B,

La relation (11.11) exprime que, sur la variété V. munie de l'orien-
tation temporelle p, on peut faire correspondre a tout i-spineur contra-
variant ¢, le 1-spineur covariant

(11.13) ay =7 =plp.

Inversement tout i-spineur covariant ¢ est I'image par & du i-spineur
contravariant pB33%. Le 1-spineur ¢ = @ { est dit 'adjoint de Dirac de 1.
Nous avons ainsi défini une application antilinéaire & du module des
1-spineurs contravariants sur le module des 1-spineurs covariants. Il lui
correspond une forme sesquilinéaire non dégénérée définie par

(11.13) (b1, Q) = ($s, AP)*,

ol ¢, ¢, sont des 1-spineurs contravariants; & s’étend d’une maniére
naturelle aux spineurs et tenseurs-spineurs de type quelconque. Pour
un 2-spineur de type (1, 1) par exemple, on a pour adjoint de Dirac
le 2-spineur de méme type

ay =ple.
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12. La conjugaison de charge et la 2-forme spinorielle.

‘1 LT . .
a. Considérons les transposées y, des matrices .. Le systéme des

matrices — v, satisfaisant aux relations (8.2), il existe une matrice C,
définie a un facteur pres, telle que

(12.1) CraC' =—7,

De (12.1) on déduit par transposition

T o T
C_I TO‘ C = '\1 %)
c’est-a-dire
T T 7
C“{a C—l —_ I’l

Il existe ainsi un scalaire complexe a tel que

T
C =aC.
On en déduit
T
C=aC

et par suite @> = 1 ou a ==1. On vérifie aisément qu’'en termes de
matrices v standard, on peut prendre par exemple :

(12.2) C=—o11.

On a alors

= — 170 = YoT1.

On a ainsi en fait

(12.3) C——-C.

D’aprés (12.2) on a choisi le facteur complexe arbitraire dans C tel que

(12.4) C=e

et C se trouve défini par la condition supplémentaire (12.4) au signe pres.
b. Si AeSpin (4), on déduit de (8.14) par transposition,
T T
A=A = AV
et par suite :

T T y
A=1Cy, C A = AL Cyu C'.
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11 en résulte évidemment

(12.5) (- A=1€) v (C1 A C) = A% = Ao A,

La relation (12.5) montre qu’il existe un scalaire complexe dépendant
de A, soit ba, tel que

A =byC— A—C.

En égalant les déterminants des deux membres, on voit que by == 1
ou =1i; by conserve encore la méme valeur dans chaque composante
connexe de Spin (4). Pour A = e ou vy, on a by = 1; pour A = v,v.7:
on a by =— 1. Ainsi la relation précédente s’écrit

T
(12.6) A =pACtATC,
ol p\ est la signature temporelle de la matrice A.

¢. De (11.3) on déduit par passage aux complexes conjugués

* k1

* 7'
ToYaYo = —Ya
Par comparaison avec (12.1), il vient
CraCt'=viyays™",

soit
(7 Q) v (C1y5) = Vo

Nous sommes ainsi amenés a introduire la matrice réelle
a=CTlyi=—YoNTo="YoT1To=—YoYV1="1

(avec a* = ¢). On obtient ainsi la formule qui nous sera utile ultérieu-

rement,

12.7) oy =7 Yo i = Ya

De méme de (11.6) il résulte

T
/ . Fmd A ] %
A*¥ = PAYo A Yo

et par comparaison avec (12.6), il vient

V= (O ACT),
soit
(12.8) A¥ = a1 Aa,

Soit alors ¢ un 1-spineur contravariant. De

YA = Ad(E)
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on déduit par passage aux complexes conjugués,
P* A1) = A*P* (),

Soit d’aprés (12.8) :

(12.9) a* (A1) = Aad*(2),

(12.9) exprime qu’au 1-spineur contravariant ¢ correspond un autre
1-spineur contravariant dépendant antilinéairement de ¢ et défini par

(12.10) CY = al*,
Cherchons I'image par € de ce nouveau spineur. Elle est donnée par
2@ = 2y = 4.

Nous avons ainsi défini sur les 1-spineurs contravariants une anti-
involution ou conjugaison, c’est-a-dire une application antilinéaire régu-
liére ¢ telle que ¢ = Id. A € on donne le nom de conjugaison de charge.
On notera que la conjugaison de charge ne fait intervenir aucune orien-
tation temporelle de V..

Par dualité et produit tensoriel, ¢ peut-étre étendue d’une maniére
naturelle & des spineurs de type quelconque. Le conjugué de charge
d’un 1-spineur covariant ¢ est

(12.11) Co = g*a
et satisfait

(12.12) €, 9) =, Cq))*’.

d. Cherchons la loi de commutation entre adjonction de Dirac et
conjugaison de charge. Si ¢ est un 1-spineur contravariant,

g =plp
et d’aprés (12.11) : ,
r
cay = pyBa =—opgad.
D’autre part de (12.10) on tire

(12.13) acy = piaﬁ.
On a ainsi
(12.14) ACY =—ceaiy.

Ainsi V'adjonction de Dirac et la conjugaison de charge anticommutent.

(12.13) peut s’écrire
T
(12.15) acy =—ipyC.
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e. A tout 1-spineur contravariant ¢, faisons correspondre le 1-spineur
covariant A€y, On définit ainsi un isomorphisme I' (application linéaire
sur) du module des 1-spineurs contravariants sur le module des 1-spineurs
covariants, c’est-a-dire un 2-spineur covariant I' non dégénéré. Si les T,
sont les composantes du 2-spineur T,

(12.16) (Td)e = T .

Si I'on note C,; les éléments C% de la matrice C, il vient d’apreés (12.15) :
(12.17) Tiw=—ipCu.
Si ¢y, Y. sont deux i-spineurs contravariants, on a d’aprés (11.13) :
| 1, 4) = (@QCY, d) = (€, Qda)*,
soit d’apres (12.12) :

(T, d2) = ($1, CAYs) =— (2, ACY).
Il vient ainsi

(12.18) (s b2) + (1, The) = o.

La relation (12.18) exprime que le 2-spineur I' est antisymétrique
(Tes 4+ Tpa = 0), ce qu'on vérifie immédiatement aussi sur (12.17)
puisque C” =— C. La 2-forme I' de rang maximum est dite la 2-forme
spinorielle fondamentale. A T'aide de I' on peut identifier les 1-spineurs
contravariants et covariants et par suite, le cas échéant, n’envisager
qu'un type de spineur de chaque ordre.

Au tenseur-spineur y correspond le tenseur-spineur covariant
(12.19) Yoad = LarYo's
Des propriétés de la matrice C il résulte
(Cra)"=15CT=—C"vo = C¥s.

Par suite de (12.7) on déduit que le tenseur-spineur (12.19) est symé-
trique en tant que spineur

Yaab = Yabae
13. Connexion spinorielle.

a. Par définition, une connexion spinorielle est une connexion infini-
tésimale sur le fibré principal S (V) (*°). Une telle connexion est définie

(**) En ce qui concerne la théorie des connexions infinitésimales, voir par exemple
LicuNerowicz [11].
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par une 1-forme o sur $ (V,) a valeurs dans 1’algébre de Lie du groupe
structural Spin (4) et satisfaisant les deux conditions suivantes :

1 Si V. est un vecteur vertical en ze$ (V,), o (V.) est I’élément
d’algebre de Lie de Spin (4) « engendré » par V. quand on identifie la
fibre avec Spin (4).

20 Si A e€Spin (4) et si V. est un vecteur arbitraire en ze s (V,), on a
c(V-A—") =ad(A) o (V.).

Cela posé, soit w une connexion lorentzienne de V., c’est-a-dire une
connexion infinitésimale sur & (V.); o est une 1-forme de & (V.) a valeurs
dans I'algébre de Lie de L (4) satisfaisant aux deux conditions analogues
aux précédentes. Nous avons désigné par p la projection de $(V.)
sur & (V,). A la i-forme » de & (V.), nous pouvons faire correspondre
la 1-forme o de $ (V.) définie par

(13.1) o(V) =pu(pV.),

ol pV. désigne la projection de V. sur & (V,) et p’ I'isomorphisme
de Spin (4) sur € (4) (§ 9)-

Il est clair que la condition 1° est satisfaite. D’autre part

s(V-A) =plo (p(V- A=) =plu {(p VYA~ | (A=pA),
soit B
e(V:A—") = p’ad(A) w(p V2).

Or on a manifestement

\pray? AT = (AY APpprg) ¥, A=(AY)=py,
soit
adAp' = p'adA.
Ainsi
o (VA=) = ad (V) p'o(p V2) = ad(A) o (V).

La 1-forme o donnée par (13.1) définit donc une connexion spinorielle
canoniquement attachée a la connexion lorentzienne. Dans la suite,
nous prendrons pour o la connexion riemannienne de V, et pour o la
connexion spinorielle correspondante qui sera dite la connexion spino-
rielle canonique.

Au point y€ & (V.), la 1-forme w peut étre définie par une matrice (%)
[ou (@*3)] dont les éléments sont des formes linéaires en yeé& (V.).
La 1-forme ¢ en z€ § (V,) peut alors étre définie par la matrice [voir (9.7)]

(13.2) o= w*Byyyg=— ZI_; W*g Yy YR

4
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dont les éléments sont des formes linéaires o7 en ze's (V) :
(13.9 = Lty

Sur un voisinage ouvert £ de V, muni de repéres spinoriels et par
suite de repéres orthonormés, la connexion w admet des coefficients
que nous noterons C3,. Les coefficients correspondants de la connexion

Ly
spinorielle peuvent s’écrire
1 :
(13.4) e =  Chevat?n

b. D’aprés la théorie générale des connexions, un 1-spineur contra-
variant admet pour différentielle absolue, dans la connexion o, une
1-forme de type 1-spinoriel contravariant

VY =dy + ad.
De méme un 1-spineur covariant admet pour différentielle absolue
Vo = do —go.

A ces différentielles absolues sont attachés des tenseurs-spineurs
dérivées covariantes, de composantes dans le voisinage £ muni de repéres
spinoriels,

(13.%5) Vode= 0,44 a5, 4"
dans le cas contravariant, et
(13.6) Vo9a=0,9.—k, %

dans le cas covariant. Dans les relations (13.5), (13.6) et dans la suite
d, désigne la dérivation pfaffienne par rapport aux formes { 67 | définissant
les coreperes duaux des repéres orthonormés (§ 10 a).

Par produit tensoriel, on obtient immédiatement D'expression des
composantes de la dérivée covariante d’un tenseur-spineur arbitraire.
Nous allons établir le théoréme suivant :

TuEOREME. — Dans la connexion spinorielle canonique la différentielle
absolue du tenseur-spineur fondamental v est nulle.
En effet,
VY:x =dy*+ w“g Y{d + oy —~20,
soit
V-Yoc = P 8 + O-Yoc_, """‘0' —_— wﬁa YB + O-Yz_ T::ca-

qui est nul d’aprés (9.4) puisque o est une solution de cette équation
en 2 lorsqu’on prend w pour p.
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14. Courbure de la connexion spinorielle.

a. La courbure de la connexion spinorielle est définie par la 2-forme 1I
de s (V,) de type adj. qui se déduit de II par la formule

(14.1) Il =ds+ é[c, o],
o [ ] est le classique crochet de formes a valeurs dans une algébre
de Lie.

Sur chaque voisinage £ muni de repéres spinoriels, II est définie par
la matrice ayant pour éléments les 2-formes locales

(14.2) I} = do} 4 o2 A\ a7

A TII est canoniquement associé un tenseur-spineur P dont les compo-
santes sur £ sont définies par

(14.3) W= 2Py 00\ O (P, =—P% 1),

Les P,y s’expriment explicitement en fonction des coefficients de la
connexion spinorielle ¢ par la formule

(14.4) Py = 01— 0uoh -+ o ohu— ool — b, (C5, — CF,).

Au tenseur-spineur P¢,;y, antisymétrique en 2 et = on donne le nom
de tenseur-spineur de courbure de la connexion spinorielle.

Dans la suite, il sera souvent commode de raisonner de la maniere
suivante. Etant donné un point x de V,, munissons un voisinage Q de
ce point de repéres spinoriels tels que pour les repéres orthonormés corres-
pondants, les coefficients (%, de la connexion riemannienne soienf nuls
en x. Il en est alors de méme pour les coefficients o7, de la connexion
spinorielle. Nous dirons que les repéres choisis sont normaux en x. On a
alors pour le tenseur-spineur de courbure en =,

(14.5) Py p= 0,08 — 000, =— i (01.C5,— 0u.C%) (Y1) §-

Il en résulte en x,
(14.6) Py sy =—

1

4

ot R*3;, désigne les composantes du tenseur de courbure en x de la
connexion riemannienne. On a donc entre la courbure de la connexion
spinorielle et celle de la connexion riemannienne décrite par la
a-forme Q = (£2%g) la relation suivante :

R (Y27%) 4,

(14- 7) . l[ = igﬁsyayg,

ou au second nombre figure le tenseur-spineur fondamental :
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Le tenseur-spineur de courbure P satisfait a 1'identité de Bianchi :

(14. 8) V}\p”[), wy + Vp,Pab,v). —+ vaﬂb, A = O.

On pourrait établir directement cette identité, mais elle est une consé-
quence immédiate de (14.6) et de I'identité de Bianchi relative a la
connexion riemannienne.

b. Le tenseur-spineur P apparait dans l'identité de Ricci relative aux
spineurs qui nous sera utile dans la suite et que nous allons former.

Si ¢ est un 1-spineur contravariant, on a
Ve = 0+ ol
et par une nouvelle dérivation
(14.9) ViVt = 010,07+ Dot + at0h b + 83 Vo — €5, Ve,

D’autre part,
dy = 0y by,

on déduit par différentiation extérieure
0. 0u b 0" A O 4 9, ¢edbP = o,
Le tenseur de torsion de la connexion riemannienne étant nul

dfe 4 of A B¢ =o,

il en résulte

(14.10) (93.0u.7— Cf;9,4%) O A B8 = o,

Pour des repéres normaux en x€V,, on a en ce point d’aprés (14.9) :
(14.11) Vi Vol = hdp e+ oy oy

et d’aprés (14.10) :
0,040 A Ov- = o,

Ainsi 0 du Yy~ est symétrique par rapport aux indices A,  en x et par
soustraction on déduit de (14.11) qu’en z,

(Vi Vp— Vi Vo) § = (horp— duaii) ¥
soit d’apres (14.5) :
(14.12) W Vu— VW) be= Pe, yu .
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Nous avons ainsi établi 'identité de Ricci (14.12) pour un i-spineur
contravariant. Plus généralement pour un spineur quelconque on établit
aisément I'identité

(14.13) (V)\VP,—VP,V)\) l<Pﬂl“'(l"[;,,__l; - 2Pa‘r,)\p.kpa‘"'r"’a”[)l...I:

q

q
— N Pri e

j=1

15. Quelques identités utiles. — Nous allons établir quelques
identités concernant le tenseur de courbure de la connexion riemannienne
et le tenseur-spineur y, identités qui nous seront utiles dans la suite.

Nous nous proposons d’évaluer le vecteur-spineur de type (1, 1)
défini par

T*= R uyByhye,

A cet effet nous partirons de la relation
(R*g, .+ R*,us + R*, ) YByiyp=o

qui est une conséquence immédiate d’une identité bien connue vérifiée
par le tenseur de courbure. En modifiant le nom des indices elle peut
s’écrire
(15.1) Reg (B o 8 o 1oyBy) = o,
En développant et utilisant (8.2), il vient
T*— R 1" (2 g*P e + Y3 v4) — Ry yd e =o.
Soit
(15.2) T*— a2 R% v — 2 R%g yu 7" v8 4 = o,

ou R, désigne le tenseur de Ricci. En utilisant de nouveau (8.2) dans
le dernier terme du premier membre de (15.2), on a

T*—2R%gy? + 2 R¥gu(2gfe + vy v+ =0,
soit
3T*—6R*3vE = o.
Nous avons ainsi obtenu I'identité
(15.3) T*= R*g 3, v3 v % = 2 R*g 2.
En reportant dans (15.2) on en déduit

(15.4) Ryt vk =o.
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De (15.1) enfin, il résulte
(15.5) Reguyh vy =— 2Ryl
Evaluons maintenant a partir de (15.3) :

R 30 o Y3707 = 2 Rag 728,
soit d’apres (8.2) :

Rag,py* 8yt yd =— 2 Ryg g8,
On obtient ainsi

(15.6) R.3,uy* 3y 1% =—2Re,

ou R est la courbure riemannienne scalaire.

16. Spineurs-distributions.

a. Si ¢ est un p-spineur contravariant, ¢ un p-spineur covariant, nous
désignons par (¢, ¢).. le scalaire

(45 9)w= 4 (2) a0 (2)-

Si l'intersection des supports sur V, de deux spineurs est compacte,
nous posons

(16.1) o= ] @ 9)en(@),

oul 7 est I’élément de volume riemannien.

Un p-spineur-distribution contravariant (resp. covariant) est une fonction-
nelle linéaire continue a valeurs scalaires complexes sur les p-spineurs cova-
riants (resp. contravariants) a support compact de classe C”. Si ¢ est
un p-spineur contravariant ordinaire, il définit par (16.1) un p-spineur-
distribution.

Un p-spineur-distribution contravariant ¢ dans un voisinage £ muni
de repéres admet des composantes - qui sont des scalaires-distri-
butions dans Q. Les mémes définitions et notations s’étendent aux
tenseurs-spineurs-distributions de tous les types.

b. Si ¢ est un p-spineur contravariant ordinaire, ¢ un 1-tenseur-

T

p-spineur covariant tel que S (4)nS (¢) soit compact, on obtient par
intégration par parties, la relation relative au tenseur-spineur V¢,

(16.2) Vs 95> =<4, 99 ),
ot 0 est I'opérateur de codifférentiation défini par

(163) dg: (Ppal...ap_>_vp(9‘°ut...a

'p
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Nous sommes ainsi conduits a définir par (16.2) le fenseur-spineur-
distribution V¢ dérivée covariante du p-tenseur-distribution contra-
variant. Les considérations développées pour les tenseurs-distributions
s’adaptent ainsi sans difficulté aux spineurs et tenseurs-spineurs-distri-
butions.

17. Bispineurs de Dirac.

a. Dans la théorie des opérateurs différentiels spinoriels, nous devons
naturellement faire intervenir les notions de bispineurs et bispineurs-
distributions sur V, X V.. Si S, est I’espace vectoriel des 1-spineurs contra-
variants en z, un bispineur en (z, ') est un élément du produit tensoriel
d’un espace S’ ® $*(” par un espace S @ s\

Désignons par s (z, ') un bi-1-spineur arbitraire élément de S, & S5’
(c’est-a-dire contravariant en z, covariant en z’), de composantes s}
astreint seulement a4 ce que s (x, x) puisse étre identifié a 1’opérateur-
identité de .., soit

17.1) st (@, x) = of,
ou les ¢%, désignent les symboles de Kronecker.

Le bi-1-spineur de Dirac de V, est le bi-spineur-distribution
(17.2) 20/, 2') = s(x, ') o(x, ') (2024 = s49),

ol o (z, 2') est le biscalaire de Dirac. Il ne dépend que de la structure
riemannienne de V, et non du choix de s; X"/ (z, 2') peut étre défini par

(17.3) (R, 2), Y(@) > = (@),
ol Y est un 1-spineur contravariant. On a aussi
(17.4) (@, 2), 9(2) > = 9(2),

ou ¢ est un 1-spineur covariant.

En ce qui concerne les 1-tenseurs-spineurs, on peut définir un bi-1-ten-
seur-spineur de Dirac par

(17.5) e (x, ') = {t(x, ') @ s(z, x') } o(x, 2'),

ou 7 est le bi-i-tenseur introduit au paragraphe 2. 2%/ a pour compo-
santes
e (x, &) = 5.8k o(x, )

et peut étre défini par

(17.6) {2, ), b(@) > = d(@),

ol Y est un 1-tenseur-spineur contravariant de composantes J*“ en z.
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On peut ainsi définir des bitenseurssspineurs de Dirac relatifs a4 des
types arbitraires de tenseurs-spineurs.

b. Il existe entre X1/% et %% des relations algébriques et différentielles
qui nous seront utiles par la suite et que nous allons former; tout
d’abord de :

2(3/2)%’ o= 6%’ 6{' d (.’L', xl)’

on peut déduire par produit par y*,

SRS A, 2, 3 (1, ) = Y2 0L 8 (x, T) = 1203 (x, T),
soit encore
(17 . 7) e a Y)\’s"_, = v, Zu/z)l{»,.
Désignons par X*?%, la matrice sur les indices spinoriels d’éléments
(2%.4); (17.7) peut se traduire par la relation matricielle
(17.8) IO N — v B2,

Cherchons maintenant a évaluer 0,, 2% (z, ') qui admet pour compo-
santes

— VW62 4, 8 (x, ') = — V¥ {70088 0 (2, ') ).
Pour tout 1-spineur contravariant ¢ & support compact, on a

(17.9) {—=V¥{ass d(x, &) |, $7'(@") Do = {Tar 88 3 (@, @), VWU D
= V,{“(x).
D’autre part de
{880 (, ), U (@) D = P4 (),

on déduit par dérivation covariante en z,
17.10) {Va{sso(x, )}, 4% (@) dw = Vb ().

Par comparaison de (17.9) et (17.10), on obtient
— Vst 8(x, o)} = Va{si oz, 2')},

c’est-a-dire la relation différentielle
(17.11) 0. 28 (x, ') = VL2 (x, x'),

ou les deux membres sont des 1-tenseurs-i-spineurs contravariants
en x, 1-spineurs covariants en x'.

¢. Supposons la variété V, munie d’une orientation temporelle p.
Si E (z, 2’) est un bi-1-spineur contravariant en z, covariant en x’, son
adjoint de Dirac est le bi-1-spineur covariant en z, contravariant en 2/,
défini par

(17.12) E(@, ¢) = p@)p@) BE@, ) .
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Evaluons en particulier 'adjoint de Dirac du bispineur 2/ (z, z'). On a
T @ ) = p (@) o @) B 5 @) B

Soit en substituant a 2/ ses composantes
S, @) = p (@) p (@) B 0% B4 8 (a ),
compte tenu de 3* = e, on obtient
b (g, x') = s d(x, T').
Nous avons ainsi établi la formule
(17.13) 3072(z, 1) = 202 (2, ).

d. Reprenons le bi-i-spineur E (x, ') que nous venons d’envisager.

C
Nous désignons par E (z, x') le bi-1-spineur de méme variance défini par
(17.14) E(x, z')=aE(, x') o.
£, . . & o
Evaluons en particulier 20/% (z, 2'). On a

$U/2)a | Si/2r st

2 /-)1,, (.’I), .’L"A) = a3 /-’s' (.’L', x’) Ogre
Soit en substituant 4 2(/% ses composantes

S/ N

S8 (x, ') = af Oh a8 (x, X').
Compte tenu de o> = e, nous obtenons ainsi la formule

(17.15) Sue)(z, x') = 302 (x, o).
III. — Le champ de Dirac en relativité générale (*7).

18. L’'opérateur laplacien sur les i1-spineurs.

a. Etant donné, sur la variété espace-temps V,, un 1-spineur conira-
variant Y, nous appelons laplacien de { et désignons par Ay le 1-spineur
contravariant défini par

(18.1) Ay = yr WV,

o A est l'opérateur de dérivation covariante des tenseurs-spineurs
défini par la connexion riemannienne et la connexion spinorielle cano-
niquement associée. Il est ais¢ de donner de I'opérateur A du second

(') LicaNerowicz [11].

BULL. SOC, MATH, — T. 92, FASC. 1. 4
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ordre ainsi défini une expression simple. On peut écrire
A = S (P 1) VaVud + (i) ViV,
soit en modifiant dans le dernier terme le nom des indices,
Ap = SO ) TVeg o P (T Te— VT .

L’identité de Ricci nous donne
VN Vu—Vu Vi) o= P

Compte tenu de (8.2) et de I'expression du tenseur-spineur de courbure,
il vient

A =— VeV, — £ Rug s Y e y* 134,

soit & cause de la symétrie du tenseur de courbure de la connexion
riemannienne

Ay =— VeV, ¢ — éRaﬁ,M“Y@ Thyeg,
De (15.6) il résulte
(18.2) Ay =— VeV, + qu;,

oll R est la courbure riemannienne scalaire de V,.

b. Si ¢ est un 1-spineur covariant, nous notons encore, par abus_de
notation, A¢ le 1-spineur covariant défini par

(18.3) Ag = Vo, Vygyiyh,
Par un raisonnement identique, on obtient

Ao = 2V Vuo Pyt + 17 + - (T Vu— Vi Vi) o7 v,

L’identité de Ricci nous donne
(V)‘ Vy-— Vp- Vx) Qg=— CP,‘P",,, Nk
I1 vient ainsi
(18.4) Ao =— VeV, 0 — Lo Rag sp 1 7yt
soit, d’aprés (15.6) :

I

4ch.

Ag =—VeV,q +
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On voit ainsi que, dans les deux cas, 'opérateur laplacien peut s’ex-
primer par

(18.5) A=—ViV, + iR.

11 est clair sur (18.5) qué A est un opérateur spinoriel du second ordre
de type hyperbolique normal dont le conoide caractéristique de
sommet z€ V, est le conoide I, déduit de la métrique de la variété V,.

¢. Nous allons établir une relation importante concernant ’opérateur A
et la forme bilinéaire fondamentale. Si ¢ est un 1-spineur contravariant,
on a, ¢ étant un 1-spineur covariant,

(A4, 9) =— V¢V, 4, 9) + ; R, o).
Or
—(VPVod, ¢) =— VeV, 0, =—VP (0. V,4) + VeV, 0,

Introduisons la 1-forme u ({, ¢) de V, définie par

us (s 9) = 9. Voo
11 vient ainsi

(18.6) (A% 9) = du(d, 9) + 7 R ) + (V4 Vo).
Considérons, d’autre part,

(4 A9) =— (¥ ¥¢¥,9) + 7 R, 9).
On a
— (4 VeV, 9) =— VeV, 9o =— VP ($2V;90) 4+ VeV g

Si I'on introduit la 1-forme v (Y, ¢) de V, définie par

v (Y, 9) =44V,
il vient

(18.7) %, 89) = 0¥, ) + 7 R 9) + (T4, Vo).

En soustrayant (18.7) de (18.6), on obtient
(18.8) (A4, o) — (b, A9) = d {u(¥, o) —v(¥, 9) ),
ou le second membre est une divergence sur V,.

Si y et o sont tels que Uintersection S ($)n S (9) des supports de ces deux
spineurs est compacte, on a par intégration sur V, la relation cherchée

(18.9) (A, 90 =<4 Ag ).
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d. Nous supposons dans la suite la variété espace-temps V. munie
d’une orientation temporelle p. Si ¢ est un 1-spineur contravariant, propo-
sons-nous d’évaluer le laplacien AA{ de 'adjoint de Dirac de ¢. A cet
effet, nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME :

19 Si s, ., est un p-fenseur-i-spineur coniravariant,

1

Ay, o, =—(@d, 0, ) 7™

2° Dans les mémes conditions, la dérivation covariante et I'adjonction
de Dirac sont permutables.

19 On voit en effet que 'adjoint de Dirac de ¥, ;, est

~

ady,..a, = o, 0,5
On a
ayry, u, = ol 2, 7B

Soit d’aprés (11.10) :

Ay, o, =—p¥n..2,87%
ce qui démontre le 1°.

20 La dérivée covariante de ¢,

»

a pour composantes

14
Vudd, = 0wl 0,— X, Chpdi o, + TRl e

k=1

Par action de ~ sur les indices spinoriels et produit par o3, il vient

avVud,.o,= du@t'lf/.p..;.,,——z G oo, —

k

Or d’apres (11.10) :

~Q o~ ~Q q
~3 . 75 By, = (B3
i‘v‘“ﬁ_ Y2 BYa = PB7°Va-

Ainsi
(18. 10) AV, = 0u @, 5, — 3, €W,
k

1

— 50 Chudr, P17
Or, d’aprés l'antisymétrie en 2, 3 de Caigy = ¢ap ng on a

% VI X ar
— C3u 1P Ya = Chuyay®.

)
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On obtient ainsi

AVud,..o, = 0@, 2, — X, Ch @ g0, +
-

[{ ady,. 5, Chuvay?,
soit la relation

avuds, 5, =V, s,
qui peut s’étendre a des tenseurs-spineurs de type quelconque. Notre
lemme est établi.

e. Cela posé, soit | un 1-spineur contravariant. Du lemme précédent
il résulte

(18.11) A2V =— V(@) v
On en déduit
A~yay3Y, Vb = ay*V, (v3Vgd) =— V(& 3 Vsd) 12,
soit
Ay PV Vg = Vo Vg(ag) 1Py
On obtient ainsi
(18.12) AAY = Aay.

Si nous utilisons la notation ¢ pour I'adjoint de Dirac de ¢, il vient
37 = AT.
19. Conjugaison de charge.

a. Etablissons le lemme suivant :

LEMME :

19 Si Y., est un p-lenseur-1-spineur coniravariant, le produit a gauche
par vy et la conjugaison de charge sont permutables.

20 Dans les mémes conditions, la dérivation covariante et la conjugaison
de charge sont permutables.

1° Le conjugué de charge de ¢,.., est

(CPn,.o,= adi o
De (12.7) il résulte, en supprimant les indices tensoriels,
Tl = yuo" = ayp ¢,
soit
19.1) vuCY = Cyud.



54 A. LICHNEROWICZ.

20 La dérivée covariante de ¢,

hp

a pour composantes

— o N P .
Vo, o, = 0ubl 5 — X Chu b s o,
-

Par passage aux complexes conjugués et produit & gauche par «, il vient
Vb, = 0pCli, —Z €l Cnpty— 7 Chuatat?i,

Or d’apres (12.7) :
ajﬂe = vy 73
Il en résulte

eVuldy,. .o ,=0uC . )_\ Cqu.c(‘l“/:

1\

> ClutayBodi, s

S
soit
(19.2) (—/V[.LKIJA, / = Vu‘e"pll

ce qui démontre notre lemme. Des résultats analogues sont valables
pour un tenseur-spineur de type quelconque.

b. Cela posé, soit ¢ un 1-spineur contravariant. Du lemme précédent,
il résulte

evrVyub =y*eV,y,
soit
(19.3) eyeVab =v2V, Vi,
On en déduit
eyryBV, Vg = y*y8V, Vgey,

soit
(19.4) CAY = Acd.

Des lemmes des paragraphes 18 et 19 on déduit que I' commute avec
la dérivation covariante et par suite la 2-forme spinorielle fondamentale
est 4 dérivée covariante nulle. De (18.12) et (19.4) il résulte immé-
diatement

(19.5) TA = ATY.

20. Noyaux élémentaires et propagateurs relatifs a l'opé-
rateur (A — ¢?).

a. Soit Q le voisinage homéomorphe 4 une boule ouverte introduit au
paragraphe 4 et tel que le conoide caractéristique I',,, de sommet 2’ €£2,
engendré par les géodésiques isotropes issues de x' soit régulier dans
et définisse le futur &+ (x'), le passé & (z') et l'ailleurs du point z'.
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Considérons V'opérateur de Klein-Gordon (A — ¢*) (s* = Cte) sur les
1-spineurs contravariants ou covariants. En ce qui concerne les noyaux
élémentaires de (A — ¢?), on déduit du méme raisonnement que dans
le cas tensoriel, le résultat suivant : il existe dans X Q deux noyaux
élémentaires G'¥= (x, x') de Uopérateur (A — ), Cc'est-a-dire deux
bi-1-spineurs-distributions confravariants en x el covariants en x' satis-
faisant (**)

(20.1) A—=e2) G'P=E(x, ) = 20 (x, 2')
et qui pour chaque z', ont leurs supports respectivement dans &+ (x')
et & (2').

Ces noyaux se trouvent ainsi définis d’'une maniére unique. L’unicité

des noyaux élémentaires est un cas particulier d’un théoréme général
d’unicité (**).

THEOREME D’UNICITE. — Tout 1-spineur-distribution y satisfaisant

(A — &)y = o et a support compact vers le passé ou le futur est nécessai-
rement nul.

Nous allons étudier ces noyaux élémentaires.

b. Soit 0 un 1-spineur covariant a support compact. Toufe solution o,
a support compact VERS LE FUTUR DE L’EQUATION

(20.2) A—:)o=0
s’écrit nécessairement
(20.3) o (@) = G (), @), 0 (') .

En effet lintersection K = &= (5 (0))n&* (x) est compacte. Si f est une
fonction a support compact égale a 1 dans un voisinage compact de K,
on a

CGA* @, @), 0@ ) =G+, @), (Bw—e) (f9) (&) s
soit d’aprés la propriété (18.9) et la définition de 21/,
AT @, 2), (@) ) = (Aw—2e) G, ), f(@') 9() D=9 (),

ce qui démontre la propriété.

Si 4 est un 1-spineur contravariant & support compact, on voit immé-
diatement que la solution ¢ a support compact vers le futur, de I'équation

(20.4) @Q@—)d=y

('%) =12 est le bi-i-spineur de Dirac.
(') Voir LicHNEROWICZ [9], p. 18.
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est donnée par la formule
(20.5) 9 () = G~ (x, '), 7(x)).

Si y = 0, ol 0 est 4 support compact, on déduit de (18.12) que U est

la solution & support compact vers le futur de I’équation (20. 2). Evaluons J
a partir de- (20.5). Il vient

1@ =@ 3@ p=<p@ 6" (& &)B, 7 @)

Faisons apparaitre ’adjoint de Dirac du bispineur G"/*—. Comme 3> = e,
on a

(@) G2 (z, 2) Ba s @) = p (@) p (') BY G5 (x, ) By o (&) T (') B
ol
Gl @) = (@) @) BY B (s ) B
et
O (@) = 7p (@) = 0 (2) 0 () BE-
Nous obtenons ainsi

(20.6) () =< G—(x, x'), 0(x) ).

Or d’aprés (20.3) on a aussi, quel que soit le 1-spineur covariant 6 a
support compact,

@) =< G (@, 2), 0(2)
Il en résulte la relation importante
(20.7) G'M*(z, 1) = GIF (2, ).

De (20.1) on déduit par passage aux adjoints de Dirac et compte tenu
de (17.13) :

(Ao—22) G'P=(x, o) = B2 (z, 2') = 202 (T, 2).
De (20.7) il résulte que les noyaux G"/?* satisfont aussi
(20.8) A—22) G'P=(2!, k) = 202 (2, x)

et sont noyaux élémentaires pour l'opérateur (A — :?) portant sur
les 1-spineurs covariants :

Transformons (20. 1) par conjugaison de charge. Compte tenu de (19.3)
et de (17.15) on a

(A—e?) GO=(x, &) = S0P (x, o) = 30/ (x, 7).
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Il en résulte ,
(20.9) G2 (x, &) = GIA=(z, ).
c. Considérons le noyau G/ (z, 2') défini dans Q + Q par
(20.10) G (x, 2") = G (x, ') — G"P+(x, =').

Pour chaque 2'€L, G a son support dans &+ (x')ué&— (z)).
D’apres (20.1) ce noyau satisfait

(20.11) Ae—22) G'(x, ') = o
et d’aprés (20.8) il satisfait aussi
(20.12) (Qw—2) G (@, &) = o,

G (x, x') est appelé le propagateur associé a Uopérateur (A — z?)
opérant sur les 1-spineurs.

De (20.7) on déduit
G (@, @) = G (@, B) — G @, @) = GUA (3, ) — GO (a, o).
Ainsi G/ vérifie la relation importante
(20.13) G (', ¥y =— G'*(z, T').

On déduit de méme de (20.9) que

(20.14) GV (z, 1) = GO)(x, ).
Par suite :
(20. 15) G, 7) =— G (x, ),

ce qui traduit, dans le cas spinoriel, « Pantisymétrie » du propagateur.

21. Les opérateurs de Dirac.

a. Introduisons sur les 1-spineurs confravarianis les deux opérateurs
de Dirac du premier ordre :

@l.1) Ly=v*Vab—el, L'U=13Vg+eb  (:=Cte>o).
Le tenseur-spineur fondamental étant a dérivée covariante nulle, on a
LL'Y = (1*Va—&) (*Va+ ) b = (r* 1 Va Vg — <)

Ainsi ces opérateurs vérifient les relations

(21.2) LL'Y = L'LY = (A —¢2) .,
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Introduisons de méme sur les 1-spineurs covariants les deux opérateurs

(21.3) LY =—Va9y*+¢9), L'o=—(Va07

€9).

On voit que

LL'¢=V,Vgoyhyr—elo.

Pour ces opérateurs, on a donc les relations
(21.4) LL9=L'Lo=QA—¢)0.

b. Y étant un 1-spineur contravariant et ¢ un i-spineur covariant,
évaluons

21.5) (L @) = v*% Vad 90— 9
Or y étant a dérivée covariante nulle,

7* Vol 90 = Va (1% 90) — ¢ Va @ay* .
Introduisons la 1-forme W (4, ¢) définie par
Wa(b, 9) = o1at.
Il résulte de (21.5) qu'on a
(21.6) (LY, ) =—3W + (4, Lo).

Si Uintersection S () n S (¢) des supports de et ¢ est compacte, on déduit
de (21.6) par intégration sur la variété V.,

(21.7) (L, 9> =<4 Lo).
On a de méme en changeant ¢ en — ¢,
(21.8) (LY, 9> =<4 L'y ).

¢. ¢ étant un 1-spineur contravariant, proposons-nous d’évaluer
I’adjoint de Dirac de Ly sur la variété V, munie de I'orientation tempo-
relle p. De

Ly = 1*Vap—sl,

on déduit par l'opération ~ et le produit a droite par p3,
Ly =pVap 78 —elb.
Or d’aprés (11.3), ¥*8 =— By*. 1l en résulte

Y
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Du lemme du paragraphe 18, 2°, on déduit

pValp = Vo = Vo

Ainsi
Ly =—Voiy*—:d,
soit
(21.9) Ly =L1{.
On a de méme,
(21.10) L'y =L"J.

22. Noyaux élémentaires et propagateurs pour les opérateurs
de Dirac.

a. Le théoreme d’unicité relatif & 'opérateur de Klein-Gordon (A — <2)
entraine un théoréme analogue relatif aux opérateurs de Dirac : fouf
1-spineur-distribution contravariant y satisfaisant I’équation homogéne

(22.1) LY=o

el a support compact vers le passé ou vers le futur est nécessairement nul.
Il suffit de remarquer que, par produit par L’, (22. 1) entraine (A —<*)y=o.

Soit G!'/2%* (x, x') les deux noyaux élémentaires de 'opérateur (A — z?).
Introduisons les bi-1-spineurs-distributions contravariants en z, covariants
en «’' définis par

(22.92) SumE(x, 2"y = L, G'*(x, '),
De (21.2) on déduit
(22.3) " L S0Pz, &) = SV (x, 2).

Ainsi les S'2= (x, x') sont des bi-1-spineurs-distributions vérifiant (22.3)
el qui, pour chaque z', ont leurs supports respectivement dans &+ (z')
ou &= (z'). Du théoréme d’unicité, il résulte que les noyaux SV/2= (x, ')

sont caractérisés d’'une maniére unique par la double condition précé-
dente.

b. Soit O un 1-spineur covariant a support compact. Toute solution ¢
a support compact vers le futur de 1’équation

(22.4) Lo=0

s’écrit nécessairement :

(22.5) (@) = S+ (z, @), 0(@) >,



6o A. LICHNEROWICZ,

Par raisonnement identique & celui qui établit (20.3), on déduit en
effet de la formule (21.7) qu’on a

(S (@ @), 0@) > = Lo S @, @), 9(1) > = { 3(x, o), 9@) >,

soit (22.5).
Considérons d’autre part le 1-spineur ¢ défini par

(22.6) o@) =< T G+ (x, 2), 0 (2) ).
I1 est clair que
Loo@) =< | Av—2| G (@, @), 0@) >,
soit d’aprés (20.8) :
Loo(@) = 0@)

et ¢ est une solution de (22.4) a support compact vers le futur. De (22.5)
il résulte que pour tout 1-spineur covariant  a support compact,

(S (x, &), 0(x) > = L\ G2+ (x, '), 0(2) D
Ainsi nous avons

(22.7) Sum=(g, ) = L GV2=(x, ).

De (22.2) on déduit par passage aux adjoints de Dirac a I'aide de (21.6),
compte tenu d’un produit & gauche par 3,

Sur=(g, ')y = L, GY2*(x, 2),
soit d’aprés la relation (20.7) :

S2=(z, x') = L, G'¥ (', z).
De (22.7) on déduit ainsi pour les adjoints de Dirac des S''/%= la relation
(22.8) S (x, 1) = SUAF (2, z).

Nous dirons que les S/ sont les noyaux élémentaires des opérateurs L
et L.
En ce qui concerne la conjugaison de charge, il résulte du lemme du
paragraphe 19 que
¢Ly = Léy.

De (22.3) on déduit alors

L. § aS“/”(x, z')a 2 = ai‘“/“(x, z') a,
soit d’aprés (17.15) :
(22.9) L. S0z, a') = S0/ (x, ') = S02(x, ).
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11 résulte de (22.9) et de la condition de support que
(22. 10) SR (g, &) = SW(x, ).

c. Soit GV (z, ') le propagateur relatif a I'opérateur de Klein-
Gordon (A — ¢?) sur les 1-spineurs. Introduisons le noyau

(22.11) S (x, x') = SV (x, ') — SV (x, z').
On a d’aprés (22.7) :
(22.12) S'2(z, 2y = L, " (x, ') = L. G"* (z, ).

Pour chaque z'€ L, §¥% a son support dans &* (x')u&— (x). Il vérifie
les relations

(22.13) L SV (x, 2') =0
et
(22.14) L. St/ (x, ') = o.

Nous dirons que S (x, 2') est le propagateur relatif aux opérateilrs L
el L. D’aprés (22.8) et (22.10) ce noyau vérifie la relation

(22.15) S0 (x, &) =— SV, )
et
(22.16) Sz, &) = SW(x, o).

23. Anticommutateur du champ de Dirac.

a. Sur la variété espace-temps V, munie d’une orientation tempo-
relle et d’'une symétrie arbitraire, considérons le champ de Dirac par
un 1-spineur contravariant ¢ astreint a I’équation de champ

(23.1) Ly =o.
Son adjoint de Dirac § vérifie d’aprés (21.9) :
(23.2)

Il
-

= 0.

Proposons-nous de construire pour ce champ un anticommutateur
[4 (@), ¢ ()] qui soit un bi-1-spineur-distribution X (z, 2’) & valeurs
scalaires qui pour chaque x' a son support dans &+ (z)u &~ (z'), vérifie

(23.3) X(z, 2') = X (@', x)

et satisfait respectivement en x et x’ les équations (23.1) et (23.2).
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L’étude du champ spinoriel libre en relativité restreinte nous conduit
a adopter

(23.4) [v@), T@)]. =4

~ S (x, '),

St/ vérifie la condition de support et d’aprés (22.13) et (22.14) satis-
fait les équations de Dirac, (23.1) et (23.2). De (22.15) il résulte
que X =l£ S/ vérifie (23.3).

Ainsi (23.4) nous fournit un anticommutateur rigoureusement compa-
tible avec les équations de Dirac en relativité générale et qui se réduit
en relativité restreinte a ’anticommutateur usuel de la théorie du champ
spinoriel libre correspondant & une particule de spin 1/2.

b. Proposons-nous d’évaluer I’anticommutateur
[ecb(@), S T@)].

qui d’aprés (12.14) vaut

—[e.d@), cod@)]..
On a

[C:4 @), Cod@)] =—[Are.d(@), Awew (@)

Ainsi pour l'anticommutateur (23.4) :

[ed @), Cod@)]. =— % A, A € Cpr SV2(T, T).
Soit d’aprés (22.16) :
(23.5) [e.d(@), e b @)] = h St (z, x'),

i
(23.5) traduit l'invariance de notre anticommutateur par conjugaison de

charge.

IV. — Théorie de Rarita-Schwinger (spin 3/2)
en relativité générale.

24. L’opérateur laplacien sur les vecteurs-spineurs.

a. En formalisme de Rarita-Schwinger (*°), un champ correspondant
au spin 3/2 peut étre décrit par un vecteur-i-spineur contravariant y

(*°) Voir RARITA-SCHWINGER [15].
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de composantes ;. Nous désignons par y, la matrice 1 X4 de compo-
santes (y¢), l'indice tensoriel p étant fixé.

Nous appelons laplacien de y et désignons par Ay le vecteur-spineur
contravariant défini par

(24. l) Ax == Y)\Y:J' V‘A VP’X’
De cet opérateur, on peut aussi donner une expression plus explicite
faisant intervenir la courbure de V,. On peut écrire

Az = S @) VaVay 4 (M V— VW)

L’identité de Ricci nous donne

I

ViVe—VuVi) gy =—17 Rag, i 1* 18 g, — R%, %o
Il vient ainsi, compte tenu de (8.2) et de la symétrie du tenseur de
courbure
Ay =—V'Vitp— ¢ R, a7 1" 7* 1 4o+ - Roou 01417
Le deuxieme terme du second membre peut s’exprimer & I'aide de I'iden-
tité (15.6). On obtient
(24.2) A =—V"Vizs + i Rz + > Roniu " 17"

Si £ est un vecteur-i-spineur covariant, le laplacien A: donné par
(24.3) AL =V Vyplyeyt
s’exprime d’une maniere analogue par
I
4

On voit ainsi que, dans les deux cas, 'opérateur laplacien A est un
opérateur du second ordre, sur les vecteurs-spineurs, de type hyper-
bolique normal, dont le conoide caractéristique de sommet x€V, est
le conoide I',, déduit de la métrique de V..

(24.4) A3 =—VIViL o+ 3 REp— | Rop iy v

b. Etudions la relation entre l'opérateur A de la forme bilinéaire
fondamentale. En notations matricielles, on a

(A7 9 =—5VVazf + [ Rygf+ | Reonu 0107

De méme

(1, A7) =— V'V e + % Rz yf— é Rio 20 My of
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soit
(% A) =—V'ViZoy? + iRprP + 2 Ry 207
Par différence, il vient
(A% D — (1 8 =—, V' Vayf + VIV 5o 0 = — VA, VP — Voo ).
En introduisant la 1-forme W (y, z) définie par

Wi 2) = 5 VauP— Vil b,
on obtient

(24.5) (A7 ) — (1 A2) = W (, 2)-

Si y et - sont tels que Uintersection S (y)n S (Z) des supports de ces deux
spineurs est compacte, on a par intégration sur V., la relation

(24.6) (A 20 =<y AD).

¢. Proposons-nous d’évaluer le laplacien du vecteur-spineur défini a
partir d’'un 1-spineur contravariant  par le tenseur-spineur 7y, soit
%o = Yp¥. 1l vient

. 1 I .
AGed) =—V"N(re ) + ZRTP‘-P + ;Rpo,m‘;"‘]’”‘.’“%
soit en vertu de I'identité (15.5) et v étant & dérivée covariante nulle,
Aed) =7, (— ViVi g 2 Rdg)— Ry6y7 .

On obtient ainsi la formule

4.7) A ) = 1oAY — Ryoy7
Si ’espace-temps V, est espace-temps d’Einstein, c’est-a-dire si
(24.8) Rys=12¢,0 (» = Cte),

(24.7) se réduit a
(24.9) | B+ D)7 = 1,4,

d. Proposons-nous enfin d’évaluer le laplacien du vecteur-spineur
dérivée covariante d’un 1-spineur contravariant ¢ soit y, = V,¢. Il vient

A(Ved) =—ViWaVed + iRVrAP + 2 Ruonu 1 Vo4
De I’'identité de Ricci, il résulte

ViaVed =V Vi — ; Ragp 11?4
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D’ou
VWV, = VAV, Vi — 2V‘ARa@,may%— iRa@,).gT“Y?‘ VA,

Une nouvelle application de l'identité de Ricci donne
VY,V = V,V V54— R% ), Vo h — iRap}pyayf’ Vi

I1 vient ainsi
V"\Vprup = VPV)‘V)\L]) + R,sVoU

— i(V«RPB—-— VaRea) Y*vP ¢ + éRw,am“Yﬁ ved.
On en déduit
AVed) ==V, V'Vud + £ Vo (RY)
— i 9 RY — Rps VoY + i (VaRog— Vs Roa) Y* 174

Nous obtenons ainsi la formule

@) AT Y) =V, Ap— L0, RY— Ry, V7
+ 7 (VaRog— Vg Rea) 1174

Si I’espace-temps V. est espace-temps d’Einstein, R = Cte et le dernier
terme du second membre est nul. Par suite (24. 10) se réduit a la formule
simple

(24.11) QA+MNV, 4 =V,A4.

25. Noyaux élémentaires et propagateurs relatifs a 1l'opé-
rateur (A — ¢?). — Dans toute la suite, la variété V, est supposée espace-
temps d’Einstein :

25.1) Rag =1 gag (2 = Cte)

et on la munit d’'une orientation temporelle p.

a. Relativement & l'opérateur de Klein-Gordon (A — :?) (s = Cte)
sur les vecteur-spineurs contravariants ou covariants, on a le résultat
suivant : il eriste dans @ X Q deux noyaux élémentaires G*/?* (z, ') de
lopérateur (A — 3?), c’est-a-dire deux bi-1-tenseurs-1-spineurs-distributions,
contravariants en x, covariants en z', satisfaisant

(25.2) (Bu—32) GO~ (z, ') = 307 (x, 7')

et qui pour chaque x' ont leurs supporis respectivement dans &+ (z') ou &~ (z').
Le théoréme général d’unicité est encore naturellement valable ici.

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 1. 5
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Par un procédé identique & celui du paragraphe 20, on démontre que

(25.3) Go*E(z, &) = GYAF (T, x).
11 en résulte que les noyaux élémentaires satisfont aussi
<5.4) (Ar—2) GPP=(, 2) = 26 (2, ).

Le propagateur G (x, x') relatif a Dopérateur (A —¢2) sur les
vecteurs-spineurs est défini par la différence des deux noyaux élémen-
taires. Pour chaque 2’ il a son support dans &+ (z')u 6~ (z') et il vérifie
I’équation

(25.5) (Ar—¢?) G2 (x, ') = o,
ainsi que I'équation
(25.6) Ar—¢?) G¥(x', x) = o.

D’aprés (25.3), son adjoint de Dirac satisfait la relation
25.7) G (2, ) =— G (x, T').

b. Des relations satisfaites par les bispineurs de Dirac /2 et 2/,
on peut déduire des relations analogues relatives aux noyaux élémen-

taires et aux propagateurs. Soit G'/*"* (z, 2') les noyaux élémentaires
relatifs a4 'opérateur (A — A — ¢?) sur les 1-spineurs. On a

(25.8) (Ap— 7 —?) GV~ (g, 2') = S0/ (x, 7).

En effectuant le produit & gauche par v, des deux membres de (25.8),
il vient, compte tenu de (24.9) :

Ya(de— h— &%) GVAEVE(, ')
= (A, — &) | Yo GVENE(x, ') | = v, 202 (2, T),

soit d’aprés (17.8) :

(25.9) Be—) {Ya GEN=(, @) | = 330 (@, @) Y.
D’autre part, de (25.4) on déduit par produit & droite par v*,
(25.10) (Ae— ) { G5 (@, ') v | = 25 (x, ') Y.

De I'égalité des seconds membres de (25.9) et (25.10) et du théoréme
d’unicité, il résulte
(25.11) G (x, ') 7Y = vo GVENE (T, X).

Par différence, on en déduit que les propagateurs correspondants vérifient
la relation

(25.12) Gl (x, ') ¥ = Ya G2V (z, T).
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¢. De méme, a partir de (25.8), on déduit par dérivation covariante
en r, compte tenu de (24.11) :

Va(Ap—h—¢2) GU/2ME(x, 2')
= (A.—22) | Vo GM/EN=(x, o) | = V202 (2, 2'),
soit d’aprés (17.11) :
A.— ) { V. GYV5M=(x, ')} = V. 202 (x, 1) = 0, 202 (x, 2').
D’autre part de (25.4) on déduit par action de 9.,
(De— &) { 0 GPPI=(x, ') } = 00 2B (, Z').

De I'égalité des derniers membres des deux équations précédentes et du
théoréeme d’unicité, il résulte
(25.13) O G¥*E(x, ') = V. GYEN=(x, &),

Par différence, on en déduit pour les propagateurs correspondants,
la relation

(25.14) 8 GO (x, 2') = V. GU5N (z, ).
26. Les opérateurs du premier ordre dans la théorie de Rarita-
Schwinger.

a. Introduisons sur les vecteurs-i-spineurs contravariants de V,, des
opérateurs identiques formellement a ceux de Dirac :

(26.1) Ly =v*Vay

s L'z =v8Vgy + %

qui vérifient
(26.2) LL y=L'Ly=Q—:)y,

ou A est donné par (24.1) ou (24.2).
Si z est un vecteur-1-spineur covariant, nous posons de méme,
(26.3) Li=—(Vaiprd ), L'i=—(VaiyP—2).
Ces opérateurs vérifient
(26.4) LL:=LLi=0A—)5
ou A est donné par (24.3) ou (24.4).

Un raisonnement identique a4 celui du paragraphe 21 nous montre
que si lintersection S (y)nS (Z) des supports de y et ; est compacte,

(26.5) {Lys &0 =< Z:>
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et

(26.6) (L ey =<7 L%)

De plus relativement aux passages aux adjoints de Dirac, on a
(26.7) Ly=Ly

et

(26.8) Iy =17

b. Sur ces opérateurs, nous éfablirons le lemme suivant qui nous_sera
utile dans la suite :

LemME. — Si ¢ est un 1-spineur contravariant de V., on a

(26.9) L'yay =—vaLy—2V,d.

Dans les mémes conditions, les équations d’Einstein élant satisfaites, on a
' A

(26.10) L'Voy =V, L'y 4 gwp.
En effet,

L'vay =13 Vs(rad) + evat
soit, v étant a dérivée covariante nulle,
L'ay =312 Vg + evatb.
Des relations (8.2), on déduit
L'yay =—72 (Vg —ed) —2Vad,

ce qui est la relation (26.9).

De méme,
L'Vyb = 18VgV,y 4 eVo .

De I'identité de Ricci :
(VeVou—VaVg) b = iRm, 2877,
on déduit
L'Voy =v8V, Vg + Vo) 4 2Rm,am'3y)-yugp.
Soit, d’aprés I'identité (15.3) :
L'Vay =VaL'y + - Rugv*d.

Des équations d’Einstein, il résulte la relation (26. 10).
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c. Les résultats du paragraphe 22 — en particulier le théoréme d’uni-
cité — s’adaptent immédiatement au présent cas. Introduisons les
bi-1-tenseurs-1-spineurs contravariants en «, covariants en «’, définis par

(26.11)  S=(x, o) = L, GV *(x, 2') = Ly, G *(x, a').

Pour chaque z' ils ont leurs supports respectivement dans &+ (z')
ou & (z') et vérifient

(26.12) L. S¢r=(x, x') = A (x, 2'),
ce qui les caractérise. De plus, d’aprés (25.7) et (26.11) :
(26.13) SeRE (g, x') = S62=(x!, ).
A ces noyaux élémentaires correspond le propagateur
SeA(x, ') = S (x, ') — S+ (x, =)

qui est égal a

(26.14) S#2(z, 1) = L, G¥(x, 2') = L, G*? (z, x').
Notre propagateur vérifie les relations différentielles

(26.15) L. S*?(x, ') = o

et

(26.16) L. S#7 (z, ') = o.

En ce qui concerne I'adjoint de Dirac, on a

26.17) S (z, a') = — SO, @).

27. Les équations de la théorie de Rarita-Schwinger.

a. Sur la variété espace-temps munie d’une orientation temporelle et
d’une métrique satisfaisant aux équations d’Einstein :

(27.1) Rug = kz*gap (A = k&),

considérons le champ décrit par un vecteur-spineur contravariant j
satisfaisant aux équations de champ

(27.2) Lyg=o0
et
(27.3) 18ys=o.

De (27.2) on déduit par produit & gauche par 78,
1P Lys=v*v*Vayg— P us =— 1" Vays— 2V —eybyg = o,
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soit
YBLys=—1*Va(yByp) —eyBygp—2V*yu=o.

On voit que les équations de champ (27.2), (27.3) entrainent
(27.4) oy =—V%ya=o.

D’apres (26.7), I'adjoint de Dirac ¥ de y vérifie

(27.5) Lyg=
ainsi que
27.6) 7673 = o,

qui entrainent
oy =—V*y,=o.

b. Proposons-nous de construire pour ce champ un anticommu-
tateur [ya (x), o (x)]+, c’est-a-dire un bi-i-tenseur-i-spineur-distri-
bution X (z, «'), a valeurs scalaires, qui pour chaque 2’ a son support
dans &+(z')u &—(2'), vérifie

(27.7) X@,r) =X ( 2)
et satisfait en x les équations (27.2), (27.3) et en z' les équa-
tions (27.5), (27.6).

L’étude du champ correspondant en relativité restreinte nous conduit
a rechercher un anticommutateur de la forme

@7.8) Xaoo@a)=" i{ GO (z, ) + ava 6V (@, ') v

+ = ( « Vas G172

+ Va6 ) 4+ SV G, @) |
ol,, pour abréger, nous avons posé

(27.9) G (x, T') = G2 N(x, ') = G2+ (z, )

et ou a, b, ¢ sont trois constantes.

Pour déterminer ces constantes, nous allons d’abord vérifier (27.7)
et, a cet effet, évaluer les adjoints de Dirac des différents termes de X,

en négligeant le facteur lll Le premier terme s’écrit

L, G (x, o) = Sy (z, «')
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et d’apres (26.17) il vérifie la relation
(27.10) Si2 (', x) =— S§¥ (x, x').
28. Relation exprimant (27.7).

a. Cherchons I'adjoint de Dirac du coefficient de a, soit
TS @, @) = Ly (1 G (2, &) 7).
D’aprés (26.9) on a
T3 (@, ) =— Yo Lo G2 (x, ') yw— 2 Vo G2(x, ') Y,
soit
(28.1) Ty (x, ') =—v, S (x, x') Yo
+ 287y G“/'”(x, x’) Y— 2V, G(‘/‘-”(x, x’) Y.
En passant aux adjoints de Dirac a4 I'aide d’'un produit a gauche et a
droite par (8, il vient
TR @, &) =— o SV, @) v+ 2570 G (@, @) o+ 2700 V2 G (2, 2).
11 en résulte
(28.2) Tl (@, x) =+ 7L SV (x, ') Yoo
— 2y, GV (x, ') Y

272 Vi G (x, ).
b. Cherchons I’adjoint de Dirac du coefficient des ? soit
T3 @ @) = Ly {72 Vi 67 (@, @) + Vs G, @) 1.

D’apres (26.9) et (26.10), on a
2 (@, &) =—va Vi | Le G (@, ') | — 2V Voo Gz, ')

+ VS )t

22

=g G (@, @)
soit
(28.3) Tyl (x, *') =—o Vi SV (x, 2')
+ Vo SW2 (x, ') v + ?Ya GV (x, ')y
— oV, Vi GV (x, ') + 2¢v. Vo GV (x, ).
En passant de méme aux adjoints de Dirac, il vient
T%. (x, ') = Vo SV (x, &) Ya

- k52 -
VS, o) + Ky G (a, 2) Y

2
— 2V, Vi G2 (x, ') — 22 Vi G2 (, 2') Yau
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Il en résulte
(28.4) TYu(@, ) =— Vo SU2(x, ') o
1 Va8 (@ 2) — X5, g, 2
+ 2V Voo G2 (x, x') 4+ 22V, GY2(z, ') Yo,
¢. Cherchons enfin I’adjoint de Dirac du coefficient dee—c2 soit
T (x, ') = L, Vo Vi G (z, ).
D’aprés (26.10) il vient
(28.5) T (x, 2') = Vu Vu SV (z, 2') +

ke Vo G (3, ).

2

En passant aux adjoints de Dirac, on a

ke?
2

TS (x, ') = Vo Vo S22 (2, ') — =— ;0 G2 (x, x') Yo

Il en résulte

@28.6) TEL(@, ) =— VaVu S, @) + oV, G (@, ) Yo

2

d. On voit immédiatement que (27.7) sera vérifiée si le coefficient
de 1o Vi G2 4 V, Gi/Yvy,, dans X (z, ') — X (2/, x) est nul. On obtient
ainsi, pour traduire (27.7) la relation

28.7) —2a—|—2b—|—1—2{c=0.

29. Détermination de ’anticommutateur.

a. Il nous faut maintenant étudier si, par un choix convenable de a, b, c,
les équations de champ peuvent étre satisfaites, compte tenu de (27.7);
il nous faut vérifier d’'une part (27.2) en x ou (27.5) en z/, d’autre
part (27.3) en x ou (27.6) en 2.

Il est immédiat de vérifier (27.2) par rapport a x. En effet,
LoL, X =0 — )} 63+ ava Gy
+ 2T 6 Va6 o STV G
o G¥? et GU2 vérifient respectivement
Bz—¢) G*(z, ') =0

et ,
{ A;r'_(l + k) g2 } G“/z)(x, x/) = o.
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/

Des relations (24.9) et (24.11) il résulte que (27.2) est satisfaite quels
que soient a, b, c.

b. Cherchons a satisfaire (27.6) par rapport a x'. La relation
Xaw(x, )y =0

peut s’écrire, compte tenu de (25.12) et (25.14) :

@.1) Ly G —fays G+ D0y Gy

- 4_}’ Vo G2 E, V. Vi Gu/z».‘,‘,x} —o.
De
Sa/z2) (x’ x’) = wa G172 (-'1:, x’) =_(V)~/ G\/2 (1;, x’) Yl'_ : G/ (.’lf, x,))’

on tire
Vo G“/z)‘ﬂ' =z G/ — Su/),

(29.1) peut alors s’écrire

(29.2) L’l.{(l—[;a I WO DA L

V:x, G“/Z)
— f’«‘,x s Sy, s } =o.

Or, nous avons

L;],l (o VC — ‘{zL.r GV — oV, Gu/z)’
soit
(29.3) L vy GV =— vy SU2 + a5y, GV — 2V, G2,
De méme,
29.4) L,Va G = VoS4 K20 G,
D’autre part,
L;-‘;’oc RNV — a L,.S'*— oV, S/,
Or
LJC Swl/i\ — (Al_ 32) G‘l/'l) — ks-z Gu/z).
11 vient
(29.5) L vy SV =—kev, G'P— 2V, §V2,
Enfin
L.V, SV =V,L, S+ k;' vy S = VoL, S/ 4+ 0:V, S k:" vy S/,

11 en résulte

22

(29.6) L, V.S = kg {0 S 4 25V, SV 4 K22V, G2,




74 A. LICHNEROWICZ.
De ces calculs on déduit que I’équation (29.2) peut s’écrire

(29.) —<:—4a b+ ’5‘ c) a8 22 g G

g

+ { a(i—ha+ b)— @b —o) + kb} v GV

\

_q<pn4a+b4—§ﬁva@wu=a

Outre (28.7), les constantes a, b, ¢ sont donc astreintes aux équations

29.8) i—hat b+ e=o,
(29.9) 2b4+c=o0
et

2(1—4a+ b)—g(db—c) + kb = o.

Cette derniére équation est une conséquence triviale de (29.8)
et (29.9). Nous devons donc déterminer a, b, ¢ par les trois équa-
tions (28.7), (29.8), (29.9). On en déduit

2a—((2—kb=o
et
ba—(1—k)b=r1.

On obtient ainsi la solution unique

a— 27k e 1 e 2 .
EYCE ) T 3=k T3 —k
L’anticommutateur
(29.10) [« (2), 200 (@)

_ho / 2 —k . G/ r -
—;Lr{Gx/(x’x)+2(3_k)x1G (x’x).‘“

G 6@ )

+ Vo G, ) 10) — e Vo Vi GV (x, @)

G—B=
est donc rigoureusement compatible avec les équations de la théorie de
Rarita-Schwinger sur un espace d’Einstein. En relativité restreinte, il se
réduit, comme on le vérifie aisément, a I'anticommutateur introduit dans
la théorie de Rarita-Schwinger par TakaHasHI-Umezawa [16] et
VisconTi [17].
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. En ce qui concerne la conjugaison de charge, on établit comme au
paragraphe 21 :

(29.11) Ser(x, &'y = So (x, o).
De cette relation et de (20.14), (22.16), on déduit aisément par un
raisonnement analogue a celui du paragraphe 23 et en utilisant les iden-

tités (26.9) et (26.10) que notre anticommutateur est bien invariant par
conjugaison de charge.

V. — Théorie de Petiau-Duffin-Kemmer
(spin maximum 1).

30. Laplacien d’'un 2-spineur. — Dans cette section, nous nous
proposons de généraliser a un espace-temps V., muni d’une métrique
hyperbolique arbitraire, la classique théorie de PeTiau-DuFFIN-KEMMER
pour un champ de spin maximum 1. Un tel champ sera représenté par
un o-spineur ¢ de type (1, 1).

a. Si ¢ est un autre 2-spineur de méme type, nous désignons comme
d’habitude par

(30.1) (4> 9) = 500

leur produit contracté. Si lintersection des supports de ¢ et ¢ est
compacte, on a conformément aux notations du paragraphe 16 :

(30.2) {hod=| & 9)n

vy,

Les notions de 2-spineur-distribution et de dérivée covariante de ces
spineurs-distributions résultent des considérations du paragraphe 16.

Posons
(30.3) Py =v2Vay, Py =—Vyiyo

Il vient
(30.4) (P, 9) = v Vadigs = V¥ (eavardy) — ¥ Vagu i
Introduisons la forme linéaire W (J, ¢) définie par
Wa(ds 9) = 9avordi.
La formule (30.4) peut s’écrire
(30.5) (P, 9) =—3W(¥, 9) + (4, P9).



76 A. LICHNEROWICZ.

Si Fintersection des supports de ¢ et ¢ est compacte, on en déduit par
intégration sur V.,

(30.6) {PY, 9> =<4, Py,
P et P sont ainsi adjoints 'un de I'autre.
b. Evaluons I'opérateur du second ordre,
Py = 2BV, Vg
Par symétrisation et antisymmétrisation, il vient

Pty =—VeVod + =298 (Va Vg— V5 Vo) .

Or d’apreés l'identité de Ricci pour les spineurs,

(V“ VB - Vﬁ VO‘) ‘-!-’ = ZI; RML,:::B ‘;’)‘“{“kp -+ [ll R‘/.!\L,anJY)‘YP'.

I1 en résulte
Pry =— Ve,V — ¢ Rapun7* 137144 + ¢ Ragou 178 47

Soit, d’aprés I'identité (15.6) :

Py =—VeVed + iR‘P + g Ragon 17?4y v

Un calcul analogue conduit pour P*¢ a la méme expression. Nous
sommes ainsi conduits a introduire pour laplacien A d’'un 2-spineurl’opé-

rateur hyperbolique A = P* = P2, On a donc

30.7) Ay = 2BV, Vg = V, VgyBya

qui s’écrit aussi

(30.8) Ay =— VeV, + %Rq, + éRaB))#Y&TﬁLPT)\Yp..

Si ¢ et ¢ sont deux 2-spineurs de type (1, 1) dont 'infersection des
supports est compacte, on a, en vertu de (30.6) :

<P2KJJ, CP> =<4” p2<?>,
soit
(30.9) (A, ¢ = (Y, Ag ).
L’opérateur A est aufoadjoint.

c. En accord avec les considérations des paragraphes 18 et 19, on a

aE*y) =—@h s, aVug =V,ay.
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Il en résulte '
(30.10) aP=Pa.
De méme,
(i =red,  CTup=V.eh

11 en résulte
(30.11) ¢P = Pe.
De (30.10) on déduit

aAP*= P*A.

Le laplacien A = P* = P? vérifie donc les. relations

(30.12) aA =Aa
et
(30.13) CA = Ac.

31. Algeébre extérieure et 2-spineur.

a. L’algebre extérieure des formes de V, et le module des 2-spineurs
admettent, en tant que modules, un isomorphisme S défini de la maniére
suivante. A toute p-forme «”), faisons correspondre le 2-spineur

I
3l.1) SalPl= —yer. . . yPr ol

p! fp*

Si a est une forme non homogéne de V.,
(31.2) @ =Y al
p=0

et Sa se définit par linéarité.

Inversement, en le rapportant a la base définie par les produits de
matrices v distinctes, tout 2-spineur ¢ de type (1, 1) peut s’écrire d’une
maniére et d’une seule

4 &
I
(31.3) Lp:Ep_!Ym. tra) =Y Salr),
p=0

p="n

ou les al” sont des p-formes. Ainsi il existe une forme o et une seule
telle que

(1.4) § = Sa.

b. A Taide de I, on peut faire correspondre a « le 2-spineur cova-
riant T Sa. Etudions, pour la forme ) la symétrie du 2-spineur cova-
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riant I'Sal?). A cet effet, il suffit d’étudier la symétrie des 2-spineurs
de base
X{zl...pp — I‘YP"“')’PP,

ou les indices p;, ..., p, sont distincts. On a

(31.5) Ao =G TP e YO T

.

soit en inversant l'ordre des matrices v et compte tenu de (12.20)

pp—1
;

1P — 2 —1 7 ~rfarp—
A e B (/S G TR (e

D’aprés (12.8) on a, en élevant et abaissant les indices de sommation a
l’aide de T,
plp—=1
wytr=_(-1) *

+p—1
o Palp—1 ~PpTy
Yo YT e e PP 0

En comparant avec (31.5) il vient

plp+n

(31.6) xir=(=1 *

De (31.6) il résulte que pour p = 1, 2, le 2-spineur covariant I' Sa(?
est symétrique, tandis qu’il est symétrique pour p = 3, 4.

32. Relations entre opérateurs différentiels.

a. Evaluons pour la p-forme a»),

I
— s arf’ ~r0p (p)
PSar = pl Lyt Vel oL
Les indices p;, ..., p, sont tous différents. Distinguons les termes ou
Iindice o« ne prend aucune des valeurs de la permutation (o, ..., p,)
et ceux ou il prend 'une de ces valeurs

(32.1) PSa(l’)==;;~! vty Vaa)

APy lp

o
=

I
— L vE BV,
(P——I)! ! Y & P2 ..f
Les indices a, p,, ..., p, étant supposés distincts, on a, en introduisant
le tenseur d’antisymétrisation de Kronecker :

(32. ‘2) \{3"«{?1 - Tp}, —

I %04 Ppa,h DA
(p + I)! 8)\‘:...7\,,P1 Oe e TP
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En substituant cette expression dans le premier terme du second membre
de (32.1), il vient

PSalr

= T T

— Fm'{p’. . .YPPVad(p)“ Ps..pf
soit
PSa?) = Sdalr) ..I_ S oaln),

Par linéarité, on obtient ainsi la formule
(32.3) PSa = S(da + da).

b. Nous désignons par v l'opérateur sur les formes qui, a

&
o :2 )
p=0

fait correspondre

4
va :Z(_I)pa(p)_
p=0
11 est clair que

32.4) dy = —ud, o =—1v0.
Cela posé, évaluons pour la p-forme «!?),

T I

PSalr) =— ;ﬂ P L yPry Vg a(p) os®
En distinguant les termes ou I'indice « ne prend aucune des valeurs de
la permutation (p), ..., p,) et ceux ol il prend l'une de ces valeurs,
il vient

PSalp) =— (—I;I!)p Z TEYEL .Yppvadg.)..fin
LRI
(=0
T (p—)! TP P Ve, L,
soit, par un raisonnement identique au précédent
PSalp) = ( ) Y .Y)\]’(dyz(p))) ( ) ve. . YPpVaa(P)“ .
T 0! w BT p—l Pt

A Tl'aide de v, nous pouvons écrire

PSal?) = Spda'?) — Sp dalp)



8o A. LICHNEROWICZ.

Par linéarité, on obtient ainsi la formule
(32.5) PSa = Sv(do— 3a).

c. De (32.3) on déduit
P>Sa = PS(dx + da),
soit
P:Sa = S(d*a + doa + oda + 622),
Comme d* = 9* = o, nous obtenons
(32.6) P2Sa = §(dd + dd) 2,
soit la formule
32.7) ASa = SAa,
ou Az est le laplacien au sens de G. pE Ruam de la forme a.
De (32.5) on déduit de méme,
P2Sa = PSp(dx— o),
soit
P*Sa = S@dvde—vdvdx—uvdvdx + vovda).
On retrouve bien, compte tenu de (32.4),
P>Sa = S(ddx + ddx) = P2Sa = ASa.
Evaluons a l'aide de (32.3) et (32.5) :
PPSa = PSv(dx— da),
soit
PPSa == S(dvde — dv 0o + dv dx — v o).
De (32.4) il résulte
(32.8) PPSo = Sv(dda — dda).
On établit de méme que

(32.9) PPSa = Sv(ddx — dda) = PPSa.

d. Dans la présente théorie, nous sommes amenés a introduire les
opérateurs différentiels du premier ordre sur les 2-spineurs de type (1, 1),

(32.10) M=§@+ﬂ, N=é@—m.
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De (32.3) et (32.5) il résulte

(32.11) MS=§S{(1+v)d+(1—v),6;

NS = ;Si(l—v)d-l—:(r-!—v)ﬁ .

D’aprés (30.10) et (30.11) les opérateurs M et N vérifient

(32.12) aM=Ma@, AN =—Na&
et
(32.13) eM=Mec, é¢N =N¢e.

Evaluons le carré M2, Il vient

4M?= P?+ P4 PP + PP,

soit

(32.14) o M?= P2+ PP,

On obtient ainsi

(32.15) M‘ZS=§S{('1+U)d6 -|—(1——v)8d},
NS =1s)—)yds +(+ v)ad},

avec

(32.16) A= M:+ N,

Enfin

4NM = P>— P*— PP + PP,
Il vient ainsi
32.17) NM = MN = o.
On a d’aprés (32.16) :
M>= M@ —N?*)=(QA—N?)M.

On déduit ainsi de (32.17) les relations importantes

(32.18) M=MA =AM
et
(32.19) N3 = NA = AN,

BULL. SOC. MATH, — T. 92, FASC. 1.
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33. Le bi-2-spineur de Dirac.

a. Nous désignons par 2 (z, x') le bi-2-spineur de Dirac, de type (1, 1)
en = et x’, défini par

(33.1) (2@ ), (@) ) =9 (),

ou ¢ est de type (1, 1). Si s (z, «) désigne un des bi-1-spineurs introduits
au paragraphe 17, £ admet pour composantes

(33.2) 255 ((x, ') =858, d(x, ') = 65, 0, o (x, x').
L’adjoint de Dirac du bispineur X est donné par
3(r, ') = Q.. X(x, 7).
11 admet pour composantes
250 (x, 2) = BB 0. 07, BY BT 0 (),
soit en substituant & X ses composantes
34 (x, ') = BEp oL, 04, BY By 3 (x, x),
compte tenu de 3 = ¢, on obtient
Xz, ') = 8% sy o(x, ).
Nous avons ainsi la formule
(33.3) 3(x, ') = 2(, x').
Le conjugué de charge du bispineur X est donné par
S(x, 2') = CoCu X(, 7)
et admet pour composantes
S0 (T, ) = afal 24, (x, x')al of.
En substituant 4 X ses composantes, il vient
S T (X, ) = af o L 0 al af 3(x, '),
compte tenu de «*> = e, on obtient
(33.4) 3@, 2) = (@, 7).

b. 11 est possible d’exprimer X a I'aide des bi-p-formes de Dirac D
(§ 2) et de l'isomorphisme S. A cet effet, nous établirons une formule
auxiliaire concernant, pour r/, s’ fixés, la matrice en a, b,

405 oy,
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En rapportant cette matrice a la base constituée par des produits de
matrices vy distinctes, il vient

(33.5) 40087 = 1ul+ Y hual 4 o (12BN agh
1 - 1 Y A\n -
+ 37 ('\.'O‘T‘B ) PaBys 4_7 (YaYﬁY{Y'))‘Ha,Gﬁs',

ou les p. sont antisymétriques par rapport a leurs indices tensoriels.
Nous nous proposons d’évaluer ces coefficients. En prenant la trace par
rapport & a, b (notée Tr) des deux membres de (33.5), il vient

soit
33.6) P = 0%,

Multiplions a gauche les deux membres de (33.5) par 1, et prenons
ensuite la trace; on obtient

A& =Tr(npy") ps =— 4’
ou le second membre est sans sommation, soit
(33.7) s

Multiplions a gauche les deux membres de (33.5) par viy. (A 2 1) et
prenons la trace. Il vient (sans sommation)

Trsre

GCrre)e = Tr(yrey v*) paps =— 4 Ppt,
soit
(33.8) il =

(ryu)e
Pour les termes d’ordre 3, on a, par le méme procédé,
GOy r)e = Tr(nu v 1M 1H7Y) = bpaues

ou 4, p, v sont différents, soit
(33.9) Pawve =— (12 Yu7o)e -
Enfin pour les termes d’ordre 4,

GOy Yol = Ty w v Te YT 17 1) Buves = bitipvelrs
ou 2, 1, v, p sont différents, soit

(33 .1 0) H)\}va:: = (Y’A Ty ‘,/p);"'-
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On .a.ainsi la formule auxiliaire cherchée

@3.11) 438 =0T — 5 P vivar— 5 X (v (ave)l
1 azB
I a )
+37 2 i (rare 1)y

azxB#Y

1 Rl v 3\a , o
+r 2 Y e

aZ... A8

Nous sommes ainsi amenés a considérer
1 ’ 7
S8 DP) (2, ') = GT)E(YP‘- ) (Y e DY L (@, @)

En introduisant les composantes de ﬁ/’, il vient
I P ’
SeSeDP@ x) =y D (1 (e Yo w3 @ ).
P1#E.FEPp
En multipliant les deux membres de (33.11) par J (z, *') on obtient
I’expression désirée
plp+1)

(33.12) (2@, ) = S8 3 (—1) ¥ DO, @),

p=0

34. Noyaux élémentaires et propagateurs pour l'opérateur de
Klein-Gordon. — & désigne toujours l'ouvert introduit aux para-
graphes 4 et 20.

a. Relativement & 'opérateur de Klein-Gordon (A — ¢*) (= = Cte) sur
les 2-spineurs de type (1, 1) on déduit du méme raisonnement que dans
le cas tensoriel le résultat suivant : il existe dans QX £ deux noyaux
élémentaires B*(x, 2') de Uopérateur (A — ¢*), c’est-a-dire deux bi-2-ten-
seurs-distributions, de type (1, 1) en x et ', satisfaisant

(34.1) (Az—¢?) B=(x, 2') = Z(z, 2')

el qui, pour chaque z', ont leurs supports respectivement dans &+ (x')
ou & (z').

Le théoréme général d’unicité est bien entendu toujours valable.

Soit y un o-spineur de type (1, 1) & support compact. D’apres un
raisonnement identique a celui du paragraphe 20, toute solution & support
compact vers le futur, de 1’équation

(34.2) A—)d=y
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s’écrit nécessairement
$(@) =B @, 1), X(x) >
D’autre part le 2-spineur
b(@) = B~ (x, &), 1(x') >

répond manifestement & la question. On voit ainsi que le caractére auto-
adjoint de A entraine

(34.3) B*(x', ) = B¥(x, =')
et les noyaux élémentaires satisfont aussi
(34.4) (Ap— ) B=(z, 2') = 2(x, 2').
b. D’aprés (30.12) et (30.13), 'adjonction de Dirac et la conjugaison

de charge commutent avec I'opérateur A. Transformons I'équation (34. 1)
par adjonction de Dirac. Il vient

(Ar— ) A B*(z, 2') = A, 2 (zx, '),
soit par produit par &,
(A, —:) A A BE(x, ') = QA Az Z(, ).
I1 en résulte d’aprés (33.3) :
(Ar—¢?) B=(x, x') = 2 (, x').
Du théoréme d’unicité, on déduit
(34.5) B=(z, ') = B*(x, 2').

Transformons de méme (34. 1) par conjugaison de charge. Un raisonnement
identique donne

(Bo—e?) B=(z, 2') = 2(z, ')

et par suite :
(34.6) B=(z, ') = B=(z, ).

¢. Le propagateur B (z, x') relatif & l'opérateur (A —<*) sur les
2-spineurs est défini par la différence

B(z, ') = B~ (z, ') — B*(x, =)

des noyaux élémentaires. L’opérateur (A —¢?) étant autoadjoint,
ce propagateur est antisymétrique par rapport au couple (z, z'),

(34.7) B, 2) =— B(x, ¥).
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Comme le montre (34.3). Pour chaque z’, il a son support dans
&+ (x)u &~ (') et il vérifie I'équation

(34.8) (Ar— <) B(z, x') = o,
ainsi que
(34.9) Ay —<*) Bz, ') = o.

D’aprés (34.5) son adjoint de Dirac B satisfait
(34.10) B(, ') = B(z, )
et son conjugué de charge

(34.11) B, ') = B(z, ¥
d’aprés (34.6).

d. La formule (33.12) permet d’exprimer les noyaux élémentaires B+
et le propagateur B relatifs aux o-spineurs en fonction des noyaux
élémentaires G»)* et des propagateurs G”' relatifs aux p-formes tenso-
rielles.

D’apres (32.7), on a en effet,
(Ae—¢?) 8,80 GP* = 8,8, (A, — %) GP* = S, S, D(x, T').
De la forme (33.12) on déduit

¢ plp+)t
(Ax-—s‘l){er S. ¥ (—1) * G, x’)} =43z, T).
p=0
Ainsi
plp+1)

4B*(x, x') — S@«Sx/Z(—I) T GrE(x, x’)} — 0.

p=0

(Az—e¢%)

Du théoréme d’unicité, il résulte

(p =10

¢ P
(34.12) 4B*(x, x’)zsxsr,z(—l) T GrE(, @),

p=0

Par différence, on a pour les propagateurs la relation

&
plp+1)

(34.13) (B, ') = S: 8w D, (—1) * Gz, 2).

p=0
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35. Les équations de la théorie de Petiau-Duffin-Kemmer.

a. Sur la variété espace-temps V, munie d’une métrigue hyperbolique
arbitraire et d’'une orientation temporelle et admettant des champs de
spineurs, considérons le champ décrit par un 2-spineur ¢ de type (1, 1)
astreint a I’équation du champ

(35.1) M—:)y=o0 (= = Cte 2 0),

¢ étant différent de zéro, on déduit de (35. 1) par produit par N, en vertu
de (32.17) :

35.2) N =o

qui est ainsi une conséquence de I’équation de champ. Les équations (35. 1)
et (35.2) écrites sous la forme

(P+P)y=acy
et
(P—T))up=o

forment un systeme équivalent au systéme

(35.3) P—)b=v*V,b—cy=o0
et
35.4) (P—c)y =—Vydy*—ed = o,

en accord avec la méthode de fusion de Louis DE BrRoGLIE (*!).

En multipliant les deux membres de (35.3) par (P -+ ¢), on voit que
de I'équation de champ (35.1) il résulte que ¢ satisfait I'équation de
Klein-Gordon :

(35.5) A—=:2)d =o.

En multipliant par @ les deux membres de (35.1), on a d’aprés (32.12) :
M—:)ay =o.

1l résulte ainsi de I’équation de champ (35.1) que & vérifie

(35.6) M—:)d =o.

En transformant de méme (35.1) par conjugaison de charge, il vient
d’apres (32.13) :

35.7) M—:)cd=o.

(*') Louis pE BroGLIE utilise généralement une représentation du champ condui-
sant a4 I’équation de champ (N —z¢) ¢ = o.
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b. Dans la présente théorie, on représente souvent ¢ en terme de
matrice : 1X16 et I'on introduit pour représenter I'opérateur M, des
matrices 16X 16 notées 3* telles que

(35.8) By = (g — %)
avec abus de notation pour ¢.

On a ainsi
(35.9) My =52V, 4.

De (35.8) on déduit
I 8. v ) Y o
BRETY = 2 (YT — Py — iyt + 4yt
et par suite :
I Q “ a
(35.10) PHEPEYY = o (rryPy vy — Py
— YAy By TRy — yryBy).
Par échange de v et a, il vient
(35.11) PYBRprY = %(‘{YYSY“‘P'—YYY?‘ Yy — gy 4 gy
— Byt By Byt — dyr By,
Par addition de (35.10) et (35.11), on a
(35.12) (B*BEpYH+ BYLREHY
I n
=g Py + 17y ) d
— YR By — 2 P (T — )
—a @By — ) —2 g7 (P —¢yP) ).

N ~3 %Y a3
Pt Ty

Or
TR YTy = Ry — YRR gii
— «‘,zx«{[ ¥+ a‘,z.{y«{,’j_ 2 gozB Y42 g}'oz«‘,,fﬂ_
I1 en résulte
TR VBt = — 2 g2y T — 2 gryr 2 YR
En reportant dans (35.12), il vient
(58967 + BYBR BN Y =— g Ty — P
On voit ainsi que les matrices 3* satisfont aux relations classiques
(35.13) B B8 BT+ BV B = — (g7# 51 + g¥YB¥).

On pourrait en déduire — mais au prix de lourds calculs — la rela-
tion (32.18). Nous n’utiliserons pas ces notations dans la suite, mais
resteront fidéles aux notations intrinséques en termes d’opérateurs.
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36. Un lemme. — En vue de former le commutateur du champ
considéré, nous nous proposons d’établir le lemme suivant :

LemMe. — Pour le propagateur B (z, ') de Uopérateur Klein-Gordon,
on a la relation

(36.1) M.B(x, v') =— M. B(x', x) = M. B(z, «').
En effet, de (32.11) et de la formule (34.13), on déduit

‘ pp+1

4M.B(z, &) = ésl.sx,Z(--l)
p=0

= { (1 4 v2) dz G (x, ') + (1— 2) 02 GP)(z, T') ).

En explicitant la somme figurant au second membre, il vient

4M.B(x, ¥') = SuSu | — ds GV (7, T') — 3, G (z, ¥')
+ d, GO (x, ') + 0. GW (x, ') |,

soit d’aprés la relation (6.3) :
(36.2) 4M.B(x,2') = S.S» | —(d.+ d») GV (x, x')
+ (d2+ dv) G®) (z, ') |.
En échangeant les variables x et ' on obtient
(36.3) 4M.B(, x) = S:Sv{—(dx+ d) GV (', )
+ (dx +dx) GOV (2, ) }.
De I'antisymétrie des G'” (z, «') par rapport & x et z/, il résulte ainsi

MTB(x, x’) :—M.L"B(x,’ I),

ce qui établit le lemme.

37. Commutateur du champ de Petiau-Duffin-Kemmer.

a. Proposons-nous de construire, pour le champ étudié, un commu-
tateur [ (), ¥ (2)]. Relativement a 'adjonction de Dirac, on doit avoir

[V@), $@)] = [T @), $@)] =—[4@), T@)].

Le commutateur cherché est donc un bi-2-spineur-distribution X (z, ')
a valeurs scalaires, qui, pour chacue z', a son support dans &+ (x")u &~ ('),
vérifie
(37.1) X(x, 2') =— X(2, 2)

et satisfait en x ’équation (35.1), en 2’ I'équation (35.6).
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L’étude du champ de Petiau sur 'espace-temps de Minkowski a conduit
TakanasHr et Umezawa ([16)] & construire un commutateur qui se
généralise de maniére naturelle sur un espace-temps courbe selon

(37.2) X(@, )= & (M +1 M;) B, ),

oit B est le propagateur étudié relatif & I'opérateur de Klein-Gordon.
Le coefficient k sera choisi par la suite.

b. La condition de support est manifestement remplie. Montrons
que (37.2) vérifie la condition d’adjonction (37.1); @ commutant
avec M, il vient

X, ) = 4. An X (z, ') = 1;—<Ml.+ lM) a.,a, Bz, '),
soit d’aprés (34.10) :

X@, o) = X (Mi,,.+ §M> B, ) = Il‘ <M + 1 M> B(z, ).

i
Du lemme du paragraphe 36, il résulte

M.B(z, ') =— M. B(x', x)
et
M2B(x, ') = M. M. Bz, ') = M. M.B(z, ') =— M. B(x', x).

Ainsi
X(x, t)=— % <M + 1Mz > B, ) =— X (2, ),
ce qui établit (37.1).
c. (37.2) vérifie (37.1) :
(Mo—e) X(x, ¥) = El (M:— =M,) B(x, ).
De (32.18) il résulte
(Mo— ) X (z, 7') — fl M.(As— ) B(z, ¥') — o.

De méme (37.2) vérifie I'équation du champ en z’. On a en effet,
d’apres le lemme,

X(, 7') = I;<M+ ! M:) B, @)
et par suite :

(Mxl"—— S) X (x, x/) = ’El M:U’ (Aﬂ:' - 32) B(x’ x,) = 0.
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d. Pour un 2-spineur de type (1, 1), on a
cay — aflfa — Badal —acy,
Il en résulte
(37.3)  [exd @), Co b @] = [e:d (@), e b @)] = [$ (@), §@)]-.

Transformons (37.2) par conjugaison de charge. Il vient, ¢ et M
commutant,

}c((x, ) =CrCrX(x, 2') = I{(Mr + £Mi) C.Cyr B(x, 2')
soit d’apres (34.11) :

616  X@e)= (Mot 1) B w)
- ’f (Mx + §M> B, ') = X(, ).
Ainsi la formule

(37.5) @ $@)] = { (Mo+ 1 M2) B @)
donne par conjugaison de charge d’aprés (37.3) et (37.4) :
[e.4 @), S 0@)] = § (M. + 1 M) B@, o).

Cette formule nous fournit donc un commutateur rigoureusement
compatible avec I’équation de champ (35.1), invariant par conjugaison
de charge et se réduisant dans le cas de I’espace-temps de Minkowski au
commutateur de Takahashi et Umezawa.

38. Expression des équations de champ en termes tensoriels. —
Au lieu d’étre représenté par le spineur ¢, le champ étudié peut étre
représenté par la forme o telle que

q) =5 Sa ] SE a(P).
p=0

D’aprés (32.11) 'équation de champ
38.1) My =z

peut étre alors mise sous la forme

& 4
I

@38.2) - D {(—(—1))dal? 4 (14 (—1))dalr)] =Y ol

p=0 P=0
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En identifiant dans (38.2) les termes de méme degré, il vient

(38.3) al”) = o,
(38.4) Sl = zalt),
(38.5) da) = a2,
(386) Oal%) = zald),
38.7) dal®) = zal¥),
De (38.4) et (38.5) il résulte

(38.8) odalV) = g2all)

qui a la forme (7.1). De (38.6) et (38.7) il résulte de méme,
(38.9) doa®) = g2,

Les équations (38.8) et (38.9) correspondent respectivement a une
particule de spin 1 et a une particule de spin o.

L’équation (38.1) entraine
Ny =o
qui s’écrit d’apres (32.11) :
&

LN () e (1) g =,

p=0
soit

(38.10) da'" = o, dall) = o, dal?) = o, dald) = o, dal*) = o
qui sont bien des conséquences triviales du systéme (38.3), ..., (38.7).

39. Expression du commutateur en termes tensoriels.

a. Nous nous proposons d’expliciter le commutateur (37.5) en termes
tensoriels. A cet effet nous commencerons par expliciter le premier
membre. De

I P
V@) = Syl

p=0
on déduit
~ O I o ~ "
Y =3 v T
p=0
Par suite :
T I ~ ~r *
V@) =2 5T By,
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soit, d’apres la formule (11.10) et compte tenu de 3* =e,

10 =3 EY oy

s pl - P0°
p=0

En modifiant I'ordre des indices, compte tenu de I'antisymétrie, on a

pip+1)

Y@= 2@@2 FIRARER L A

p=0
Ainsi I'adjoint de Dirac de
39.1) Y= SZ ala)
n’est autre que

_ v rr+1)
(39.2) g=8¥(—1 7 "
et -

rr+1

39.3)  [4@), I@)] =SeSu X (—1) * [27(@), 2" @)].

b. Pour le second membre,
X(x, 2') = <M -+ - M">B(x, x),

on a d’aprés (32.11), (32. 15) et la formule (34.13) :

pip+1
8X(x, ) = —S Sx,Z(— [) 2

=0

xm~emwmwm+eww

pp+1
+ S—l.sxsx,Z(—l) :
p=0
X (14 (—1)) di 02 G + (1— (—1)7) 0 da G},
D’aprés (37.5) on a donc
(39.4) [« (@), 27" (x")] = o
pour ¢ =r—u1, r, r + 1.
Pour ¢ = r il vient

(1@, 27 (@)] = o | (1 (1)) e G 4 (1— (1)) o e G,
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formule qui peut s’écrire

(39.5) (2@, @7 @) = 11— @+ S a0, 60,

Pour ¢ =(r + 1), on a

(39.6) [atr+1) (), a7 (2)] = k I—ﬂd,,. G\,
4i 2

Pour ¢ = (r — 1), il vient enfin

(39.7) [ar@, @) = 5 E Do

qui, compte tenu de (6.3), ne différe pas de la formule (39.6).
Pour r = 1, (39.5) donne

[l (), 2 ()] = —( W— 5 d, du G).

En comparant avec (7.4), on est amené & prendre

ke ___h
A
c’est-a-dire
(39.8) Jo—— 4R

<

La relation (39.5) peut s’écrire pour r = o, 1, 2, 3, 4 :

(39.9) [« (x), a®*(x)] = o,

(39. 10) [ @), ol (z')] =— ?<G“>— Ld.d, G“)>

(39.11) [2 @), 2" (@')] = — li d.dw GV,

G9.1) (@, @) = (60— Edud GO,
E

(39.13) [ (x), ¥ (2')] = — + d.y 82 GV =—?G<“.

Quant a (39.6) elle peut s’écrire
(39.14) [a)(x), 29" (x)] = o,

(39.15) [ (@), o' ()] = — iﬁcdl_ Gn—_1n

=~ 6. GO,
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(39.16) [a® (@), 2" (@)] = o,

(39.17) [ (x), 2" (2')] = — l.h—sdx G =— % 3o GV,

I1 est clair que ces commutateurs sont rigoureusement compatibles avec
les équations du paragraphe 38.

40. Autre représentation du champ.
a. Désignons par 2 la matrice définie, pour des repéres directs, par
A=yt
Cette matrice anticommute avec toute matrice %,
(40.1) M+ y*h=o0

et est telle que
(40.2) R=—e.

On vérifie immédiatement qu’on a

plp—1
(40.3) Mowe - oy = ((_1) p;l Mo om0 {0 YO
et par suite :

pp+)
(40.4) Yoo - Toph = ((_41) p;l Ny ppOar. Gy Ve o YO

b. A tout tenseur-2-spineur ¢ de type (1, 1), nous pouvons faire
correspondre le tenseur-spineur de méme type

@Y =
ainsi que le tenseur-spineur

By =,
@ et 63 définissent deux automorphismes du module des tenseurs-spineurs
envisagés. Evaluons pour un o-spineur ¢ de type (1, 1) :

Vo By = 0o (M) — Cwm“w + 7 wa Ayt

soit

7 Cla My e,

VoBY =1 0day — /{Cﬁwfww -+ i
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On obtient
(40.5) Vo3 = ®BY,
et de méme,
(40.6) Vo =®BY,.

On en déduit

BPY = kp*Val =— 11 Vad) =—12Va(BY) = — PR}
et
BPY =12V, §) = v*V,BY = P@BY.

Ainsi
(40.7) ’ BP =—Pa, ®P = Pa.
On a de méme,
(40.8) ®P=P®», ®P=—Pa,

On en déduit
@M = -&(P+P)=—>(P—P)3=—Na.

On obtient ainsi

(40.9) BM =—Na, BN =—MGad.
De méme,
(40.10) @M = NG®, ®N = Ma.

¢. Transformons @¢ par adjonction de Dirac. Il vient
ady = BJ 78 = BIpL = Bay.
Ainsi
(40.11) a® = Ba,  ae = aAa,
En ce qui concerne la conjugaison de charge, on a d’apres (12.7) :

CHRY = alY'a = hal*a = BEY.
Ainsi
(40.12) CHR=qBC, CB=0a0C.

d. Proposons-nous d’établir le lemme suivant :

LemME. — Si B (x, «') est le propagateur relatif a Uopérateur de Klein-
Gordon, on a
(40.13) 3, B B(x, ') =— B(z, ).

En effet les noyaux élémentaires B* (z, 2) de (A — ¢?) satisfont

(40.14) (A,— ¢?) B*(z, ') = (x, ).
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De (40.7) il résulte que @3, commute avec A, = P.. Par suite le produit
par 03,03, du premier membre de (40.14) s’écrit

(A.L‘_ 32) 03.1’.‘51:’ Bi (x, x/).
En ce qui concerne le second membre, on a d’aprés (40.2) :
(@B, 03 2(x, ') |50 = 20 8% 85 07 3 (x, )

= 144% 0y o(x, ') =— 0% 9y o (x, ).

On a donc _
3B, B2, v)=—2(x, T').
De B
QAr—e) BB B*(x, ') =— Z(x, T')
et du théoréme d’unicité, on déduit
(40.15) @, B, B*(z, ') =— B*(x, ¥').
Par différence, on obtient (40.13), ce qui démontre le lemme :
e. Effectuons le produit par ¢3 de I’équation de champ (35.1) soit
BM—:)y=o.

Il vient d’aprés (40.9) :
(40.16) N+ )iy =o.
Représentons le champ envisagé non par ¢, mais par é{. On est conduit
a adopter (40.16) pour équation de champ.

Evaluons le commutateur correspondant. D’aprés (40.11) :
[Bed (@), Quwdod(@)] = [Bod (@), Bod@)].
Le produit par 63,3, des deux membres de (37.1) donne, d’aprés (40. ),
[ 4@, ®A@] =— § (N.— TNy ) 0.8 B o)
soit, d’aprés le lemme précédent

@0.17)  [@.0(), B l@)] = i-‘ <N,;— ! N> B(, o).

Nous avons ainsi obtenu la forme du commutateur dans la nouvelle
représentation du champ.

41. Représentation tensorielle correspondante.

a. De (40.3) et (40.4) on déduit aisément la forme de la représen-
tation tensorielle de ¢ et de @3{¢. De

&
4} =2 I!‘\’o ce e alP) Br@aefp,
p 11 13

p=0
BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC.

-~
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on déduit

k
I 1
(ka = 2 p_! )\.},Px‘ . ‘«‘/p"a(l’){hu-. ’

pip—1

— § 2
21()1 (4) P)! "o PpOi q_pal')Pl...pFth. . -Tq‘_P
soit
I"P 1)
(GL‘P 2 ((4 p)l '«‘/0'1 . '7/.—, (* a(p) e
Si
(40. l) q/ = SE alm),
on obtient ainsi
[Hp 1)
(41.2) BY = 52 (—1) T (kai”)
p=0
et de méme,
prip+1) (p+1)
(41.3) U?yl.P Sz (—I) T (% o),
p=0

Ainsi I'introduction de @3 ou @ correspond au signe prés a I'introduction
de 'opérateur %.

b. Des formules (41.2) et (41.3) on déduit aisément le lemme du
paragraphe 40. De

plp+1

4B(x, 2) = erD (—1) T GV, ),
p=0
il résulte d’aprés ces formules
pip—n
4(3 (31/B(x xl) =S, S 2("‘1) P K G(/’)(xa x,)9
p=0

soit d’aprées (6.4) :

_ ‘ plp—1
(@B BB, &) =— S, S F(—1) T G(x, ).

pP=0
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En posant 4 — p = ¢, il vient

&

qlg+1)

— — gg+t
(B, ®B.B(x, 2') =— S, S""Z(_‘) TG (x, x),
q=0

ce qui donne la formule (40.13).

BIBLIOGRAPHIE.

{1] BocorLjuBov (N. N.) et Simkov D. V.). — Introduction a la théorie quantique
des champs. — Paris, Dunod, 1960 (Travaux et Recherches mathématiques, 5)«

{2] Brunat (Yvonne). — Propagateurs et solutions d’équations homogénes hyper-
boliques, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 251, 1960, p. 29-31.

{3] pE BrocuiE (Louis). — Théorie générale des particules & spin, 2¢ édition. —
Paris, Gauthier-Villars, 1954.

{4] DurFrFIN (R. J.). — On the characteristic matrices of covariant systems, Phys. Rev.,
t. 54, 1938, p. 1114.

{5] HAEFLIGER (André). — Sur P’extension du groupe structural d’un espace fibré,
C. R. Acad. Sc. Paris, t. 243, 1956, p. 558-560.

[6] KasTLER (Daniel). — Infroduction a Uélectrodynamique quantique. — Paris,
Dunod, 1961 (Travaux et Recherches mathématiques, 6).

[7] KemMMER (N.). — The particle aspect of meson theory, Proc. Royal Soc., Series A,
t. 173, 1939, p. 91-116.

[8] LErAY (Jean). — Hyperbolic differential equations. — Princeton, Princeton Univer-
sity Press, 1952 (multigraphié).

[9] LiceaNneRrowIcz (André). — Propagateurs et commutateurs en relativité générale.
— Paris, Presses universitaires de France, 1961 (Institut des hautes Etudes
scientifiques, Publications mathématiques, 10).

{10] LicuNErRowiIcZ (André). — Propagateurs antisymétriques en relativité générale,
Quantification du champ électromagnétique dans le vide, C. R. Acad. Sc.
Paris, t. 249, 1959, p. 1329-1331; Sur la quantification du champ de gravi-
tation pour un espace-temps a courbure constante, C. R. Acad. Sc. Paris,
t. 249, 1959, p. 2287-2289; Sur la quantification du champ de gravitation,
C. R. Acad. Sc. Paris, t. 250, 1960, p. 3122-3124.

[11] LicaNnerowicz (André). — Anticommutateur du champ spinoriel en relativité

{12]
{13]

[14]

générale, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 252, 1961, p. 3742-3744; Sur la quantifi-
cation du champ correspondant au spin 3/2 sur un espace d’Einstein, C. R.
Acad. Sc. Paris, t. 253, 1961, p. 940-942; Théorie de Petiau-Duffin-Kemmer
en relativité générale, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 253, 1961, p. 983-985.

LicHaNErowIcz (André). — Les spineurs en relativité générale, Seminario di
Matematica, Bari, 1962.

LicHNEROWICZ (André). — Laplacien et spineurs, Aff. Accad. naz. dei Lincei,
Rendiconti, t. 33,fasc.5, 1962.

PeTtiavu (Gérard). — Contribution & I’étude des équations d’ondes corpusculaires,
Acad. royale Belg., Cl. Sc. math., Mémoires, 2¢ série, t. 16, n° 2, 118 pages
(Thése Sc. math., Paris, 1936).

-~



100 A. LICHNEROWICZ.

[15] Rarita (W.) and SCEWINGER (J.). — On a theory of particles with half-integral
spin, Phys. Rev., t. 60, 1941, p. 61.

[16] TakarasHI (Y.) and Umezawa (H.). — The general theory of the interaction
representation, I., Progress theor. Phys., t. 9, 1953, p. 14-32.
[17] VisconTI fA.). — Théorie quantique des champs, Tome 1. — Paris, Gauthier-

Villars, 1961 (Traité de Physique théorique et de Physique mathématique, 14).

(Manuscrit regu le 22 mai 1963.)

André LICHNEROWICZ,
Professeur au Colléege de France,
6, avenue Paul-Appell,
Paris (14¢).



