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162 M. KAROUBI.

INTRODUCTION.

Comme ’ont montré Atiyah, Bott et Shapiro [6], les algébres de Clifford
semblent jouer un réle important en K-théorie. En particulier, « I'iso-
morphisme de Thom » en K-théorie réelle trouve 13, sans doute, son cadre
le plus naturel. Cependant, plusieurs points de [6] restaient encore obscurs.
Les groupes d’homotopie stables du groupe orthogonal étaient isomorphes
a certains groupes A, assez mystérieux. L’isomorphisme de Thom était
démontré seulement pour des fibrés de rang multiple de 8 et il apparaissait
que cette restriction était inutile. D’autre part, comme on I'avait déja
remarqué dans [6], le calcul du groupe KO d’espaces projectifs réels
ne pouvait se faire aisément qu’en ayant a sa disposition une « bonne »
définition des foncteurs KO" pour n > o.

Une premiére tentative d’explication de ces phénoménes fut entreprise
par Wood [25] qui attacha certains invariants a une algébre de Banach
Z,-graduée. En appliquant ses résultats a l’algébre de Clifford de R”
(muni d’une forme quadratique définie négative), Wood en déduisait les
théorémes de périodicité de Bott. Cependant, le travail de Wood, bien
qu’apportant déja une certaine simplification, ne répondait pas a toutes
les questions posées plus haut.

L’origine de ces difficultés provenait du fait que la définition des
groupes K" due a Atiyah et Hirzebruch [7] était inadaptée aux besoins
de la cause. Dans cet article, nous avons donné une nouvelle définition,
d’esprit tout différent, ou interviennent encore les algébres de Clifford.
Avec ce point de vue, la périodicité des groupes K" (2 dans le cas complexe
et 8 dans le cas réel) est évidente car elle résulte de la « périodicité » corres-
pondante des algébres de Clifford. Nous espérons que cet article convaincra
les spécialistes de K-théorie du bien-fondé de cette définition.

Le théoréme fondamental de ce travail exprime, si I'on veut, que les
deux définitions des groupes K" sont équivalentes. Ceci est, en fait, une
nouvelle version des théorémes de périodicité de Bott. De maniére
précise, considérons un fibré vectoriel V, de base compacte X, muni
d’une forme quadratique définie positive. On associe a ce fibré un
groupe K”(X) qui peut étre interprété comme un groupe K a coefficients
dans un certain « systéme local ». Lorsque le fibré V est spinoriel, ce systéme
local est trivial et le groupe correspondant est isomorphe a K(X)
(n = rang V). On définit maintenant un homomorphisme fondamental

t: K'(X)—>K(B(V),S(V)),
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ou B(V) [resp. S(V)] est le fibré en boules (resp. en sphéres) de V, dont
on montre que c’est un isomorphisme [th. (2.2.1)]. Cet homomorphisme ¢
généralise ’homomorphisme « du théoréme 11.5 de [6]. Bien entendu,
on retrouve ainsi comme cas particulier le théoréme d’isomorphisme de

Thom de [6]. En fait, on démontre un peu plus : le groupe K(B(V),

S(V)) (qui est isomorphe, comme on sait, au groupe K de D’espace
de Thom de V) ne dépend que des deux premiéres classes de Stiefel-

Whitney de V.

Le point de vue adopté nous ameéne aussi a développer des applications
nombreuses et variées qui sont passées en revue plus loin. Par exemple,
avec ces nouvelles techniques, on calcule aisément les groupes KO et Ksp

- d’espaces projectifs réels. Ceci permet de retrouver les résultats d’Adams [1]

de maniére plus simple.

Parlons maintenant d’un certain formalisme que nous avons été contraint
d’adopter ici. Comme 1l est bien connu, la K-théorie d’Atiyah et Hirzebruch
admet plusieurs généralisations et raffinements qui se sont développés ces
derniéres années : théories KC ou KSC ([2] [15]), K. [8], KR [4], etc. Dans
cet article ou ’on remet en question des notions fondamentales comme la
définition des groupes K", il était nécessaire de trouver une certaine unité
a ces « théories ». Ceci permettrait au moins de distinguer les résultats
qui sont vrais pour toutes ces théories de ceux qui sont des traits
typiques de quelques-unes d’entre elles seulement. De fait, si I'on remonte
aux sources de la K-théorie, on trouve le groupe de Grothendieck d’une
catégorie additive. On pouvait donc chercher 4 définir des groupes K"
de catégories additives qui donneraient comme cas particuliers les
groupes K" qu’on connait et qui jouiraient de certaines propriétés « cohomo-
logiques ». Malheureusement, ce probléme (s’il admet une solution) semble
trés difficile. En fait, les objets avec lesquels nous travaillerons seront des
catégories additives munies de structures topologiques appropriées : les
« catégories de Banach ». Une telle catégorie est grosso modo une caté-
gorie additive ou l’ensemble des morphismes de mémes source et but
est muni d’une structure d’espace de Banach. Pour les catégories de
Banach, on pourra définir des groupes K" et démontrer des propriétés non
triviales qui généraliseront les résultats d’Atiyah, Hirzebruch et Wood.
Cependant, que le lecteur non averti se rassure : ceci n’est pas un traité
sur les catégories et peu de choses est supposé connu, I'auteur insistant
surtout sur le coté topologique de la question. Si certains sorites n’ont pu
étre évités, ce sont uniquement ceux destinés a démontrer les théorémes
fondamentaux ou quelques applications. ‘

Ce travail est divisé en trois chapitres dont nous allons maintenant
détailler le contenu.
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Le premier chapitre est purement technique et contient les notions de
base qui serviront dans les chapitres suivants. On pourra donc le lire assez
rapidement, quitte a y revenir par la suite. Les propriétés élémentaires des
algébres de Clifford y sont plus développées que dans [6]. L’innovation
essentielle est ici la considération des algebres de Clifford relatives a une
forme quadratique (non dégénérée) quelconque. Celles-ci interviennent
naturellement dans la définition des groupes K" pour n de signe arbi-
traire. A une telle algébre est associé un groupe, noté Spin (p, q), qui est
un revétement a deux feuillets de SO (p, ¢) de la méme maniére que Spin (n)
est un revétement de SO(n). Les catégories de Banach apparaissent au
deuxiéme paragraphe ou, avec les définitions générales, de nombreux
exemples sont donnés. La notion essentielle mise en valeur est celle de
« famille continue de catégories de Banach » qui représente plus ou moins
’aspect. « faisceautique » de la K-théorie. Ainsi K”(X) peut étre interprété
comme le groupe K a coefficients dans un certain « faisceau ». On a des
interprétations analogues pour les foncteurs K; KR, etc. Le dernier
paragraphe donne les définitions du groupe de Grothendieck d’une
catégorie, d’un foncteur, d’une « grille carrée ». Le théoréme (1.3.9) est
important; il nous servira pour la construction de la théorie cohomolo-
gique K"(X, Y) donnée au paragraphe 2.3. Dans les applications, la propo-
sition (1.3.12), qui est une forme raffinée de I'axiome d’excision, nous
sera aussl trés utile, notamment pour pouvoir écrire des suites de Mayer-
Vietoris. D’autre part, la proposition (1.3.4) (qui exprime que le groupe
de Grothendieck d’une catégorie additive est une limite inductive de
groupes K d’anneaux convenables), bien que de démonstration facile,
ne semble pas étre connue. Elle nous sera précieuse lorsqu’on voudra
calculer les groupes K" d’une catégorie de Banach de dimension finie
[i.e. ou Hom(M, N) est un espace vectoriel de dimension finie; cf.
prop. (2.3.15)]. <

Dans le deuxiéme chapitre, nous développons ce qu’on peut appeler
la « cohomologie des catégories de Banach » (). On y définit les
groupes K"(X, Y) [plus généralement K"(9), ou ¢ est un foncteur entre
deux catégories de Banach jouissant de certaines propriétés] comme le
groupe K d’une grille carrée particuliére. En fait, K"(X, Y) satisfait a une
propriété universelle analogue a celle du groupe de Grothendieck
[prop. (2.1.14)]. On montre aussi que les K" sont périodiques et que K°
est le foncteur K usuel. Dans le paragraphe 2.2 se trouve la démonstration
du théoréme fondamental cité plus haut. On utilise ici des. techniques
d’approximation déja éprouvées par Atiyah, Bott et Wood; I’esprit de la

(') Le mot « homologie » serait plus juste mais nous préférons cette terminologie eu égard
a l'origine « géométrique » de la K-théorie.
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démonstration est cependant différent. Dans le paragraphe 2.3, on établit
enfin les théorémes de « périodicité » de Bott non classique [th. (2.3.1)]
et classiques [th. (2.3.2), (2.3.3); prop. (2.3.6) et (2.3.7)] sous une forme
plus générale. La proposition (2.3.8) permet de faire le lien entre notre
travail et celui de Wood. Dans ce contexte, la simple connaissance des
algebres de Clifford permet le calcul des groupes d’homotopie stables du
groupe orthogonal. Le point essentiel est ici le fait que le groupe K* d’une
catégorie de dimension finie est nul [prop. (2.3.14)]. Enfin, le chapitre
se termine par une étude succincte des structures multiplicatives en
K-théorie. Malheureusement, nous n’avons pas réussi a trouver de formules
de multiplication simples avec notre définition des groupes K", notamment
pour les valeurs impaires de n. Cependant quelques formules sont nouvelles

[prop. (2.4.1), (2.4.2), etc.].

Dans le chapitre III, en appliquant les 1dées précédentes, nous
obtenons des résultats qui complétent en de nombreux points ceux
de ([2], [4], [6], [8]). Le théoréme de Thom en K-théorie est démontré sans
restriction sur le rang [th. (3.1.4)]; notons qu’ici notre définition des
groupes K" pour n positif est essentielle, notamment pour démontrer la
« multiplicativité » de la classe de Thom. Des raffinements divers sont
donnés [cor. (3.1.10), prop. (3.1.12)]; on démontre par exemple un
isomorphisme de Thom pour des fibrés réels orientés (sans hypotheéses
spinorielles) en K-théorie modZ,, n impair. Enfin, la proposition (3.1.12)
fait le lien entre notre travail et celui d’Atiyah, Bott et Shapiro [6]. Dans
le paragraphe 1.2, nous calculons les groupes KU, KO et Ksp de fibrés
projectifs réels. En particulier, si le fibré V est spinoriel, nous montrons
que ce groupe ne dépend que du rang de V (il n’en est pas de méme, bien
entendu, en ce qui concerne les structures multiplicatives). Si la base de V
est réduite & un point, nous retrouvons pour KO et KU les résultats
d’Adams, comme il a été annoncé plus haut. Dans le paragraphe 3.3,
nous montrons comment la théorie KR d’Atiyah [4] s’insére dans notre
cadre général. On démontre aussi de nouveaux résultats [cor. (3.3.8)
et (3.3.9) notamment], ce qui permet de donner un sens au groupe
« K(B(V), S(V)) » lorsque la forme quadratique non dégénérée sur V
n’est plus nécessairement positive. On calcule également le groupe KR
d’espaces projectifs réels munis de certaines involutions. Ces résultats sont
appliqués dans le paragraphe 3.4 ot nous retrouvons les suites exactes
d’Anderson dans le cadre général des catégories de Banach [th. (3.4.7)].
L’introduction des catégories de Banach a ce stade n’est pas seulement
esthétique. Par exemple, la méthode d’Anderson ne permet pas de démon-
trer une suite exacte du type

o> KUB (X)) > KO (X)) @ Kspt (X) — KC&(X) = KUZ™ (X) —. ..
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en K-théorie équivalente. Nous pouvons ainsi étendre le théoréme de
Segal K;(X) ~ K(X,) en K-théorie réelle [th. (3.4.19)] (*). Enfin, nous
démontrons dans le paragraphe 3.5 deux « théorémes de Thom» en K-théorie
équivariante [th. (3.5.5) et (3.5.12)] en utilisant pour le second certains
résultats récents d’Atiyah [8]. En particulier, si V est un fibré réel G-spinoriel
de rang n, KO, (X) est isomorphe & KO, (B(V), S(V)).

Les résultats essentiels contenus dans cet article ont été résumés dans
trois Notes aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences [18].

Pour conclure, je tiens a remercier MM. les Professeurs H. Cartan
et W. Shih qui m’ont aidé a comprendre la K-théorie durant leurs
séminaires respectifs ainsi que M. le Professeur J.-P. Serre qui a accepté
de me donner un second sujet de thése. Je remercie aussi M. le Professeur
A. Grothendieck pour l'intérét constant qu’il a porté & mon travail et
pour ses critiques pertinentes responsables pour une bonne part du point
de vue général adopté ici. Enfin, quill me soit permis d’exprimer ma
gratitude envers I’Institut des Hautes Etudes Scientifiques pour son aide
matérielle qui a contribué a la bonne fin de ce manuscrit.

CHAPITRE L

NoTIONS PRELIMINAIRES.

1.1. Algeébres de Clifford.

Soient k un corps commutatif, V un k-espace vectoriel et Q une forme

quadratique sur V. Soit T(V)= 2 T‘(V) Palgébre tensorielle de V
et soit I(Q) 'idéal bilatére de T'(V) engendré par les éléments de la forme
x@x—Q(z).1. L’algébre quotient T (V)[I(Q) est dite algébre de Clifford
de V pour la forme quadratique Q. On la note C(V, Q) ou, plus simple-
ment, C(V) ou C(Q). L’application i, de V dans C(V, Q) définie comme le
composé évident V- T(V)—>C(Q) est une injection; celle-ci permet
d’identifier V a son image t,(V). Le couple (15, C(Q)) est la solution du
probléme d’applications universelles que voici : soit f: V- A une appli-
cation k-linéaire de V dans une k-algébre A telle que, quel que soit 1’élé-
ment z de V, on ait (f(z))> = Q(z).1; 1l existe alors un homomorphisme

de k-algébres f: C(Q) - A, et un seul, tel que f.i,=/.

-

(2) Cette extension du théoréme de Segal [8] a été obtenue indépendamment par
Atiyah et Segal griace 4 un usage plus direct de la théorie KR. (Note ajoutée a la
correction des épreuves le 1er février 1968.)
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Soit C°(Q) [resp. C'(Q)] Vimage de 3.7%(V) [resp. 2T2f+‘(V)J

ixo ini
dans C(Q). La décomposition C(Q)=C"(Q)P C'(Q) définit une struc-
ture de k-algébre Z.-graduée sur C(Q).

Prorosition (1.1.1). — Soient V, et V. deux k-espaces vectoriels munis
de formes quadratiques respectives Q, et Q.. L’application

fi Vi@ Ve C(Va, Q) Q C(Vs, @),
définie par
S (@, @) = ig, (1) Q1+ 1Q) g, (22),
induit un isomorphisme f des algébres Z,-graduées C(V, @ V., Q1P Q.)
et C(V,y, Q)R C(Vs, Q).

Démonstration. — Immédiate (cf. [10] ou [6]).

Comme toute algrébre Z,-graduée, ’algebre de Clifford C(Q) posséde une
involution canonique, notée ¢ ou ~, définie par s=s (resp. s=—s) s1 s
est de degré o (resp. 1). Elle posséde aussi deux antiinvolutions, notées ‘et *,
définies par 'z =zetz*=—axsiz€V. On a évidemment s* ="'s, ¥ s€ C(Q).
On démontre (cf. [10]) que C(V) est un k-espace vectoriel de dimension 27,
n désignant la dimension de V. De maniére plus précise, si e, ..., €,
est une base de V, les produits ee,...e, 1, <<i.<<...<1, ainsi que I,
forment une base de C(V).

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soit ¢ : VX V -k une
application bilinéaire non dégénérée. Sur V=V @V, la forme quadra-
tique Q définie par Q(P) = 9(v1, v2) pour § = (v,, v,) est neutre [cf. [10]).
Désignons par AV =@ A"V Dalgebre extérieure de V et, pour v€V,
notons d, ’endomorphisme (d’espace vectoriel) de AV défini par la multi-
plication extérieure a gauche par ¢. Soit &, ’adjoint & droite de d, pour
la forme bilinéaire ¢. La proposition suivante et son corollaire sont bien
connus [10].

ProrosiTion (1.1.2). — L’application « : V—EndAV, définie par
«(p) =d,, + 8., pour = (v, ), vérifie la relation (2(3))>=Q(%).1. Elle
induit un isomorphisme & de C(V, Q) sur Valgébre EndAV [munie de la
graduation induite par celle de AV =C(V, o)].

Cororraire (1.1.3). — Sout Q une forme quadratique non dégénérée sur
un k-espace vectoriel de dimension finie V. Alors, si la dimension de V est
paire (resp. impaire), Ualgébre C(V, Q) [resp. C°(V, Q)] est centrale simple.

Remarques. — Les seuls idéaux gradués de C(Q) sont donc, dans tous
les cas, o et C(Q). De plus, les seuls éléments de C°(Q) qui commutent & tous
les éléments de C(Q) sont les scalaires.

[
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Dans les considérations suivantes ( désignera toujours une forme
quadratique non dégénérée.

Dérinition (1.1.4). — Le groupe de Clifford T'(Q) [resp. le groupe

de Clifford tordu T'(Q), le groupe de Clifford spécial T°(Q)] est le groupe
multiplicatif des éléments inversibles s de C(Q) [resp. C(Q), C°(Q)] tels

que sVs'=V (resp. sVs'=V).

Prorosrtion (1.1.5). — Posons, pour sel(Q) et z€V, 3(s).x = sws™!
et supposons la caractéristique de k différente de 2. L’homomorphisme ¢ est

~

alors un homomorphisme de I'(Q) dans le groupe orthogonal O(Q) et on a
la suite exacte :

(1.1.6) 1> k—>T(Q) > 0(Q)—1.

Démonstration. — Montrons d’abord que le noyau de 3 est réduit a k*.
Soit {e;} une base orthogonale de V pour la forme quadratique Q formée
de vecteurs non singuliers. Soit € Ker¢ et soit = 2"+ z' la décompo-
sition de z en éléments homogénes. Alors, Vy€V, 2'y = ya°, a'y = — ya'.
Ecrivons 2°=a’+ e;b!, ou a' (resp. b;) est de degré o (resp. 1) et en
contient pas e; On a alors, pour y=ce;,

al +eb! —e;(al +eb})ef* =a) — e;b}.
Donc b;=0Vi et 2° est un scalaire réel. De méme, en écrivant
x'=a; 4+ e;b, on a

al +eb) =—e;(a} +eb)) e = a) — e;b].
Donc b/ =0 Vi et 2' = o puisque z' est de degré 1. Par suite, z = 2° est
un scalaire inversible. ;

D’autre part, si ¢ est un vecteur non singulier, on voit aisément que §(v)
est la symétrie par rapport & ’hyperplan orthogonal a ¢. Puisque tout
élément de O(Q) est engendré par le produit de telles symétries [10],
on a 3(I'(0))>0(Q). Pour démontrer que §(I'(Q))c0(Q) introduisons la
norme spinortelle N : C(Q) - C(Q) définie par N(s) =s*s. Alors, d’apres
le lemme (1.1.7), N(s) est un scalaire si s€l'(Q) et N définit un homo-
morphisme de f’(Q) dans le groupe multiplicatif k*. De plus, N(s) = — Q(s)
st s€V. On en déduit que

VyeV, NE).y)=NEys)=NE) Ny) N(s)
=N () (VENTN () =N(s) (V)T N(y) =N(y)-
C.Q.F.D.

Remarque 1. — Le raisonnement précédent montre que I'(Q) est formé
d’éléments homogeénes et qu’'on a aussi la suite exacte

(1.1.6 bis) 1>k —>T(Q)—> SO (Q)—>1.

R &
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- Remarque 2. — La définition du groupe de Clifford tordu et la propo-
sition ci-dessus sont dues essentiellement a Atiyah, Bott et Shapiro [6].

Il nous reste & démontrer le lemme :

Lemme (1.1.7). — Quels que soient les éléments s et s’ de T'(Q)N(s)
et N(s') sont des scalaires et N(ss') = N(s) N(s').

Démonstration. — Montrons que N(s)€Ker§ pour s€l'(Q). En effet,
Vz€V, on a
{Sas—t)y=sxs™;
soit, en développant,
z="ts3xs s =N (s)x (N (s))"".
D’autre part,
N (ss') = (s8')* (s8') =" (s*s) S =N (s) N(s)

puisque s*s est un scalaire.

Prorosition (1.1.8). — Posons, pour s€I'(Q) et z€ V; e(s).x = sas™.

a. L’application ¢ est un homomorphisme de I'(Q) dans le groupe ortho-
gonal O(Q) et son noyau est Uensemble des éléments inversibles du centre Z

de C(0Q).

b. St la dvmension de V est paire (resp. impaire) on a
p(F(Q))=0(Q) [resp.p(X'(Q))=SO(Q)]

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la proposition précé-
dente si la caractéristique de k est différente de 2. Dans le cas général,
voir [10].

Introduisons maintenant une définition qui nous sera utile plus loin.

Dérinition (1.1.9). — Sotent A et B deux k-algébres graduées et ¢ :
A — B une application k-linéaire de degré o. On dit que ¢ est un homo-
morphisme gauche st, quels que soient les éléments x et y de A de degrés
respectifs »(z) et w(y), on a la relation

(1.1.10) ¢ (zy) = (—1)*M 0 ¢ () 9(y)-

Le composé de deux homomorphismes gauches est évidemment un
homomorphisme au sens ordinaire. On définit ainsi une catégorie dont les
objets sont les k-algébres graduées et dont les morphismes sont les homo-
morphismes au sens ordinaire ainsi que les homomorphismes gauches. Dans
cette catégorie deux objets A et B sont dits gauchement isomorphes s’il
existe un isomorphisme gauche de A sur B.

Lemme (1.1.11). — Sotent V un k-module, A une k-algébre graduée
etl: V—>A un homomorphisme k-linéaire tel que, ¥ z€V, w(l(z)) =1.
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 22
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Il existe alors un homomorphisme gauche de k-algébres graduéesl: T (V) — A,
et un seul, tel que [,=1 [comme il est d’usage on identifie V a un sous-

module de 'algébre tensorielle 7'(V)].

Démonstration. — L’unicité est évidente puisque Dalgébre T'(V) est
engendrée par les éléments de V. Soit z = 2, Q). ..® z, un élément décom-
posable de T"(V). Pour cet élément posons

7(»@):(—1)[%] L) ... L(2)
[g] désignant la partie entiére de g et prolongeons 1a T*(V) par linéarité,

ceci pour tout n. Alors I'application [/ est un homomorphisme gauche en
raison de la relation suivante facile & vérifier :

[£5][2] ] <o

Avec les hypothéses du lemme, supposons V muni d’une forme quadra-
tique Q et que, Vz€V, 'homomorphisme [ satisfasse & la relation

C. Q. F. D,

(I(z))*=— Q(x).1. Alors I définit par passage au quotient un homo-
morphisme gauche [ : C(Q) > A : cest le seul vérifiant la relation
Z(iQ(a;))=l(a:), Vze€V. Par exemple, si A=C(V, —Q) et l=1_4, les

conditions précédentes sont réalisées et 6 =1_, est un homomorphisme

gauche de C(Q) sur C(— Q).

ProrosiTion (1.1.12). — L’homomorphisme 0 défint ci-dessus est un
isomorphisme gauche de C(Q) sur C(— Q). En particulier, 9 induit un
isomorphisme au sens ordinaire de C°(Q) sur C°(— Q).

En effet, I'inverse de 0 s’obtient en remplagant Q par — Q dans les
raisonnements précédents.

Cororraire (1.1.13). — L’homomorphisme 9 induit une bijection de IN(9))

sur T'(— Q) [resp. de T(Q) sur T'(— Q) si la dimension de V est paire]
compatible avec les projections § (resp. ¢). En particulier, § induit un isomor-
phisme des groupes I'°(Q) et I'(— Q).

Démonstration. — Lorsque la caractéristique de k est égale a 2, 0 est
I'identité et I’assertion est triviale. Supposons donc la caractéristique diffé-

rente de 2 et considérons un élément s de I'(Q). Alors (s) est inversible,
car s est homogéne. D’autre part, si €V, on a la relation ys=sx
avec y = szs€V. En décomposant s en éléments homogeénes on en
déduit la relation

B(y)B(s)=0(5)0(z)="0(s)0(x).
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Donec 6(s)€l'(— Q). On démontre de méme que 0(s)€l'(— Q) si seT'(Q)

et si la dimension de V est paire.

Remarque. — Les groupes f(Q) et f(— Q) ne sont pas isomorphes en
général [cf. prop. (1.1.26)].

Prorositron (1.1.14). — Supposons qu’il existe un élément ¢ de C(Q)
de degré o et de carré 1 tel que, VY x €V, cx = — z¢ (une telle algébre est dite
positive). L’application y de V dans C(Q) définie par y(z) =cx vérifie la
relation (y(z))* = — Q(x).1 et induit donc un automorphisme gauche de C(Q)
noté encore . Par suite, Oy est un isomorphisme (au sens ordinaire) de C(Q)
sur C(— Q). De plus, st la dimension de V est paire, 0y induit un isomor-

phisme de T'(Q) sur I'(— Q) compatible avec les projections sur 0(Q )= 0(—Q).

Démonstration. — L’application y est définie par

v (8)=s [resp. x(s)=c¢s] si w(s)=o [resp.w(s)=r1].

Donc, si s€I(Q), y(s) =s€TI*(Q). Soit maintenant
sel'(Q)nc (O); alors y(s)z (x(s))'=—sxs'=35zs!,

d’ou le résultat annoncé en composant avec I'isomorphisme gauche 0.

Prorosition (1.1.15). — Supposons qu’il existe un élément v de C(Q)
de degré o et de carré — 1 tel que, VY x€V, nix =— xn (une telle algébre
est dite négative). L’application £ de V dans C(Q) définie par %(x) =nzx
périfie alors la relation (5(z))’= Q(z).1. Elle définit donc un automorphisme
de C(Q) noté encore t. Si la dimension de V est paire, cet automorphisme
induit un isomorphisme des groupes I'(Q) et T'(Q) compatible avec les projec-

ttons sur 0(Q).

Démonstration. — Elle est analogue & la précédente.

Nous nous intéressons surtout au cas ou k=R, V=R la forme
quadratique Q étant définie par la formule

2 2

2 2
Q(x1’ ce x/”"l):_xi e Xy +~xp+1+“'+xp+r/'

Les objets C(Q), 0(Q), SO(Q), T'(0), T(Q), T°(Q) seront désignés respec-

~

tivement par C**, O(p, q), SO(p, q), I'(p, ), I'(p, q), I'(p, 9). Remarquons
qu’il existe une base orthogonale de R”*7, & savoir la base canonique {e;},
telle que (e;)>=—1 pour i—p et (¢;)*=-+1 pour i > p. Par définition,
le groupe pinoriel tordu Pin(p, q) [resp. le groupe spinoriel Spin(p, q)]

est le sous-groupe de U(p, q) [resp. T°(p, q)] formé des éléments s tels
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que |N(s)|=1. Les suites (1.1.5) et (1.1.6) impliquent les suites
exactes :

(1.1.16) 1—>Z,— Pin(p, q9) > O(p, q)—>1;
(1.1.17) 1— Zy—> Spin(p, q) - SO(p, q) —>1.
Nous nous proposons de déterminer maintenant les algébres graduées Cr 1.

Pour cela on aura besoin de deux lemmes faciles que nous laissons en exer-
cice au lecteur.

Lemme (1.1.18). — Soient V et W deux k-espaces vectoriels Z,-gradués
de dimension finie. Alors Uapplication

w: EndV@EndW >EndV & W

définie par u(a@B) (2Q@y) = (—1)*P*“ax@ By, est un isomorphisme
d’algébres graduées. En particulier, les algébres Z,-graduées k(n)Q k(p)

et k(np) sont isomorphes (*).

Lemme (1.1.19). — Soit A une algébre Z,-graduée et soit V un k-espace
vectortel Z,-gradué. Alors Uapplication

¢: (EndV)®A—>End(VRA)

définie par

p(a®a) (2®b) = (—1)°@ 0w gz Q ab,

est un isomorphisme. En particulier, les algébres Z.-graduées k(n)Q A
et A(n) sont isomorphes.

La « périodicité » des algeébres de Clifford résulte maintenant des obser-
vations élémentaires suivantes. Dans Palgébre C*° I’élément e e.es;e, est
de carré 1 et de degré o et anticommute aux vecteurs de R*. D’apres la
proposition (1.1.14), les algébres graduées C*-° et C** sont isomorphes.
Par conséquent,

Coong CHO &) CHomy CHO &) Co x €+ [prop. (1.1.1)].

Mais, d’aprés la proposition (1.1.2), 'algébre C™" est isomorphe & I’algébre
des endomorphismes de ’algébre extérieure A(R") car la forme quadra-
tique qui donne naissance 4 C™" est neutre. Donc C*° ~ C**= R (16).
On démontre de méme que C**®~ R (16). Il en résulte que

Cr+8,q oy CP,‘I® C30x CP 7 (16)’

(®) Si A = A.@ A, est une algébre Z,-graduée, on convient de graduer le A-module A"
[donc I’algébre A (n) des matrices n Xn a coefficients dans A] en posant

(An)y=A, P A DAD ... (nfacteurs),
(Ar); =4, PAPAD ... » ).

Pour A = k on conviendra que A; = o.
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et que, de méme, C”7** ~ C»7(16). En complexifiant les algébres C"7,
on a un résultat plus simple, compte tenu que les algébres C*°@ G
et C**® G sont trivialement isomorphes. En résumé :

Prorosition (1.1.20). — Les algébres de Clifford C" 1 vérifient les rela-
tions sutvantes :
Cr+ha+iny Cra @ Chtas Cri (2),
Cr+4:q9 g CP> 7+,
CPr+8,9 g Cr-7+8 5y CP27 (16),
Crt1.9Q G Cr1+1R G,
Crni Q@G Crhitt @ Ca Cri(2) QG

La proposition montre qu’il suffit de déterminer les algébres C™° et C*"
pour n < 8 (n << 2 sil’on s’intéresse aux algébres complexifiées). Ce calcul
a été effectué par Atiyah, Bott et Shapiro [6]. On trouve ainsi la table
suivante d’algébres (non graduées) :

n. cmeo. Com, C"'® G~ CH @ C.
0... R R c

1... C RPR chpa

2... H R (2) C (2)

3... HPH C (2) C(2)BC(2)
4... H (2) _ H (2) C (4)

5... C (4) H((2) QH(2) CUHDCW
6... R (8) H (4) C (8)

7... RO DPR(B) C (8) cCBPHC

Cette table nous permet de voir en particulier que, pour p + ¢ impair,
le centre des algébres C»7 est G si p—qg=1mod4 (resp. RPR
si p— ¢g=—1 mod4). D’aprés la proposition (1.1.8), on a donc la suite
exacte :

(1.1.21) : 1> CG—>T(p, 9) >SO(p, q) >1

[resp.
(1.1.22) 1>R'<R—>T(p, 9) > SO(p, q) >1].

D’autre part, pour p 4 ¢ pair, on a la suite exacte :

(1.1.23) 1—-R'—>T(p, 9) > O0(p, q) >1.

Soit maintenant V un fibré vectoriel réel de dimension finie de base
un espace paracompact X, muni d’une forme quadratique non dégé-
nérée Q [i. e. de groupe structural O(p, q)]. Alors V peut s’écrire comme une
somme directe V- V* de deux sous-fibrés, la forme quadratique Q
étant définie positive (resp. négative) sur V* (resp. V™) (*).

(*) Ceci résulte par exemple du fait que O(p) X O(q) est rétracte par déformation
de O(p, q) (cf. HELGASON, Differential geomelry and symmetric spaces, p. 344).

e
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Derinition (1.1.24). — Le fibré V est dit spinoriel (resp. pinoriel, resp.
cliffordien) si lon s’est donné un fibré principal P de groupe Spin (p. q) [resp.
Pin(p, q), resp. I'(p, q)] tel que V=~ P><gu,, yR" [resp. V & P> pipip, R,
resp. V.~ P>y, R,

Avant de donner des exemples de fibrés spinoriels, pinoriels ou cliffor-
diens, il est bon de chercher le groupe compact associé au groupe pinoriel.
Remarquons pour cela que, pour m'>m et n'>n, I'inclusion naturelle
de C™" dans C™" induit un monomorphisme de Pin(m,n) dans
Pin(m’, n’). En particulier, Pin(p, o) et Pin(o, q) peuvent &tre consi-
dérés comme des sous-groupes de Pin(p,q). Considérons le groupe
Pin/ (p, q) = Pin(p, o) ><4,Pin(o, q), le produit étant défini par

(2, y)- (&, y) = (=)@ Vaz!, yy').

Alors I’application ¢ : Pin'(p, q) > Pin(p, ¢q) définie par i((z, y)) = xy est
un homomorphisme et le diagramme suivant est commutatif :

(1.1.25) 1—>Z,—> Pin'(p, q) —> O (p) < O(g) —>1

| l

1—> Z,—> Pin (p, q) >O0(p, q) —>1

En particulier ¢ est une équivalence d’homotopie.

Un exemple intéressant de fibré spinoriel est le suivant. Considérons
un fibré vectoriel réel W muni d’une forme quadratique Q définie positive
‘et munissons W=W@W de la forme quadratique Q@ (— Q). Alors
le fibré W a la structure spinorielle suivante. Il s’agit de relever dans
Spin(n, n) Papplication r : O(n) - SO (n, n) définie par

n=(¥ 3)

Soit M & Pin(n, O) tel que §(M)= M. Alors M est défini au signe prés,
mais (M, 0(M)) € Pin(n, 0)><zPin(o, n)C Pin(n, n) est un élément bien
déterminé de Spin(n, n). L’homomorphisme r : O(n) - Spin(n, n) défini
par (M) = (M, 6(7)) est alors le relévement cherché.

On se propose de donner maintenant des conditions nécessaires et
suffisantes pour que le groupe structural de V se réduise a Spin(p, q),

Pin(p, q) ou I'(p, q). Cette discussion nous sera utile pour les considé-
rations géométriques du chapitre III.

Prorosition (1.1.26). — Notons w, (resp. w;) les classes de Stiefel-
Whitney de V* (resp. V™). Pour que le groupe structural de V=V-@V*
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se réduise a Pin(p, q) [resp. Spin(p, q)] il faut et il suﬁzit que

Wy + Wi+ (w7)24+ wiwli =0 (resp. w;+ wi= w;+ wi=—o).

Démonstration. — Pour que le groupe structural de V se réduise a
Pin(p, q), il faut et il suffit que 'opérateur cobord

0: IH'(X,0(p)x 0(q))—>H(X, Z,)

associé a la suite exacte (1.1.25) s’annule sur la classe du fibré V
dans

(X, 0(p)=<0(q)) ~H (X, 0(p,q)).

Comme ’algébre de cohomologie H*(B, ., Z.) est engendré par les classes
de Stiefel-Whitney universelles, on voit que (V) est de la forme

aw; + bwl 4 c(w7)* 4 dw; wi +e(w)?,

ot a, b, ¢, d et e sont des constantes du corps Z, indépendantes du fibré V.
Faisons d’abord ¢ = o; alors, compte tenu que 1'opérateur cobord associé
a la suite exacte (1.1.17) est V= >}, on a a =1. D’autre part, on voit
immédiatement que Pin(1, o) = Z, et que 'opérateur cobord de H" (X, Z,)
dans H™*' (X, Z,) associé a la suite exacte :

o—>2y—>2,—~7,—>o0

est, pour n = 1, le cup-carré; donc ¢ = 1 aussi. Faisons maintenant p = o;
alors, compte tenu que Pin(o, 1) ~ Z,@ Z, et que Spin(q, o) et Spin(o, q)
sont isomorphes au-dessus de SO(q) par 6, un raisonnement analogue
montre que b =1 et e =o0. Il nous reste a déterminer d; pour cela remar-
quons que si d = o, le fibré W considéré dans ’exemple cité plus haut ne
serait pas spinoriel en général, car on aurait alors o(W) = (w;)2. Or ceci
est contradictoire avec les calculs de cet exemple; donc d = 1. Ceci achéve
la démonstration de la proposition pour le groupe pinoriel. Pour le groupe
spinoriel, il suffit de vérifier que ’homomorphisme naturel de H* (X, O(p, q))
dans H*'(X, Z,) associé a la suite exacte :

1> SO(p, 9) > O(p, q) >1Ly—>1
est Vi>w, 4+ w, ce qui est immédiat.
C. Q. F. D.

Proposition (1.1.27). — La table suivante donne, sutvant la congruence
de p et de ¢ mod 4, les conditions nécessaires et suffisantes pour que le fibré V
soit cliffordien (on remarquera que la condition W+ W= o équivaut au
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fait que w, 4 w, provient d’une classe entiére st w,+ w}=o0) :

g(+). p(—)... 0. : 1. 2. 3.
[0 w—=o0 wi + wy=o0 wt=o wi + wy=o0
Wi+ Wi=o0 wi + w; =
1........... wi+wi=o0 w—=o0 wf =wi=o0 w+=o
wi +w; =o0 W§+W§=o
2 i wt=o wi + w7 = o w—=o0 w{+w; =o0
wi +w; =o0 ’ Wi4 Wi=o0
S PN wi +w;y=o0 wt =o0 wi + wi = o, w— =
Wi +W35=o0 wi +ws =o

avec les notations suivantes :
W= wi 4wy 4+ (w]) 4 wiwl,

W= w5 + Wi+ (W) 2+ wiw].

Démonstration. — Pour p + ¢ impair, le fibré V est cliffordien seulement
si le groupe structural se réduit & SO(p, q), ce qui est exprimé par la
condition w,+ w,=o0. La deuxiéme condition, variable suivant la
congruence de p — g mod 4, est obtenue par la comparaison des opéra-
teurs cobords associés aux deux suites exactes (1.1.21) et (1.1.22).
Pour p + ¢ pair considérons l’élément e,...e,, Alors, suivant la
congruence de p et de ¢ mod 4, cet élément est de degré o, de carré + 1
ou —1 et anticommute aux vecteurs de R/, Les propositions (1.1.14)
et (1.1.15) donnent alors le résultat dans ce cas.

Derintrion (1.1.28). — Soit U(1) le groupe muliiplicatif des nombres
complexes de norme 1. On définit alors les groupes suivants au-dessus

de O(p, q)

(p, 9 =T (p, 9) <V ), TV(p, ¢) =T(p, 9) x5,V (1),
PinY(p, q) = Pin(p, q) x5, U(1),  SpinY(p, q) = Spin(p, q) <2, U(1).

En fait, seul le cas ou p = o nous intéressera par la suite. Il est bon
de remarquer cependant que les groupes Pin’(p, o) et Pin(o, p) sont
isomorphes au-dessus de O(p). En effet, Papplication

a: PinY(p, o) = PinY (o, p)

définie par
a (v, A) = (0(9), i®91R)

est I'isomorphisme cherché. On montre de méme que I'°(p, o) et I'Y(o, p)
sont isomorphes si p est pair.

On dit que le fibré V est “spinoriel (resp. “pinoriel, resp. Ucliffordien)
si son groupe structural est Spin’(p, q) [resp. Pin"p, q), resp. T'Y(p, q)].
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Prorosition (1.1.29). — Sott V un fibré vectoriel réel de dimension n muni
d’une forme quadratique définie positive. Pour que le fibré V soit Yspinoriel
(resp. “pinoriel; resp. Ccliffordien), il faut et il suffit que wi=W,=o0
(resp. Wy=o0; resp. Wy=0 st n est pair, w,—=W,=o0 si n est impair).

Démonstration. — Elle est analogue a celle de la proposition précédente.

1.2. Catégories de Banach.

Nous commencerons ce paragraphe par la définition suivante :

Dérintrion (1.2.1). — Une catégorie additive C est dite pseudo-abélienne
st tout projecteur d’un objet de C (*) admet un noyau.

Soient € une catégorie additive et C’ la catégorie suivante : un objet
de C’ est un couple (E, p), ou E est un objet de C et ou p est un projecteur
de E; un morphisme de C’ de source (E, p) et de but (E’, p’) est un
C-morphisme f: E — E’ tel que p’.f=f.p. Deux morphismes tels, f et g,
sont dits équivalents si p’.f=p’.g. Soit G la catégorie additive dont les
objets sont les objets de €’ et dont les morphismes sont les classes d’équi-
valence de morphismes de €’. Alors € se plonge dans € par le foncteur
pleinement fideéle ¢ défini par ¢(E) = (E, Id,) et par i(f) = f sur les objets E
et les morphismes f de C.

Notation. — Si f est un morphisme de G, on désignera souvent par f’
(ou f par abus de langage) un morphisme quelconque de C’ de classe f.

LemMme T pEFINITION (1.2.2). — La catégorie C est pseudo-abélienne.
C’est la catégorie pseudo-abélienne associée a C.

Démonstration. — Soit (E, p) un objet de C et soit f un projecteur de
cet objet. Alors ((E, p(t—f")), 1—f') est un noyau de f. En effet,
st g : (F,q) —~(E, p) est un morphisme tel que f.g=o, il existe un
morphisme de (F, ¢q) dans (E, p(1 — f)) et un seul, a savoir g’, qui jouit des
propriétés de commutativité usuelles.

Dérinition (1.2.3). — Soit C une catégorie additive et soit k=R ou C.
Une k-structure. prébanachique sur C est la donnée, pour tout couple (M, N)
d’objets de C, d'une structure”de k-espace de Banach sur Uensemble
Hom,(M, N) compatible avec sa structure de groupe abélien. De plus,
Papplication |

Hom, (M, N) =< Hom, (N, P) - Hom, (M, P)

définie par la composition des morphismes, est bilinéaire et continue.

(®) i. e. un endomorphisme idempotent.
Ann. Ee. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. . 23
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Une catégorve prébanachique est une catégorie additive munie d’une
structure prébanachique. Une catégorie de Banach est une catégorie
prébanachique pseudo-abélienne. Si C est une catégorie prébanachique,
C est de maniére évidente une catégorie de Banach.

Voici maintenant des exemples variés de catégories de Banach.

Ezemple 1. — La « plus petite » des catégories de Banach, excepté la
catégorie nulle, est évidemment celle des k-espaces vectoriels de dimen-
sion finie. Plus généralement, soit A une algébre de Banach (sur k). La caté-
gorie des A-modules libres de type fini est une catégorie prébanachique
et la catégorie de Banach associée s’identifie (dans un sens précisé plus loin)
a la catégorie €(A) des A-modules projectifs de type fini. Il est bien connu
que si A est I’algébre des fonctions numériques continues sur un compact X

% (A) est équivalente a la catégorie &,(X) des fibrés vectoriels de dimen-
sion finie sur X.

Exemple 2. — Soit G un groupe topologique opérant sur un espace
compact X. Considérons la catégorie &;(X) formée des fibrés vectoriels
de dimension finie o G opére de maniére compatible avec la projection
sur X [8]. Si E et F sont de tels fibrés, Hom, v, (E, F) s’identifie & un

sous-espace fermé de Homyy (E, F). Munic de la « topologie induite »,
la catégorie &;(X) est donc une catégorie de Banach.

Ezemple 3. — Soit V un objet de &(X) muni d’une forme quadratique
non dégénérée Q et soit C(V) le fibré en algebres de Clifford associé a V.
On désigne par & (X) la catégorie formée des objets de &(X) ou opére
le fibré en algébres C (V). Comme dans I'exemple 2, on démontre que & (X)
est une catégorie de Banach.

Exemple 4. — Soit X un Z,-espace compact. On désigne par SR (X)
la catégorie de Banach réelle suivante : un objet de SR(X) est un
couple (E, 7) ou E est un fibré complexze de dimension finie sur X et ou <
est une involution antilinéaire de E compatible avec I'action de Z, sur
la base. Un morphisme de &R (X) de source (E, 7) et de but (E’, t’) est
un &g (X)-morphisme f de E dans E’ tel que f.1=1'.f. Lorsque Z, opére
trivialement sur la base, cette catégorie est évidemment équivalente

& &g(X) (cf [4])-

Dérinition (1.2.4). — Soient C et C' deux catégories de Banach et
¢ : C—> C' un foncteur additif. Le foncteur ¢ est dit linéaire continu st
Papplication naturelle de Hom,(M, N) dans Hom, (pM, ¢N) est linéaire
continue. Le foncteur ¢ est dit une équivalence de catégories de Banach s’il
est pleinement fidéle, essentiellement surjectif et linéaire continu. -
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Prorosition (1.2.5). — Pour que le foncteur ¢ soit une équivalence de
catégories de Banach, il faut et il suffit qu’tl existe un foncteur linéaire
continu § tel que $.9 ~ Id, et que 9.4 ~ Id,.

Démonstration. — Comme I'application Hom.({M, N) -~ Hom, (¢ M, ¢N)
est linéaire, continue et bijective, elle ést bicontinue d’aprés le théoréme
de Banach. La suite de la démonstration est classique (cf. [14]).

Remarque. — Cette proposition montre en particulier que « I’équi-
valence » entre catégories de Banach est une relation d’équivalence.

DeriniTion (1.2.6). — Sotent C et C' deux catégories additives et
0:C— C" un foncteur additif. Le foncteur ¢ est dit quasi-surjectif si tout
objet de C' est isomorphe d un facteur direct de 'tmage d’un objet de C par 9.

Prorosition ET DEFINITION (1.2.7). — Soient C et C' deux catégories
de Banach et ¢ : C— C’ un foncteur linéaire continu. Le foncteur @ est dit
foncteur de Serre s’il satisfait aux conditions équivalentes sutvantes :

(1) YV M e€Ob¢e, Uapplication naturelle
Ay : Aut,M — Aut. oM est une fibration de Serre.

(11) Y M e€Ob@C, Uapplication naturelle
Ey: End,M — End.(pM) est surjective.

(1) VM, NeObC, lapplication naturelle
Euvy: Hom, M, N)— Hom.,(¢M, 9N) est surjective.
(iv) VM EObC, A, est une fibration localement triviale.

Démonstration :

(1) = (11). Puisque A, est une fibration de Serre, A, va induire une
application surjective de (AutM)® sur (AuteM)® (° désignant les compo-
santes neutres). Comme (AutpM)° est un voisinage ouvert de l'unité,
il existe un sous-ensemble A de End M tel que E,(A) soit une boule
ouverte de centre l'origine; d’ou (i1) par homothétie.

(ii) < (iii). Evident (considérer la somme directe M @ N).

(11) = (iv). S1 E, est surjective, E, est une application ouverte d’apres
le théoréme de Banach. D’aprés un théoréme bien connu de Michael [20],
un tel homomorphisme A, est donc une fibration localement triviale.

(iv) = (i). C’est le théoréme de relévement des homotopies pour les
fibrés localement triviaux.

Soient X un espace et C une catégorie de Banach. On désigne par C,(X)

la catégorie suivante : un objet de C;(X) est un objet de C; un morphisme
de C;(X) de source M et de but IV est une famille f,, &€ X, de morphismes
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de M dans N paramétrée par X, telle que l'application z— f, de X
dans Hom.(M, N) soit continue. Si on munit

Homg (v (M, N) = F (X, Hom (M, V))

de la topologie de la norme, la catégorie C,(X) est une catégorie prébana-
chique qui n’est pas de Banach en général. On désigne par C(X) = 2‘37\(X_)_
la catégorie de Banach associée. Un objet de C,(X) [resp. C(X)] est dit
C-fibré trivial (resp. C-fibré localement trivial). Nous verrons dans les
pages suivantes la justification de cette terminologie.

St f: Y — X est une application continue, on a des foncteurs «image
inverse » fr : Cp(X)—>Cy(Y) et f* : &(X)—C(Y). Bornons-nous a
définir f*. Soit (M, p) un fibré localement trivial; on a alors

f*((Mv P)) :(Mv q) avec  Gy=—=pr(y)-

St a: (M, py)—> (N, p») est un morphisme de C(X), on définit f*(«) au
point y comme étant « au point f(y). On vérifie aisément les relations

(f.8)y=g".I" et S=1d s f=1d.

En particulier, si Y est un sous-ensemble fermé de X et si f est I'inclusion
canonique, la « restriction » de E=(M, p) & Y sera par définition
E,=f*(E). ,

Soient E = (M, p) et G= (N, q) deux C-fibrés localement triviaux de
base compacte X et Y respectivement et soit f: X — Y une application
continue. Un f-morphisme de E dans F est, par définition, la donnée;
pour chaque point z de X, de morphismes g. : E,— Gy induisant un
morphisme de E dans f* G. Soit HONM (E, G) 'ensemble des f-morphismes
de E dans G, f variant dans F (X, Y). Alors O (E, G) peut étre muni
de la topologie induite par F(X, Y)XF (X, Hom(M, N)) de maniére
évidente. Si E= G, on désigne par SNAE 'ensemble HOM(E, E),
par AUTGE le sous-ensemble de SIDE formé des morphismes g tels
que g, soit un isomorphisme quel que soit z.

Prorosition (1.2.8). — Soit E un C-fibré localement trivial de base
(compacte) X; Wz, € X, il existe alors un voisinage fermé U de z, tel que
la restriction de E & U soit isomorphe d un fibré trivial.

Démonstration. — Posons ‘
E—= (M, p) et N=Ker(1— p,) =Imp,,.
Le morphisme f de (M, p) dans (M, p,,) défini par

Je=1— pa— Pu,+ 2Pz, P
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est égal a l'identité pour x=x,. Puisque AutM est un sous-ensemble
ouvert de End M, il existe un voisinage fermé U de z, tel que la restriction
de f a U soit un isomorphisme. On a donc

Ely~ (M, pr,) ~ (Ker(1— p,), Id).
> C. Q. F. D.

Derinition (1.2.9). — Sotent E= (M, p) et F = (N, q) deux C-fibrés
localement triviaux de base X. On désigne par HOM (E, F) le fibré banachique
dont la fibre au-dessus de x € X est U'espace de Banach Hom (E,, I,) : cest
Uimage du projecteur r : X Xx Hom (M, N) -~ XX Hom (M, N) défint par
r(z, f)=(z, q.f.p). St E=F, on désigne par ENDE le fibré HOM(E, E).

Derintrion (1.2.10). — Fizons un objet M de C. Soit A lalgébre de
Banach EndM et soit E = (M", p) un C-fibré localement trivial. Le fibré
principal en A-modules (@ droite) E associé a E est le fibré banachique image
du projecteur s : XX A"~ XXA" définv par s(z, )= (z, p..f), ot p.
désigne la matrice du projecteur p.. '

Soient E={(M", p), F=(M", ¢q) et « : E—~F un C(X)-morphisme.
Alors  induit un homomorphisme & : E— F par la formule

@(z, )= (2, &'.[).

Prorositiof (1.2.11). — La correspondance E—>E, ar>d est foncto-
rielle et induit une équivalence de la sous-catégorie de Banach pleine C,(X)
de C(X) formée des objets d’écrivant (M", p) sur la catégorie des fibrés bana-
chiques en A-modules facteurs directs de X X A". En particulier, les fibrés E

et F sont isomorphes si et seulement si E et F le sont.
Démonstration. — Directe.

Remarque. — La proposition précédente nous permet, en de nombreuses
circonstances, de supposer que les objets de € sont des espaces de Banach
par la correspondance C-fibré <> fibré principal associé. Nous supposerons
souvent de maniére implicite qu’il en est ainsi de maniére & alléger certains
raisonnements.

Derintrion (1.2.12). — Soit X un espace compact. Une famille continue C
de catégories de Banach sur X est la donnée, pour tout sous-espace fermé U
de X, d’une catégorie de Banach C(U) ainst que de foncteurs linéaires continus
(dits de restriction) p"" : C(U) - C(T) pour tout sous-espace fermé T de U.
Cette donnée est astreinte aux conditions sutvantes :

(a) On a les relations

S TpTU— g8, U et p%U=1d

pour tout triple SCTcU.
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(b) (Recollement des morphismes) : Soit Y un sous-ensemble fermé de X
et soit [U](t=1,...,n) un recouvrement fermé fint de Y. Sotent
E, FEObC(Y) et soient fi : E|y,~ F |y, des morphismes tels que f,=f;
(avec f,=filvinv). Il existe alors un morphisme f : E—~F, et un seul,
tel que f|y,=f

(c) (Recollement des objets): Reprenons les notations de Uazxiome (b).
Soit E; un objet de C(U)) et soient g; : Eily,nu,~ Ejlu,nu, des isomor-
phismes satisfaisant a la condition de transitivité grig;= gu au-dessus
de U:nU;N Uy Il existe alors un objet E de C(Y) et des isomorphismes g; :
E|,~ E; tels que g;;=(g;-8") luinvy

(d) Les foncteurs restriction o"Y sont des foncteurs de Serre quasi-
surjectifs.

Prorosition (1.2.13). — Sotent X un espace compact et C une caté-
gorie de Banach. La correspondance U C(U), les foncteurs restriction ™"
étant évidents, définit une famille continue de catégories de Banach sur X.

Démonstration. — La vérification de (a) est triviale. Dans ’énoncé de
I’axiome (b), posons E = (M, p), F = (N, q) et notons f, des morphismes
de (€(U,))" de classe f.. Quitte a changer f; en f;.p, on peut supposer que
filv.nv;=fil;nv. Le morphisme f : E—F, classe du morphisme f’
défini par f; au-dessus de chaque U; répond a la question. Démontrons
maintenant (d) : le fait que p”" soit quasi-surjectif résulte de maniére

immeédiate de nos définitions; s1 (M, p) est un objet de C(7T'), le morphisme g

de MPM,pPH(1—p)) dans (M, Id) défim par (p, 1—p) est un
isomorphisme. Pour démontrer que ¢"" est un foncteur de Serre, on va
se servir du critére (ii), 1. e. on va montrer que, pour tout C-fibré E sur U,
I’homomorphisme End E —~ EndE|; est surjectif. Il suffit évidemment
de le vérifier pour E trivial, 1. e. de la forme (M, Id). Si Pon pose alors
A = End M, ’homomorphisme précédent n’est autre que ’homomorphisme
de restriction 4 T des fonctions continues sur U a valeurs dans les-
pace de Banach sous-jacent a A. Il est bien connu que cet homomor-
phisme est surjectif.

La vérification de (c) est plus délicate. Supposons d’abord que |U]
soit un recouvrement de X. Soient E;= (M, p;), M =@ M; et a; une

partition de I’unité subordonnée au recouvrement ouvert | U;|. Posons

" n
2 _ %,
P Eai et Bi= R
i=1

n

on a donc Y, B; =1. L’endomorphisme p de M représenté par la matrice

i=1
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pji=B:B;g:p: est idempotent. Posons E =: (M, p) et considérons le
morphisme

Jir (M, p)) > Ely, [resp. g1 Ely—~ (M;, p))]
défin1 par la matrice colonne (resp. ligne)
(J1);=Bi&up: [vesp. (8),=B,8ip5)-
Le diagramme suivant est alors commutatif :

MLsM

Qs 2]

Vi
Mt—‘_’}Mi

et f;, g; sont des morphismes inverses I'un de I’autre.
b

D’autre part, (g;.& ')|unno, est la classe du morphisme

n

’ , N\ ] ] ’ '
(7S lvn =D, Beg' sk BrgleuDi= 8ipie~ &)
k=1 ®

Pour démontrer ’axiome (¢) dans le cas général, on peut procéder par
«recollements successifs ». Il suffit donc de démontrer I’assertion pour n =2
seulement. On aura besoin de deux lemmes. ‘

Lemme (1.2.14). — Sotent E et F deux C-fibrés de base compacte U
et soit « : E|,— F|, un tsomorphisme de leurs restrictions & un sous-espace
fermé T. Il existe alors un voisinage fermé T’ de T et un isomorphisme &

de E sur F au-dessus de T’ qui prolonge o.

Démonstration. — D’apres la discussion précédente, il existe un endo-
morphisme & : E— F qui prolonge « au-dessus de X tout entier. Comme
Iso(E, F) est un sous-ensemble ouvert de Hom(E, F'), I’ensemble des
points z de U tels que &, soit un isomorphisme est un voisinage ouvert V

de T. On choisit alors 7" de facon que T'C T'cT' cV.

Lemme (1.2.15). — Soit X un espace compact et soit E un C-fibré de base
un sous-espace fermé T. Il existe alors un vovsinage fermé U de T et un fibré E

de base U tel que E|,= E.

Démonstration. — Soit E = (M, p). D’apreés axiome (d), p se prolonge
en un endomorphisme p’ de M au-dessus de X tout entier. D’aprés un raison-
nement analogue au raisonnement ci-dessus, il existe un voisinage fermé U

de T tel que le spectre de p,, pour € U, ne rencontre pas la droite R (z) = é
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Soit Y une courbe différentiable entourant le spectre de p,, ¥ z€ U, dans la
bande R (z) > % Posons

1

S in f (1.5 —ph) ' ds.

Alors P, est un projecteur de M dépendant continiment de z et p,= p.
pour z€T (cf. [16]).

Revenons maintenant a la démonstration de (¢) pour n= 2. Soit E;

P.=

un prolongement de E; au voisinage fermé U; de U,. Quitte & restreindre U,
et U,, on peut supposer que g, se prolonge en un isomorphisme g,, de E,

sur E,. Posons g;=Id et g,,=(g:»)™". On est ainsi ramené a la discussion
précédente puisque [ UiJ, t=1,2, est un recouvrement de X.
C. Q. F. D.

Remarque. — Supposons que € soit, par exemple, la catégorie < (k) des
k-espaces vectoriels de dimension finie. On définit alors une équiva-
lence®u : C(X) > &(X) par les formules u((E, p)) = Imp, u(f) = f’ |-
Ce foncteur est pleinement fidéle de maniére évidente. Il est essentiel-
lement surjectif car tout objet de &(X) admet un supplémentaire [3].
Nous nous proposons de généraliser de méme, et simultanément, les
exemples 2, 3 et 4 du début de ce paragraphe. Ceci sera important pour
les applications, mais pourra étre omis en premiére lecture.

Soit G un groupe compact Z,-augmenté, i.e. muni d’'un homomor-
phisme continu ¢ de G dans le groupe Z,=Z/2Z. On pose G'= Ker:
et G'= G — G°. Soit maintenant € une catégorie de Banach. On note C’
la catégorie complexifiée de C : les objets de €’ sont donc les objets de C
ou G opére et les morphismes sont ceux de € compatibles avec I'action
de C. Si E et F sont des objets de C’ et si J est ’automorphisme de E ou F
de carré — 1 représentant la structure complexe, un morphisme de E
dans F (considérés comme objets de C) est dit G-linéaire (resp. C-anti-
linéaire) s’il commute (resp. anticommute) avec J. On désigne par
Hom'(E, F) [resp. Hom'(E, F)] I’ensemble des morphismes linéaires
(vesp. antilinéaires) de E dans F. Si E=F, on pose

AUB (F) = QUS LA KON (E, E),  AQUS (F) = QUB Enseoo, (F, E).

On a alors sur AUB(E) = AUE"(E) L AUT'(E) une structure naturelle
de groupe augmenté.

Ceci dit, soit X un G-espace compact et soient V' et V" deux G-fibrés
réels de dimension finie sur X, munis de formes quadratiques Q' et Q"
définies positives invariantes par G. Munissons V= V' V" de la forme
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quadratique non dégénérée Q= Q'@ (— Q"). Si C est une catégorie de
Banach, on désigne par CR(X) la catégorie de Banach suivante : un objet
de CR;(X) est la donnée d’un €’-fibré localement trivial E et d’appli-
cations continues = : G- AQUF(E) 7: V- ENDE telles que = soit
graduée,

T(Z)e: Eo— Lyny (e () =0Q(r).1 et T(g)a(v) =o(g.¢) T(g);

a(v) est donc C-linéaire et ©(g), pour g€ G" (resp. G') est linéaire (resp.
antilinéaire). Enfin les morphismes de CR{(X) sont les morphismes
de C’-fibrés (C-linéaires) compatibles avec I'action de G et de V. Comme
il est d’usage, si les fibres E, sont des espaces de Banach, on écrira simple-
ment g.e (resp. ¢.e) au lieu de <(g).e [resp. T(v).e]; la condition

(8o () =a(g.9)7(8)
s’écrit alors '

g.(r.e)=(g.v).(g.e).

Avec les notations précédentes, soit X/G P'espace des orbites des points
de X par G et soit = : X - X/G la projection canonique. Pour tout fermé U

de X/G, posons
@ (U) = CR "0 (=1 (U))

[qu'on notera simplement CRg(U’) avec U'= <" (U)]. Pour TCU, ona
des foncteurs restriction "% : @ (U) — ®@(T) qui sont évidents.

Prorosition (1.2.16). — La donnée des catégories @ (U) et des foncteurs
restriction 9"V définit une famille continue de catégories de Banach sur X|G.

Démonstration. — La vérification des axiomes (a), (b) et (c) est triviale
[compte tenu de la proposition [1.2.13)]. Démontrons l'axiome (d) en
deux temps :

(d') Le foncteur restriction C"Y : CRy;(U') — CRy(T') est un foncteur
de Serre. ‘ ‘

Soit Pin V' (resp. Pin V") le fibré en groupes associé au fibré en algébres
de Clifford C(V’, Q') [resp. C(V", — Q")]. Posons Pin’V = Pin V' >, Pmn V" :
c’est un sous-fibré en groupes du fibré en algébres C(V). Munissons
chaque fibre Pin’V, du fibré localement trivial Pin’V de la mesure
de Haar ., : elle varie continfiment avec z et est invariante par G. Ceci
dit, soient E et F deux objets de' CRL(U’) et soit « : E|,—> F|, un
homomorphisme. D’aprés la proposition (1.2.13), « se prolonge en un
homomorphisme & : E — F non nécessairement compatible avec I'action
de V et de G. On va normaliser & en deux temps. Posons d’abord

Ay — o B A= 0 B ¥ A
Piv I Pin' /g
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 24
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Alors & est un homomorphisme compatible avec I’action de C (V) [car
Pin' V> S(V) et &,=a, pour z€T". Posons ensuite

QW

J— % —1
x__fg.ag_xx.g dg,
¢

ou dg désigne la mesure de Haar de G. Alors %estle prolongement cherché.
(d") Le foncteur restriction p"" est quasi-surjectif.

Soit E un objet de CRE(T’) et soit F lobjet C(V)Q E, considéré
R

comme C(V)-module sur le premier facteur du produit tensoriel seulement.
Les morphismes ¢ : E—~ F et j : F— E définis par j(vQe)=v.e et par

i(e) = v 1@ . e dy, eely,
Pin' 7y, .
sont des morphismes de G-C (V)-modules et vérifient j.i = Id. Donc 1l
suffit de vérifier maintenant que E, considéré comme G-module seulement,
est facteur direct de la restriction & 7”7 d’un G-module sur U’. Pour cela,
nous allons utiliser la méthode d’Atiyah et Segal [8] qui s’appuie sur la
définition et le lemme suivants bien connus (cf. [22)] :

Dérinition (1.2.17). — Soit v : G — Autl' une représentation d’un
groupe compact G dans le groupe des automorphismes d’un espace de BanachT.
Un vecteur s de I' est dit périodique st G.s est contenu dans un sous-espace
vectortel de dimension finie de T

LemwMme (1.2.18). — Les vecteurs périodiques de I' forment un sous-ensemble

dense de T.

Revenons maintenant au G-module E. D’aprés la construction du fibré
principal [prop. (1.2.11)], on peut considérer E comme un fibré banachique
dont la fibre est un facteur direct d’une algébre de Banach A. Soit I'(E)
le A-module des sections continues de E; G opére sur I'(E) par la
formule (g.s)s=g.s,.g'. Comme E est localement trivial, il existe
pour tout point z, une section s(z) tel que s(z), engendre, comme A-module,
la fibre E, pour y suffisamment voisin de z. D’aprés le lemme ci-dessus

‘on peut supposer en outre que s(z) est un vecteur périodique du

G-espace I'(E). Puisque X est compact, on peut choisir un nombre fini
de telles sections s, ..., s, qui engendrent E,, Vy€&€T’. Ces sections sont
contenues dans un sous-espace vectoriel M de I'(E) de dimension finie
invariant par G. Si 'on pose M'=M@A, M’ est un A-module libre

de type fini et I'application naturelle X XM’'— E est un épimorphisme
direct. :
C. Q. F. D.
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Exemples. — Si G=HX1Z,, ou ¢€: G—>Z, est la deuxiéme projection
et si Z, opére trivialement sur X et sur V, la catégorie C{(X), qu’on
écrira C;,(X), se décrit simplement comme la catégorie des C-fibrés loca-
lement triviaux sur le H-espace X munis d’une structure de C(V)-module
et de H-module (il est inutile de complexifier). Pour H = o (resp. V =o),
on notera cette catégorie C”(X) [resp. Cy(X)]. Pour €= % (k), on retrouve
ainsi la catégorie E” (X) [resp. E,(X)]. Si maintenant H=o0 et V=o0
et si G=7, opére de maniére quelconque sur la base, on notera CR(X)
la catégorie CR;(X). Lorsque C= (k) on retrouve, bien entendu,
la catégorie R (X).

Proposition (1.2.19). — Soit V (resp. V') un G-fibré de base un
G-espace compact X (resp. Y). Sotent f,,f,: V— V' deux morphismes
cartésiens (i. e. induisant un isomorphisme sur chaque fibre) homotopes.
Si E€ObCRY(Y), les images inverses évidentes f, E et f, E sont isomorphes.

Démonstration (cf. Atiyah-Bott [5]). — Soit f: VX[o, 1] > V' I’appli-
cation continue réalisant I’homotopie entre f, et f, et soit F=f"E.
Pour "t€[o, 1], soit =, : VX[o, 1] > VX {t{ la projection canonique et
F,=F|x. . L’application identique de (7, F,)|c.(;, sur Flg ., se
prolonge alors en un isomorphisme au-dessus d’une bande X x U, ou U
est un voisinage de t. Il en résulte que la classe d’isomorphie de F, est
une fonction localement constante, donc constante, du point ¢. Par suite,

foE=F,~ Fi=fE.

Soit Y un espace compact et soit V un G-fibré sur un G-espace
compact X; notons m: XXY — X la projection canonique. D’apres la
démonstration de la proposition (1.2.16), la catégorie CRE (X XY)
s’identifie 4 la catégorie de Banach associée a la sous-catégorie pleine
de CRY”(XXY) dont les objets sont les fibrés de la forme C(V)Q E;
dans ce produit tensoriel E est un objet de €’ ou G opére de maniére
compatible avec ’augmentation. D’autre part, (CR;(X)) (Y) s’identifie
aussi 4 la catégorie de Banach associée a la sous-catégorie pleine de
(CRE(X))(Y) dont les objets s’écrivent (F, Idy) avec F=C(V)QE.

Grace 4 ’homéomorphisme bien connu

F(X x Z, EndE) ~ 7 (X, F(V, EndE)),
on en déduit la proposition :

Prorosition (1.2.20). — Les catégories de Banach (CR;(X))(Y)
et CRE"(XXY) sont équivalentes. En particulier, st X et Y sont deux
espaces compagcts et sv C est une catégorie de Banach, les catégories C(X)(Y)
et C(XXY) sont équivalentes.
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Remarque. — Si X est un G-espace compact et si X’ est un G’-espace
compact, on démontre de méme que (Cu(X))e (X')~ Cpha (XX X').

Sotent C et €’ deux catégories de Banach et soient ¢,, ¢, : € - €’ deux
foncteurs linéaires continus. Ces foncteurs sont dits homotopes s’il existe
un foncteur ¢: C — C'([o, 1]) tel que p,.2~ 9, et que p;.9 ~ 9, [on
note p, et p; les foncteurs restriction de C'([o, 1)] & €' ({o}) et &' ({1})
respectivement]. On dira que € et €’ ont méme type d’homotopie s’il
existe deux foncteurs linéaires continus ¢ : € > C et 6: €' — € tels que .
et ¢.0 solent respectivement homotopes a Id, et a Id..

Prorosition (1.2.21). — Sotent fo, fi: XY deux applications
continues homotopes et C une catégorie de Banach. Les foncteurs image
inverse f,, fi : C(Y)— C(X) sont alors homotopes. En particulier, le type
d’homotopie de C(X) ne dépend que du type d’homotopie de X.

Démonstration. — Exercice (utiliser la proposition précédente).

Remarque. — Cette proposition s’écrit aussi dans le cadre des fibrés
en G-C (V)-modules; nous en laissons le soin au lecteur.

Nous avons introduit cette notion d’homotopie pour la raison essen-
tielle suivante : 'expérience montre qu’il existe des foncteurs linéaires
continus ¢ : € - €’ qui sont intéressants et qui ne sont pas des foncteurs
de Serre. En fait, en nous inspirant de la construction analogue dans le
cadre des espaces topologiques, nous allons construire la catégorie « cylindre
d’application » I, du foncteur ¢, ainsi que deux foncteurs linéaires
continus 0: C > M, et : M, — C’ jouissant des propriétés suivantes :
¢ est un foncteur de Serre, § une équivalence d’homotopie et le diagramme

4 2
e —>C

N
0N %

an,

On définit I, comme la sous-catégorie de C X C’([o, 1]) formée des
couples (E, E') tels que 9E=FE'|,,; 0 est le foncteur E— (E, n*9E),
w:[o, 1] > P; 3 est défini par (E, E')—~>E|,. Si f: E|,,—~E],, est
un morphisme de €', 'endomorphisme de (E, E’) défini au point t€Jo, 1]
par tf pour E’ et par o pour E (au point ¢ = o) est évidemment un relévement
de f; il en résulte que 9 est un foncteur de Serre. Définissons y : M, C
par ¥ ((E, E))=E. Alors y.0 =1Id et 0.7 est homotope a I'identité par
« '’homotopie » & : M, M, tE€[o, 1], définie par £ ((E, E'))=(E, B,
ou E'|,,, est égal & E'|,_,, pour t>>uet & E pour t—u.

Remarques. — Si o est quasi-surjectif, 3 Dest aussi. D’autre part, pour
que I, soit une catégorie de Banach, il est nécessaire que @ soit d’image
fermée (sur les espaces de morphismes).
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1.3. Le groupe de Grothendieck.

Derinition (1.3.1). — Soit M un monoide abélieﬁ et soit L(M) le groupe
lubre engendré par les éléments de M. Le groupe symétrisé S(M) de M est le

quotient de L (M) par le sous-groupe engendré par les relations
fatb)—la]—{bl =o.

~ On désigne par s ’homomorphisme canonique, non injectif en général,
défini comme le composé évident M — L(M) — S(M). Le couple (s, S(M))
est alors la solution du probléme d’applications universelles que voici :
pour tout homomorphisme de monoides « de M dans un groupe abélien G,
il existe un homomorphisme de groupes a de S(M) dans G, et un seul,
tel que a = a.s.

On peut donner du couple (s, S(M)) une description équivalente souvent
utile : on considére le quotient de M X M par la relation d’équivalence

(a, by ~(¢c,d)y=Jela+d+e=b+c+e.

Le monoide quotient est alors un groupe abélien S’(M). Si 'on définit
st M~ S (M) par s'(a) = (a, 0), le couple (s’, S"(M)) résout le probléeme
universel précédent, donc est isomorphe au couple (s, S(M)).

Derinition (1.3.2). — Soit € une catégorie additive. Le groupe de
Grothendieck K(C) de C est le groupe symétrisé du monoide abélien (pour la
somme des objets) de U'ensemble des classes d’isomorphie d’objets de C. Il dépend
fonctoriellement de C de maniére évidente. :

Ezxemples. — L’exemple le plus important pour la topologie est sans doute
celui ou C est la catégorie des fibrés vectoriels, réels ou complexes, de dimen-
sion finie, ayant pour base un espace compact fixé X. On note alors K(X)
le groupe de Grothendieck de C. Ce groupe a été introduit par Atiyah
et Hirzebruch [7]; dans le cas complexe il a des liens étroits avec la cohomo-
logie ordinaire de X.

Malheureusement, le calcul de K(X) reste en général plus difficile que
celui de la cohomologie. Le point de vue des catégories, plus sophistiqué
a priori, nous permettra cependant de mieux calculer K(X). Ainsi, une
catégorie de Banach peut é&tre considérée comme une simple catégorie
additive et son groupe de Grothendieck se révélera intéressant par la suite.

Enfin, d’un point de vue purement algébrique, Bass a étudié le groupe
de Grothendieck de la catégorie €(A) formée des A-modules projectifs
de type fini, A étant un anneau quelconque [9]. Dans ce cas particulier,
on notera K(A), par abus de lagange, le groupe K(%(A)). Nous allons
voir qu’en fait, moyennant certaines hypothéses, le groupe de Grothendieck
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s’exprime comme une limite inductive de groupes K d’anneaux conve-
nables.

Si C est une catégorie additive pseudo-abélienne [déf. (1.2.1)] et si E
est un objet de C, on désigne par € (E) la sous-catégorie pleine de € formée
des objets de C facteurs directs de E” pour un n. Soit maintenant A I’anneau
des endomorphismes de E. On définit un foncteur ¢ de Z(A) dans Z(E)
de la maniére suivante : pour (A", p)€ObZ(A) et f€FI(Z(A)) de
source (A", p), on pose

o((A", p)) =Ker(1—p), ¢ () = Slkera—p)
(les objets de € (A) sont identifiés aux facteurs directs de A", n€N).

Lemume (1.3.3). — Le foncteur ¢ est une équivalence des catégories % (A)
et T(E).

La démonstration de ce lemme est immédiate.

Définissons une catégorie d’indices I(C) (qu’on notera simplement I)
de la maniére suivante : un objet de I est un objet de C; un morphisme
de I de source E et de but F est un couple (f, g) de morphismes de C,
f:E—~F, g:F—>E, tel que g.f=1d;. On compose évidemment les
morphismes par la formule

S8 (g =1, 88"

Toute fleche f de I de E dans F induit alors un foncteur de % (E)
dans € (F), donc un homomorphisme de K(Z(E)) ~ K(EndE) dans
K(%(F)) ~ K(EndF). D’autre part, I'inclusion de <Z(E) et de Z(F)
dans C induit une application de K(%(E)) et de K(%Z(F)) dans K(C)
compatible avec la fleche précédente. On obtient ainsi en définitive un

homomorphisme ®» de lim K(End E) dans K(C).
—>
I

Prorosition (1.3.4). — L’homomorphisme ® de lim K (End E) dans K (C).

—
défint ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. — 1l est clair que w est surjective. Soit
(E') — (E" ek (EndE) telque w({E')—{E"})=o.

Il existe donc GEObC tel que E'@ G ~ E"@ G. Mais alors 'image de
{E'} —{E"} dans K(End(E@ G)) est nulle.

Pour notre travail les groupes de Grothendieck de catégories ne suffiront
pas. Nous aurons besoin de définir le groupe K de foncteurs additifs
¢: C— C'. Pour cela, on devra supposer que C et C’ sont des catégories
de Banach et que ¢ est un foncteur linéaire continu (°). Dans ce cas,

(*) Voir cependant [17] pour des hypothéses un peu moins restrictives.
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définissons I’ensemble I'(¢) dont les éléments sont les triples (E, F, ),
E et F étant des objets de C et o : ¢ E - o F étant un isomorphisme. Deux
éléments g, et o, de cet ensemble sont dits homotopes s’il existe un élément
de I'(p([o, 1]) dont les restrictions a {o} et & {1} solent isomorphes aux
deux triples donnés. Un triple (E, E, Id) est dit élémentaire; on définit
la somme de deux triples (E,, Fo, @) et (Ei, Fi, ;) comme étant le
triple (E,@ E,, Fo@ F4, P «,). On définit alors K (p) comme le monoide
(pour la somme des objets) quotient de I’ensemble I'() par la relation

d’équivalence engendrée par ’homotopie et I’addition de triples élémen-
taires (7). On note d(E, F, a) la classe du triple (E, F, «) dans K (9).

Prorosition (1.3.5). — Le monoide K(¢) est un groupe abélien. C’est
le groupe de Grothendieck de C st C'=o.

Démonstration (cf. [11]). — La seconde assertion est triviale. Pour
démontrer la premiére il suffit de vérifier la formule de « transitivité »

d(E, F,a) +d(F, G,p) =d(E, G, .a);

I’élément d(F, E, «=') sera alors I'inverse de d(E, F, «) pour la loi de
monoide de K(9).

Par définition de I’addition des triples, on a

d(E, F,a)+d(F,G,B)=dEQF,F® G, «®B).
L’isomorphisme a @ 8 se décompose en
cESR HoFer) e (F 6.
Or l'automorphisme y de 9F P ¢F défini par la matrice
G )
1 o
est homotope a l'identité par la rotation

cos — sin® b T
sinf  cos0 ) €1>% )
On a donc

d(EDF, F®G7 a@ﬁ):d(Ee;F, FOG adph).v-(aP1)).
Soit, d’autre part, ¢: FP G—> G F lisomorphisme défini par la

matrice
o 1
—1I o

(") Cette définition ne coincide pas avec celle de [17] si ¢ n’est pas quasi-surjectif.
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Le composé 9(¢).(1PP).v.(«@P1) est Iisomorphisme de ¢(EQPF)
sur (GE@P F) défini par B.a@1. On a donc finalement

AE®F, FOG, a@®B) =dEDF, GRHF,B.a@1)=d(E, G, B.a).

C. Q. F. D.
Remarque 1. — La structure « vectorielle » de la catégorie C a servi de
maniére essentielle dans cette démonstration.
Remarque 2. — Si ¢ est un foncteur de Serre on peut, dans la définition

de K(9), remplacer la relation d’homotopie entre triples par la relation
d’isomorphie. On peut en effet, considérer I'(¢) comme I’ensemble des
objets d’une catégorie dont les morphismes de source (E,, F,, «,) et de
but (E,, F,, «,) sont les couples (f, g) de C-morphismes f: E,— E,,
g:F,—~F, tels que -

9(8).-2=2:1.9(f).

Remarque 3. — Considérons un diagramme de catégories prébanachiques
e —> ¢,
Y o
v,
€ —>C|

commutatif & homotopie prés. Il définit un homomorphisme de K(¢,)
dans K(2,) de maniére évidente. En particulier, si ¢ et ¢’ sont des équi-
valences d’homotopie, cet homomorphisme est un isomorphisme. Consi-
dérons maintenant un foncteur linéaire continu ¢ : C - C’ et la catégorie
cylindre d’application I, du foncteur ¢. Le foncteur 0 défini a la fin
du § 1.2 induit alors un isomorphisme de K(¢) sur K (3) d’aprés ce
qui précéde. Comme ¢ est un foncteur de Serre on peut done, sans
restreindre la généralité, supposer que les foncteurs qu’on considére sont
de Serre.

Dérinition (1.3.6). — Une grille carrée de catégories de Banach est la
donnée d’'un diagramme carré
e e,
(‘D) i 7 l\bz
Y thn/ﬂ

C—>Cp

de catégories de Banach et de foncteurs linéaires continus ainsi que d’'un
isomorphisme fonctoriel cyy de Yi.9, sur $s.¢a.

On se propose de définir un groupe K (®) attaché a cette grille
carrée, groupe qui coincidera avec K(¢,) si C;= C;,=o0. Par exemple,
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ceci nous permettra de définir le groupe K(X, Y;¢) (X compact,
Y fermé dans X) comme étant le groupe K de la grille

X)

e X er)

‘P(X)

e(r)— @’(Y)

Revenons aux notations de la définition (1.3.6) et considérons la caté-
gorie prébanachique C’ suivante : un objet de €’ est un triple (E,, E,, ¢),
ou E,€0b@,, E,€0bC, et ¢:{,E, 5¢,E,. Un morphisme de source
(Ei, Es,¢) et de but (E,, E,, ') est un couple (fi,fa), fi: Ei—~E,

et f»: E;— E, tel que le diagramme suivant commute

by fi ’
¢1E1Lf>¢1E1

€ E’

q}2E2 Vifi ‘-PzE/

Soit (M) : € — €’ le foncteur linéaire continu défini par
¢ (@) (E) = (91 F, 92, e (E))  (resp. o (D) (a) = (919, P2)

sur les objets E (resp. les morphismes «) de C.

Derintrion (1.3.7). — Le groupe K(®) de la grille @ est le groupe de
Grothendieck du foncteur ¢(®).

On peut donner une description directe pllis simple du groupe K(®).
Considérons I’ensemble I'(®) formé des quadruples (E, F, oy, @), ou E
et I sont des objets de C et ou

ay (PjE‘—>CP1F, Ay 2 (PgE—}(PzF

sont des isomorphismes tels que
‘«l/z oty = (€21 (&) )t 4’1 oy (Can (F))

(ce que, par abus de notation, on écrira simplement $,a,= ¢, a, par la
suite). Un objet de I'(D) est dit élémentaire s’il est de la forme (E, E, 1d, Id).
Le groupe K (®) est alors le quotient de I'(®) par la relation d’équivalence
engendrée par I’homotopie et ’addition d’objets élémentaires. On note
d(E, F, a;, a,) la classe du quadruple (E, F, a,, «,) dans K(®).

Le groupe K (®) dépend fonctoriellement de (d en un sens facile a préciser.

Soit ¢: € — €’ un foncteur linéaire continu entre deux categorles
prebanachlques et soit @ la grille carrée :

€ (Dny —> @' (D) ..

C(S—1)— (' (S1)
Ann. Ee. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 25
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D" désignant la boule unité de R” et S** son bord. Un élément de I'(®)
est dit normalisé s’il s’écrit (E, E, a,, a,) ot E= n*E, n : D" - P et ou a,
et ®, sont des isomorphismes tels que «;= Id et a,= Id au point base

(1, 0,0,0, ...) de D"

Lemme (1.3.8). — Tout élément de K (D", S"*; 9), n>x1, s’écrit sous la
forme d(c), ot ¢ est un élément normalisé de I'(®). Pour que d(o) = d(7),
ouw s=(E, B, a,, &) et t= (F, F, B,, B,) sont normalisés, il faut et il
sufffit qu’il existe un objet G de C et des homotopies a4 (t) de Aut (EDFPDG)|s—)
et ax(t) de Aut((PE@ e FP ¢G)), t€[o, 1], telles que a,(t) = Id et a.(t) = Id
au point base canonique de D" et qu’on ait les relations

ay (O) i 21 @ IdP ‘S"—‘@ IdG]S"—" a, (I) = IdE Isn—1® 51 @ IdG IS"""
as(0) =@ ld,p P ld g, a(1) =ld, g B B Id, g,
@ (2) s =9 (a1 (2))-

Démonstration. — Exercice.

Considérons maintenant une grille carrée

e e,

!
$1 '4/2
)

61 —‘—1—% @12

telle que ¢, soit quasi-surjectif et que @, soit un foncteur de Serre. On va
définir un opérateur « cobord »

0: KDY, S; ) —>K(®D).

Le groupe K(D*, S°; {,) est le groupe K de la grille carrée

Cy (D)) —> G, (8°)

be (DY) be (57)
Y

Cio (D) —> €43 (S°)
Tout élément de K (D', S°; ,) s’écrit donc sous la forme d(¢.(8), 9.(9), «, {3),
ou

a(t): 429203 Png,0, et

et

B: ‘P?els"i‘?zws"
sont des isomorphismes tels que 4, () = a|s, «(0)=Id et que B|,,= Id.
Puisque «(t) est une homotopie de {,(B)|,, & I'identité et que ¢, est un

foncteur de Serre, il existe ¢(f) € Autg,0, dépendant contintiment de ¢,
tel que €(o) = Id et que «(t)={,(c(t)); on a donc

a(r) =gy (e(1)) = (Bliay)-
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On pose alors, par définition,
d(d(CPze, (Piea a, ﬁ)):d(ev 07 e(1), @|(l})'

Il faut vérifier que cette définition est indépendante du choix des relé-
vements 0 et ¢. Supposons, en effet, que 9,0 = 9,0" et désignons par ’ les
constructions précédentes appliquées a 0°. Il suffit de montrer que

dO@Y, 0D, ()B4, Bloy +1d) =d (0D, 00, 4B (1), 1A Bl1)).
Considérons alors ’automorphisme de
($292) (0D 0) == ($292) (9) D ($292) (V)

défini par le produit des matrices

TU . T Tu . Tu

C0S — — SIn— a(t) o cOs —  SIn—

(t, w) 2 2 2 2
a(t, u)y=

’ . Tu Tu . Tu Tu

sin—  €cos— o 1 —sln—  €OS —

2 2 2 2

En utilisant le fait que ¢, est un foncteur de Serre, on démontre qu’il
existe un automorphisme (¢, u) de 9,0 P ¢,0" tel que

by (0 (8, w))=a(e, u), 0 (o, ) =1d, o (¢, 0) ==z (¢) P 1d, (L, N=IdP < ().

Les homotopies u+>8(1, u) et

Tu . Tu / Tu A
€Os —  —sin— Blgay o cos—  sin—
2 2 : 2 2
u >
. Tu Tu . Tu TUu
sin—  cos— o 1 —sin—  cos—
2 2 2 2

permettent de montrer que les deux éléments de K(®) obtenus sont
égaux.

TatoritME (1.3.9). — Considérons une grille carrée

e 5 G,

J Tk

¢, W—) em

ol ¢, est un foncteur quasi-surjectif et ot Y, est un foncteur de Serre. Alors
la suite

K(D', 85 90) 5 K (D', 8% 42) 5 K (@) 5 K (@) 5K (4),
o tous les homomorphismes, excepté 0, sont naturels est une suite exacte.

Démonstration.
Exactitude en K (9,) :
(v.u) (d(E, F, a1, 1)) =d (9. E, 9. F, \P1(<Z1)) =d(9:E, 9. F, $05) —o.
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Réciproquement, si ‘
v(d(E, F,a)) =d(9:F, 9 F, $1a1) =0,
il existe un objet élémentaire de la forme (9,0, ¢,0, Id), car ¢, est quasi-
surjectif, tel que (9.(EPI), 9.(F PI), $y(aP Id)) soit isomorphe a un
objet (6, ', ¥') out Y’ est un automorphisme de {,0" homotope a I'identité.
On a donc un diagramme commutatif :
Yo (BB 0) = baoa (BB 0) 2L 4,00
hi@el |~ v
B9 (ED ) = a9 (£ D 0) 25> 1

ou Y’ est homotope a I'identité. Comme ¢, est un foncteur de Serre, il existe 3
homotope & @ Id tel que

i (B) =4 (™) () =4 (871 ).
Alors,
d(E, F, a):d(E@e, F@e> a@1d) :V(d(E@e) F®ev ﬁag—lf))-
Ezactitude en K(®) :
(ud) (d((on, ?201 a, ﬁ)) :u(d(e’ 6, 8(1)) ﬁl(i))) :d(6> 6, 8(1))’

[On suppose que «|,,= Id, B|,,= Id et que €(t) est choisi de telle sorte
que Y, (e(t)) = a(¢)]. Cet élément est évidemment égal & o puisque (1)
est homotope a I'identité. Réciproquement, si

u(d(E, F, a,3))=d(E, F, a)=o,

il existe des objets 0 et 6’ de € et c¢€ Autl’ [c étant homotope a I'identité
par une homotopie ¢(t) telle que ¢(o)=1Id et que ¢(1)=c¢] de fagon
que (E@I, FPHO, a P Id) soit isomorphe a (6, 6’,¢). On a donc un
diagramme commutatif

G (B0 FR o

a@Id - g

Y

@ (F @ 0) =50

Alors
dE,F,a,3)=d(ERO, FPHI, aPld, BPId)

:d(e’, el, & CPz(f) (a@ld) P2 (g_1)) :d(d(c%eI, ?20/a e(t)’ 5)),
avec foa : :
N Bliy=1d et Bl1,=9:(8) (¢ PId) 9:(g™).

Ezxactitude en K(D*, S°; {,) : Soit d(8, 0, «, B), ou aly=1Id et
B|(0,= Id, un élément quelconque de K (D*, S°; {,). Alors ‘
d(Vi (d(oa 07 «, B))):d(d(%oa %e, l'piat’ @26))

:d(e’ e» Ot]“},« $2 ﬁ[(i}) :d(ev 0> P4 pl(ih ?2(3[“}):(1(9, 97 Id):O'
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Réciproquement, soit d(9, 0, o, B)€ K (D', S°; {,) tel que $,8'= 8, ce qui
est loisible, 9, étant quasi-surjectif, et tel que
a(d(9, 8, a(t), B)) =d (0, 0, ¢(), Bliy) =o
(ou t€D' et ou ¢,(e(t)) = a(t), Bl;s,=1d). Il existe donc des homo-
topies Y(u)€Aut(p:0”) et Y (u)€Aut(p.9"), u€lo, 1], 0", 6"€O0be,

telles que
v (o) =1d, v (0)=1d, o (7' (1)) = s (Y (w))

et telles que les quadruples
(@0, 00, e()DId, Bl DI et (07, 0", (1), v'(1))

soient isomorphes. On a donc des diagrammes commutatifs :

9 (0D 0") 2L o, (87) 92 (0@ 0") 2L g, (07
sl | = Y ﬁ(i}eldiz 1)
91 (0P 0") 22 o, (87) 9. (0D 0") 225 o, (67)
On a
d(ev 07 a, 6) - d(({’? (0l® O”)a cP‘Z (e/® 0”)7 a (t) @ Id) ﬁ @ Id)a
or

a() QU= (c() BId) et (a() BId) = =1 (92 (7)Y (1) %:()))-
Soit ((t, u), t€D', u€[o, 1], un prolongement de |
o (8) =¢a (92 (87" ¥ (w) 92(f)) a D' [o,1]
qui coincide avec «(t) @ Id pour u =1 et qui est égal a I'identité pourt = o.

Un tel prolongement existe toujours car I'ensemble formé par deux cotés
consécutifs d’un carré est rétracte du carré tout entier. Comme

@ () @Id=1y: (c (1) B 1d)
il existe o(t, u) € Aut (9. (8’ 9")) tel que
0(¢1)—¢(2) Ppld, 0 (0, u)=1d
et tel que '
Ui (3(¢, u))=B (¢ u).
Alors
d(07 0’ a, B) =¥ (d(6/® 0”1 0,@6”’ 6([, 0), 71))1
avec 1|, = g et 1,,= Id.
' C. Q. F. D.
Parmi les nombreux corollaires de ce théoréme (cf. [17]) retenons surtout

celui-ci, qui nous servira pour le calcul du groupe K des fibrés projectifs
réels :
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Cororraire (1.3.10). — Soit
cXele

une suite de catégories de Banach et de foncteurs linéaires continus quasi-
surjectifs. La suite

K (D', 8°; 49) > K (D', §°;4) = K (9) - K (49) > K ()

assoctée a la grille

lﬁ
o

-
S
<0
=
G <—
-

l\g

est alors une suite exacte.

Soient maintenant C et €’ deux familles continues de catégories de Banach
sur X (Définition 1.2.12). Une famille continue ¢ de foncteurs linéaires conti-
nus de C dans C' estla donnée, pour chaque U, de foncteurs linéaires continus
¢y : C(U) > €' (U) commutant aux foncteurs restriction p”". On désigne
alors par K(U, T; ¢) le groupe K de la grille carrée

ey 25 ey

(@) %y or
Y T,U

ey £ e (T)

Proposition (1.3.11) (Excision). — Soient C et €’ deuzx familles continues
de catégories de Banach et soit ¢ : C— C' une famille de foncteurs linéaires
continus de € dans C'. L’inclusion v : (X, X, NX,) > (X, UX,, X,) induit
alors un isomorphisme * de K (X,U X, X,; @) sur K(X,, X, nX:; o).

Pour démontrer cette proposition, on aura besoin de la définition et du
lemme suivants :

Dirinrion (1.3.12). — Un élément (E, F, o, B) de T(®), ot « : 9E 3 oF
et B : E|,= F|,, avec 9(3)=aly, est dit quasi-élémentaire si E=F, 3= Id
et su o est homotope & U'tdentité dans une homotopie constante au-dessus de T'.

Lemme (1.3.13). — Pour qu'un élément d(a) de K(U, T; ¢), avec
o= (E, F, a, B), soit nul, il faut et il suffit qu’il existe un objet élémentaire <
et un objet quasi-élémentaire 7' tels que a @ soit tsomorphe a <'.

Démonstration du lemme. — La condition suffisante est évidente. D’aprés
la définition de K(U, T; ¢) 1l suffit donc de montrer que pour tout
quadruple o= (0, 0, «, ) tel qu’il existe des homotopies a(t) et B(i)
de Aut¢d et de Autl|, respectivement avec o(B(¢)) = a(t)|,, «(o)=1Id,
B(o)=1d, a(x) =a, B(1)=B, o est isomorphe & un quadruple quasi-
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élémentaire. Comme le foncteur restriction C(U) > G(T) est un foncteur
de Serre, il existe un automorphisme () de Autf dépendant continiiment
de ¢ tel que B(t)|,= B(t). Donc o est isomorphe de maniére évidente au
quadruple (6, 6, ¢(B(1)) ', Id) qui est quasi-élémentaire.

Démonstration de la proposition (1.3.11).

(a) " est surjectif. Soit d(E, F, a, §) un élément de K(X,, X,NX.,; o).
Comme le foncteur restriction C(X,UX,)—~ C(X,) est quasi-surjectif,
on peut supposer que F=F'|,, ou F'€ObC(X,UX,). Soit E' 'objet
obtenu par recollement de E et de F'[,, grice a I'isomorphisme (.

Fig. 1.

En identifiant E'|s, et F'|, grice a ce recollement, on peut prolonger «
et 3 en posant « = Id et 3 = Id au-dessus de X,. On a alors de maniére
évidente

C(d(E', F'y a,B))=d(E, F, a, B).

(b) " est injectif. Soit d(E, F, a, 3) un élément de K(X,UX,, X.; ¢)
tel que d(3) = o, avec
o= (EIXN leﬂ alxﬂ BIXM'\X:)‘

D’aprés le lemme précédent, il existe donc un quadruple quasi-élémentaire
(0, 0, ¢, 1d) tel que o lui soit isomorphe (4 addition avec un objet élémentaire
pres), soit

fi Elx, 50, g: Fl,%0.

On peut alors prolonger 3 en un isomorphisrﬁe B de Esur Fen posant =238

" au-dessus de X, et f= g*.f au-dessus de X,. D’autre part, on a « = ¢f

au-dessus de X, et a« = ¢@g'.c.¢f au-dessus de X,. L’isomorphisme « est
donc homotope a ¢f. Par suite

d(E, F,a, ﬁ):d(l;a F, CPBa 5>:0‘

C. Q. F. D.

Pour conclure, signalons que, dans de nombreux cas particuliers, on a
une propriété d’excision plus forte. Par exemple, en anticipant sur les
paragraphes 2.1 et 3.3, on a la proposition suivante dont la démonstration
est calquée sur celle de la proposition (1.3.11) :
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Prorosition (1.3.14). — Soit ¢: C - C' un foncteur linéaire continu
entre deux catégories de Banach. Sotent X un G-espace compact, Y un sous-
ensemble fermé invariant par G et V un G-fibré de base X|Y munit d’une forme
quadratique non dégénérée. La projection w : X - X|Y induit alors un
isomorphisme

KRG (XY, (y)) B KRE" (X, V).

CHAPITRE II.

COHOMOLOGIE DES CATEGORIES DE BANACH.

\

2.1. Les foncteurs K" et K»v,

Soit € une catégorie de Banach et soit C”? I’algébre de Clifford de R”7
pour la forme quadratique

—xi—...— T2y . —|—a¢p+q (cf. §1.1).

On désigne alors par C”7la catégorie formée des objets de C ot ’algébre C»-
opere (cf. § 1.2, exemples aprés le lemme 1.2.18). D’autre part, d’aprés la
proposition 1. 1 20, les algebres cre+t et CP9** sont isomorphes. Expli-
citement, désignons par e, ¢, 1 =1, ..., p;J =1, ..., ¢, les générateurs de
Palgebre C”7 en général. L’ homomorphlsme f: Cro9— Crrt* définl par

. Sle) =ep., Sle))=¢j
pour ¢ >4 et j quelconque et par
fle)=e...%...¢

pour i =_4, est alors un isomorphisme de C*** 7 sur C» "+,

Prorosition (2.1.2). — L’isomorphisme de C***" sur C"*** défini ci-dessus
indutt un itsomorphisme des catégories de Banach CP* 7 et C1*, Sy C est
complexe, U'isomorphisme éyident de Cr**>71 Q) G sur CP 1" Q) C induit de méme
un tsomorphisme de C’**:1 sur Cr.1+ -

On définit maintenant un foncteur linéaire continu 7 de €7 dans G+ 9+!
de la maniére suivante : soit E un objet de C et soient ¢;, €¢;, t =1, ..., p;
j=1, ..., q, les générateurs de CP7. On pose alors A(E)=EQPE,
I’algébre CP+':7+' opérant sur X(E) par les formules

’ (ei o ¢ (sj o ¢ (o —1> ¢ 0 I
et P == ) f— ) j— )
: 0 —e ) 7T N0 —g ptt 1 0 g+1 I o



K-THEORIE. 201

Pour un morphisme f quelconque de C”7, on pose de méme

wn=(1 )
Prorosrrion (2.1.3). — Le foncteur y est une équivalence des catégories de
Banach CP17 et CPH- 171,

Démonstration. — On va définir un foncteur quasi-inverse

X’ s @PHLIHL @D, 9,

Soit E un C7**:%*-module; v = ¢, e,,, est alors un automorphisme involutif
de E (considéré comme C?%module par « restriction des scalaires »).
On pose

v (£)=FE'=Ker(1—mn)/2 et 2 () = [l

On vérifie trivialement que %'.%~ Id.,,. Démontrons maintenant
que X.X,: Ide}'—i—i.q+h POSOHS
E'=Ker(1+n)/2;

E se décompose alors en la somme directe E°@ E* et e,,, est un auto-
morphisme de E (considéré comme objet de C) qui s’écrit sous la forme :

o —a!
a o

Le morphisme de E°@ E° dans E°@ E*' défini par la matrice

(32

induit alors un isomorphisme de “.%Z’ sur le foncteur identique.
C. Q. F. D.

Remarque. — Dans cette démonstration on a utilisé implicitement le
fait que C" 1+ ~ Cr 7 (2).

Les propositions précédentes nous serviront également sous une autre
forme qu’il est bon d’expliciter. Pour cela, nous aurons besoin d’une notion
un peu plus riche que celle de catégorie de Banach et qui est la notion de
catégorie de Banach graduée. Une telle catégorie est la donnée d’une caté-
gorie prébanachique C et, pour tout couple (M, N) d’objets de C, d’une
Z,-graduation Hom (M, N) = Hom"(M, N)@ Hom"'(M, N) sur Despace
vectoriel des morphismes de source M et de but N. On suppose évidemment
que cette graduation est compatible avec la composition des morphismes
et la somme directe des objets. Donc Hom”(M, N)X Hom?(N, P) s’envoie
dans Hom”*"(M, P) par la composition des morphismes et 'on a des
isomorphismes

Hom?” (M @ N, P) ~ Hom? (M, P) @ Hom? (N, P),
Hom? (P, M P N) ~ Hom? (P, M) P Hom? (P, V).
Ann, Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 26
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Enfin, on suppose que tout projecteur de degré zéro admet un noyau.
Si 'on désigne par C° la catégorie prébanachique dont les objets sont ceux
de C et dont les morphismes sont les morphismes de € de degré o, la caté-
gorie C° est donc une catégorie de Banach. On laisse au lecteur le soin
de définir lui-méme les notions de foncteur gradué, d’équivalence et d’iso-
morphie (de degré o) entre deux catégories de Banach graduées.

Si C est une catégorie de Banach arbitraire, les objets de C74+! peuvent
étre considérés commes les objets d’une categorle de Banach graduée qu’on
définit ainsi. Soient e¢;, ¢;, 1 =1, ..., p; J =1, ..., ¢ + 1, les générateurs
de I’algébre C 7+ et soient E, F deux objets de ér e+t Un C” ‘-morphisme f
de E dans F est dit de degré o (resp. 1) sif.¢,os =40y .f(vesp. f.epor = — €ga.f)
On vérifie aisément qu’on a défini ainsi une catégorie de Banach graduée
qu'on désigne par €r9. Elle s’interpréte également comme la catégorie
formée des objets gradués de C ou ’algébre graduée C*7 opére. 1l résulte.
de 14 que l'isomorphisme des algébres graduées CP** 1 et CP%* (resp.
Crt1@C et Cr*' @G dans le cas complexe) induit un isomorphisme
de @41 sur €r 1+ (resp. de €77 sur €»7*1), On montre de méme que
les catégories C»? et CP* 7' sont équivalentes. On vérifie que ces deux
sortes d’équivalence (dans les cas gradué et non gradué) sont compatibles
entre elles; on a ainsi les diagrammes commutatifs :

@p+hyq __X__> @p+8, q+1 &p-’—-ﬁ, q ‘l_> &p+5,f7+1
ep g+ Ly @pri, g Gravs Ly Bprtgs

et des diagrammes analogues dans le cas complexe.
Remarque. — La catégorie (E» 7)° s’identifie de maniére évidente a C» 1+,

DEFINITION (2.1.4). — Soit C une catégorie de Banach et sait n€Z.
On désigne par C* (resp. é") la catégorie de Banach (resp. la catégorie de
Banach graduée) Em® si n>>0 ou C"" s n<<o).

Prorosirion (2.1.5). — Les catégories C" et C* (resp. C" et C™*) sont
canoniquement équivalentes. St C est complexe, il en est de méme de C" et C"+*
(resp. én et é”“).

Démonstration. — Raisonnons dans le cas réel non gradué pour fixer les
idées. Il résulte de la proposition (2.1.3) que C»7 est équivalente a la
catégorie C”~ par la composition de p ou ¢ équivalences X. Sl p—gqg=mn,
on a donc les équivalences

Cl~ CP T~ CPHYH G+ AU CPH8T ~y @n+s
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En raison des diagrammes commutatifs précédents, ces équivalences sont
indépendantes du choix des entiers p et gq.

Si € est une catégorie de Banach graduée, on a un foncteur « oubli de
structure graduée » O: C°— C, € désignant la catégorie prébanachique
sous-jacente a C: il est défini par I'identité sur les objets et les morphismes

de C°. Le foncteur O est évidemment quasi-surjectif, mais n’est pas de
Serre en général.

Derinirion (2.1.6). — Le groupe K du foncteur O, qu’on note K(C), est
le groupe de Grothendieck gradué de la catégorie graduée C. En particulier,
st C est une catégorie de Banach arbitraire, on désigne par K»1(C) [resp. K"(C)]

le groupe de Grothendieck gradué de la catégorie graduée CP1 (resp. én).

Remarque 1. — 1l résulte des calculs précédents qu’on a des isomorphismes
naturels ,
Kri(e) x Ko+ (€),  Kr+ha(€) ~ Kp i+t (@)

et des isomorphismes analogues dans le cas complexe. En particulier, les
groupes K" sont périodiques par rapport a n, de période 8 dans le cas réel
et 2 dans le cas complexe.

Remarque 2. — On peut définir les groupes K77, K" sans avoir recours
aux catégories graduées. Ainsi le groupe K7 ?(C) est le groupe K du
foncteur restriction des scalaires C»7+'— CP 7, Cecl résulte du fait que la
sous-catégorie pleine de C”7 engendrée par les images des objets de C» 7™

par ce foncteur s’identifie & la catégorie prébanachique (é””’). Notons
que ce foncteur restriction est quasi-surjectif : si E est un C”?module,

désignons par E l'objet « conjugué » de E obtenu en faisant opérer C”7
sur E via son involution canonique; alors, d’aprés la proposition (2.1.3),
E@E peut étre muni d’une structure de C*"7*'-module, donc de
CP ¢+'-module, étendant la structure de C” ?-module initiale.

D’aprés les considérations précédentes, tout élément de K°(C) s’écrit
en particulier sous la forme d(E, F, «), ou E et F sont des objets gradués
de C (i. e. muni d’un automorphisme ¢ de carré 1) et ou «: E— F est un
isomorphisme non nécessairement compatible avec les graduations. D’une
maniére générale, si G est un objet de € muni d’une graduation g,
posons G°= Ker(1—¢)/2.

Prorosition (2.1.7). — L’homomorphisme g de K°(C) dans K(C)
défini par g(d(E, F, a)) ={E°} — {F°} est un tsomorphisme.

Nous ne démontrerons pas cette proposition qui sera conséquence de
la proposition (2.1.10) plus générale. Notons qu’on peut aisément définir

e T
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I’homomorphisme g’ de K(C) dans K°(C) en sens inverse. En effet, si E
est un objet de C, on peut le munir de la graduation 41 ou — 1. Dési-
gnons par E* ou E~ les objets gradués obtenus. On a alors

g (E)=d(E*, E-, a),
ou « est I'identité sur les objets de C sous-jacents.

Prorosition (2.1.8). — Soit 9: C - C' un foncteur de Serre (resp.
quasti-surjectif). Le foncteur évident ¢P7: CP1— C'P1 est alors de Serre
(resp. quast-surjectif).

Démonstration. — On peut employer la méthode qui nous a servi a
démontrer la proposition (1.2.16) mais d’une fagon plus élémentaire dans ce
contexte. Soit Gle sous-groupe multiplicatif fini de (C? 7)* engendré pare;, ;.
Supposons que ¢ soit de Serre et considérons deux objets E et F de C»7
ainsi qu’un morphisme a: ¢”(E) — ¢”4(F). Soit & un morphisme de E
dans F (considérés comme objets de C) tel que ¢(&)=a. Alors.
=1 2Pt 29‘1 .. ¢ est un morphisme de C7?-modules tel que ¢ 7(%) = .

vEG
Supposons maintenant ¢ quasi-surjectif et considérons un objet E de C'71.
Munissons E=Cr*QE (~ Ezﬁq) de la structure de C”7-module induite

par le premier facteur du produit tensoriel. Soient i : E — E, j: £ — E les
morphismes définis par i(e) =1/277' ¥ .1 @v.eetparjAQf) = L. f
reEG

(avec les abus de langage signalés dans le paragraphe 1.2). Alors j.i = Id;

donc E est facteur direct de E. D’autre part, soient E’' un objet de €’

et F un objet de € tels que ¢(F)~E@E'. Alors ¢or1(F)=E®E'.
C. Q. F. D.

Soit @ : € - C' un foncteur linéaire continu gradué entre deux catégories

de Banach graduées. Nous dirons (par abus de langage) que ¢ est un fonc-

teur de Serre quasi-surjectif si le foncteur $: € — C’ est un foncteur de
Serre et si 9°: C°— C'* est quasi-surjectif.

Derinition (2.1.9). — Soit ¢: C— €' un foncteur de Serre gradué et
quast-surjectif. Le groupe K de la grille
¥, @o
oL ] lo
ets¢e

qu’on note K (¢), est le groupe de Grothendieck gradué du foncteur ¢. En parti-
culier, st 4 : C— C' est un foncteur de Serre quasi-surjectif enire deux caté-
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gories de Banach ordinaires, on désigne par K» () le groupe de Grothendieck

du foncteur gradué évident $r1: Cr1—> C'r 1. Le groupe Kr () est donc le
groupe K de la grille
q’ 'y

Ps g+
CPa+H1 I @ P+t

L

GP,(IV_.) e P

Comme dans la définition (2.1.6), on pose K"({)=K"°(l) si n est
positif et K"({) = K" "({) si n est négatif. Ces définitions recoupent
évidemment les précédentes lorsque la catégorie d’arrivée est la catégorie
nulle.

D’aprés les considérations du paragraphe 1.3, on peut donner une défi-
nition directe simple du groupe K”7()) : considérons I’ensemble I'7({)
formé des triples (E, F, «), ou E, F€Ob ¢! (i. e. sont des C”%-modules
gradués) et ou «: E — F est un isomorphisme de C”?-modules, {o: ¢ E — o F
étant un isomorphisme de C” “**-modules (i. e. de degré o). Un triple (E, F, «)
est dit élémentaire si o est de degré o. Deux triples (E,, F,, @) et (Ey, Fy, o)
sont dits homotopes s’il existe un triple (E, F, «) de I'»%({][o, 1]) dont les
restrictions en {0} et {1{ soient isomorphes aux deux triples donnés.
Ceci revient a dire qu’il existe deux isomorphismes [ : E,—~ E,, g: Fo— F,
de degré o et une application continue t+>a(t) du segment [o, 1] dans
Iso(E,, F,) telle que a(0) =a,, a(1)=g " .a.f et que d(«(t)) soit de
degré o. L’ensemble quotient de I'*»7({) par la relation d’équivalence engen-
drée par I’homotopie et ’addition d’objets élémentaires est le groupe
abélien K»7(d) [cf. aussi la proposition (2.1.14)]. On note d(E, F, «)
la classe du triple (E, F, «) dans K»({).

Si p"*: C(X)—> C(Y) est le foncteur restriction associé 4 une caté-
gorie de Banach C, & un espace compact X et & un sous-espace fermé Y,
on note K"1(X,Y;C), K'(X,Y;C) les groupes Kr(p"*), K"(p"").

Dans la définition (2.1.8) considérons le cas particulier o p = ¢ = o.
Tout élément de K°({) s’écrit sous la forme d(E°@PE', F*@ F!, a),
ou a: E°PE'>F' PF' est un C-isomorphisme tel que Yo soit de
degré o, 1. e. représenté par une matrice diagonale

9’a o
(%7 )
Alors d(E°, F°, {*a) représente un élément de K () et la correspon-

dance d(E, F, a) > d(E°, F°, {°a) définit un homomorphisme g de K°({)
dans K (). La proposition suivante généralise alors la proposition (2.1.7).

Prorosition (2.1.10). — L’homomorphisme g: K°({) > K({) est un

isomorphisme.
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On peut donner plusieurs démonstrations de cette proposition (cf. [17]).
Nous allons adopter celle-ci qui a ’avantage de mettre en valeur le lemme
suivant :

Lemume (2.1.11). — Sout
' e, e,
(@) 3 i%

v
C—Co

une grille carrée de catégories de Banach ot ¢y, 92, 4y et . sont quasi-
surjectifs et oiu U, est un foncteur de Serre. On a alors une suite exacte :

K (D', 8 ¢:) > K (D', 85 4s) 5 K (@) - K (¢:) > K (),

o tous les homomorphismes, excepté d', sont déduits de la fonctorialité du
groupe K.

Démonstration du lemme. — Soit I, (resp. M) la catégorie cylindre
d’application de ¢, (resp. $,) (c¢f. fin du § 1.2). D’aprés le théoréme (1.3.9),
il suffit de démontrer que K () est isomorphe au groupe K de la grille

@ S —

Mais ceci résulte de la comparaison des deux suites exactes :

K(D', 8 &) > K(D', 83 3,) % K(®) K (3,) > K(J)

O S

K(D', 8 ¢,) > K (D', 8% §y) > K (@) — K (92) — K (1)

obtenues en considérant les grilles « symétriques par rapport a la diago-
nale ».

Démonstration de la proposition (2.1.9). — Puisque I'algébre de
Clifford C°! s’identifie a RPR, C"' s’identifie & CXC pour toute
catégorie de Banach C. Le foncteur restriction des scalaires p: CX C— C
est défini par ¢((E, F)) = EQ@F et le groupe K°(}) est donc le groupe K
de la grille carrée

exem&x i

T

C—r———— ¢

D’autre part, d’aprés le lemme précédent appliqué a la grille symétrique,
on a la suite exacte :

K(D', 8% §x¥) 2 K(D', §; §) > K (@) > K (U< 4) > K ().
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Comme
K<)~ KW DAY et KD, S 4xd)~ KD, S ) PKWD, S; )

de maniére évidente, il existe des homomorphismes ¥, et v inverses a gauche
de &, et & respectivement. On a donc la suite exacte courte :

0> KV (4) > K () @ K (4) — K (L) > o.

Le résultat annoncé s’en déduit, en comparant cette suite a la suite exacte
scindée : i
oK) SKW) ®KW) LK W) ~o,

a(z)=(z, —z) et B(y,5) =y-+s

Nous allons donner une autre interprétation des groupes K”?({) qui
nous sera trés utile dans le paragraphe suivant et dans les applications.

Considérons la catégorie additive A”7()) suivante : un objet est un
triple (E, €', €?), ou E est un objet de C”7 et ou ¢* et ¢* sont deux gradua-
tions (*) de E telles que ¢(e') = ¢(e*); un morphisme de source (E, ¢!, ¢?)
et de but (F, v', v?) est un morphisme f: E—~F de CP7modules tel
que n'.f={f.c' et que v*.f=f.e%. Notons I"77({) I’ensemble des objets
de A”7()) et M7 4({) Pensemble de ses classes d’isomorphie. Un objet
(E, ', ¢*) est dit élémentaire si ¢'=¢c*. Deux objets g,= (E,, ¢, ¢,)
et o,=(E,, ¢, ¢,) sont dits homotopes s’il existe un objet (E, €', ¢?)
de I'77(y[o, 1])) dont les restrictions en {o} et {1} soient respectivement
isomorphes & g, et o,. Par définition, K'”(}) est le monoide quotient
de I'"7%({) par la relation d’équivalence usuelle. Bien entendu deux triples
isomorphes sont équivalents. Comme il est d’usage, on note d(E, ¢, ¢?)
la classe du triple (E, ¢*, ¢*) dans K'77({). ‘

Soit d(E, ¢!, €?) un élément de K'P4({) et soit E\, i=1, 2, le C1-
module E muni de la graduation ¢. Soit «: E'— E? l'isomorphisme de
CP 7-modules égal a l'identité sur les objets de C sous-jacents. Alors la
correspondance d(E, ¢', ¢*) > d(E*, E*, «) définit un homomorphisme y de

K'»1(d) dans K*1({).

- Prorosrtion (2.1.12). — L’homomorphisme y de K'77({) dans K”9({)
défini ci-dessus est un isomorphisme. En particulier, K'# () est un groupe
abélien.

Démonstration. — On va définir un homomorphisme ' : K¢ ({) — K'#7({)

inverse de y. Soient d(E, F, a) un élément de K”?(}) et E’ (resp. F’)

(®) On appelle « graduation » de E un automorphisme involutif de E qui anticommute
aux générateurs de l’algébre C”7 ou,si ’on préfére, une structure de C»7+1-module sur E
étendant la structure de Cr-9-module initiale.
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le C”%-module sous-jacent & E (resp. F). Soit ¢ (resp. v) la graduation
de E’ (resp. F') et soient ¢/, i =1, 2, les graduations de E’ définies par ¢' = ¢
et par ¢= a~*.7.a. On pose alors

Y(d(E, F,a))=d (L' ¢, e*).

On vérifie sans peine que Y’ est inverse de 7.

Remarque. — Grace a cet isomorphisme, ou bien directement, on démontre
la formule

d(Fl, e, e*) +d(F, e ) =d(F, ¢, ).
En particulier, d(E, €', ¢?) est 'inverse de d(E, ¢, ¢*).

Notation. — En raison de l'isomorphisme précédent, on conviendra
de noter K77({) indifféremment le groupe K”.7({) ou K'74({).

Lemme (2.1.13). — Soit d(E, €', ¢*) un élément de K»1(}). Pour que
d(E, ¢', €®) = o, il faut et il suffit qu’il existe un CP%module T muni d’une
graduation 1 [couple qu’on notera en abrégé (T, )], tel que €' @ 1 soit homo-
tope & 2@ parmi les graduations de EQP T.

Démonstration. — Si d(E, €', ¢?) =o0, il existe deux C?%modules
gradués (7T, n) et (T',7n') et un isomorphisme f:EPT T de
Cr-1-modules tels que '@ et e2@Pr soient toutes deux homotopes
a f~t.q'.f. Donc '@ et 2@ v sont homotopes (I'image par ¢ de cette
homotopie étant constante). La réciproque est immédiate.

ProrosiTion (2.1.14). — Notons i I’homomorphisme évident de MP"({)
dans K7 1({). Soit G un groupe abélien et f un homomorphisme de M (})
dans G quu jouit de la propriété suivante :

(H) f({E, <", *})=o0 sil existe une application continue ¢ de [o, 1]
dans Uensemble des graduations de E telle que c(o)=z¢', ¢(1) = ¢€* et
que Y(e(t)) = Y (c*). Il existe alors un homomorphisme [ de Kr1({) dans G,
et un seul, tel que f=Ff.i.

Démonstration. — Evidente a partir du lemme précédent.

Remarque. — La proposition précédente permet ainsi de caractériser
le groupe K” () & isomorphisme prés.

2.2. Le théoréme fondamental.

Soit W un fibré vectoriel réel de dimension finie, de base un espace
compact X, muni d’une forme quadratique non dégénérée (). Soit V
un sous-fibré de W tel que la restriction de Q a V soit non dégénérée.
Si € est une catégorie de Banach et si Y est un sous-ensemble fermé de X,
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on désigne par K"/ (X, Y; C) [ou simplement par K"’ (X, ¥) lorsqu’il
n’y a pas de confusion possible] le groupe K de la grille carrée

e’ (X)) —> e’ ()

(V) — e (F)

soit E”*"(X,Y) l'ensemble formé des triples (E, w', w*), ou E est un
objet de C et ou w' et w® sont deux structures de C(W)-modules sur E
(considéré comme C-fibré trivial sur X) telles que w'|y=w?|; et que
w'|,=w?*|,. Comme dans le paragraphe précédent, on démontre que le
groupe K" (X, Y) est le quotient de &”"(X, Y) par la relation d’équi-
valence engendrée par I’homotopie et ’addition de triples élémentaires
[1. e. de la forme (E, w, w)]. '

En particulier, soit 777 le fibré trivial X X R**Y, muni de la forme qua-
dratique —a;—...—z,+a,,,+...+x,,, et soit W=VHT*". On
note alors K'(X, Y; €) le groupe K”*” obtenu. Bien entendu, si ¢"(X)
désigne la catégorie graduée formée des C-fibrés gradués ou opére le fibré
en algébres graduées C(V), K" (X, Y; €) est aussi le groupe de Grothen-
dieck du foncteur gradué C"(X) > €'|,,,. Dans la suite de ce chapitre,
on s’intéressera. exclusivement aux groupes K”. On étudiera les groupes
plus généraux K”*” dans le chapitre suivant (*). Si V= T»7, on retrouve,
bien entendu, les groupes K”%(X, Y)= Kr4(X, Y; C) définis dans le
paragraphe précédent.

Soit V= V'@ V" une décomposition de V en sous-fibrés orthogonaux
pour Q, la restriction de Q a V' étant définie positive. La projection ortho-
gonale de I’hémisphére supérieur SH(V'@1) sur B(V’') (1 désignant le
fibré trivial 7°') est un homéomorphisme laissant invariants les points
de S(V’). On 1dentifiera désormais S* (V'@ 1) a B(V’) grace a cet homéo-
morphisme. Soit ¢ ’homomorphisme de K”"®""(X) dans K™""(B(V'), S(V"))
défin1 par la formule .

t(d(E, w', w?))=d(m"E, ¢c(w'), e(w?)),
ou

a. ©: ST(V'@1) > X désigne la projection canonique;

b. les structures de C(V"@1)-modules de ©*E sont représentées par
les applications continues

g(wh)y : V'@Pr—>Endn*E ({=1, 2),

(*) En fajt, malgré les apparences, les groupes K” nous seront plus utiles que les
groupes K’V;* dans les applications (4 I’exception du § 3.2).

Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. : 27
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qui sont définies au-dessus du point (¢, 2) de S*(V'@1) par
e(wl) (¢ p) = wi(o, ¢, 0) + pwi(¢ 0, 2).
TuEorEME FONDAMENTAL (2.2.1). — L’homomorphisme
t: KV®r (X)) K¥7(B(V'), S(V"))
_est un isomorphisme.

Avant de commencer la démonstration, qui occupera tout le paragraphe,
il est bon de faire les quelques remarques suivantes. Tout d’abord, ce
théoréme a comme conséquence le théoréme de périodicité de Bott en
K-théorie réelle. En effet, si 'on a V'=o0, V'=T"*, 'homomorphisme ¢
définit un isomorphisme de K*7(X) ~ K(X) sur K(XXxD*, X xS**)
[C étant par exemple la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie].
Dans le paragraphe suivant nous donnerons une description plus précise
de cet isomorphisme ainsi que le lien entre le théoréme (2.2.1) et les
résultats d’Atiyah, Bott et Shapiro [6]. Dans le chapitre suivant, nous
démontrerons des variantes et des généralisations de (2.2.1) qui auront
de nombreuses applications, en théorie K, et en théorie KR notamment.

Pour démontrer le théoréeme (2.2.1), plusieurs étapes vont étre néces-
saires. Nous supposerons d’abord que X est réduit & un point (C étant
quelconque) et nous raisonnerons par récurrence sur la dimension de V.
Ceci démontré, le théoréme résultera d’un argument classique de suite
exacte de Mayer-Vietoris. L’étape essentielle est la démonstration du
théoréme suivant :

TutortME (2.2.2). — Soit C une catégorie de Banach. L’homomorphisme
t: Kpra+t(C€)— Kri (D', S% @)
est un isomorphisme.

La démonstration va utiliser des techniques déja éprouvées par Atiyah,
Bott et Wood ([5], [25]). Elle différe sensiblement de celle trouvée origi-
nalement par 'auteur (¢f. [17]).

Explicitons I’homomorphisme ¢ dans ce cas partlcuher en convenant
d’identifier I'action de C** a la graduation définie par son générateur.
Tout élément de K74+ (C) s’écrit alors sous la forme d(E, ¢, ¢4, €', €%) :
¢ y représente I’action d’un vecteur générique de R, ¢,., la graduation
de (E, ) induite par 'action de C®' et ¢/, j =1, 2, deux graduations (indé-
pendantes) de (E, ¢, €,4). On a donc en résumé les relations

=Q(¥).1, (gg+1)*=1, (¢/)=1,
V0 Egat == — Egi1.9, v.el=—¢l.p, g1/ =— €/ gguq.
Considérons maintenant le C-fibré trivial 7* E, n: D' - P, et munissons-le
de la structure de C”?-module n*¢. Vu lldentlﬁcatlon faite plus haut,
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on représente D' par le demi-cercle du plan complexe formé des points e®,
0= 0%, Munissons n*E des graduations ¢/ définies au-dessus du
point e par g, cosl 4 e/sinf. Avec des notations évidentes, on a
ainsi la formule

t(d(E, v, egi1, €', €%)) =d(E, ¢, gg4 c0s0 + ' sin0, €444 cos0 + e2sinb).

Lemme (2.2.3). — Tout élément de K»1(D*, S°) s’écrit sous la forme
d(E, v, ggyycosl + st sinb, £(0)),

o (E, ¢, g, ') est un CP7'-module gradué et ot e, cosl 4 ' sinf
[resp. €(0)] représente les graduations de (E, ¢, ¢,..) au point e®. Pour que

d(E, v, egqcos0 + etsind, e(0)) =o,

il faut et il suffit qu’il existe un CP*-module gradué (F, w, \g.1, 1') tel que
e(0) B (My1 cosb 4 7' sinb) soit homotope &

(€g+1 €080 + €' sin0) P (1444 cos0 + n' sinh)

parmu les graduations de (E@F, v @ w, ¢, 1P 141) (homotopie restreinte
a S° étant constante).

Démonstration. — Puisque D' est contractile, on peut supposer que la
premiére graduation ¢’ (6) d’un élément d(E, ¢, ¢'(0), ¢(8)) de Kr¢(D*, S°)
est constante et égale & ¢,., gréce & un 1somorphisme convenable. On peut
aussl supposer, quitte a ajouter un triple élémentaire, que (E, ¢, €,.4)
est la restriction d’'un C”?"'-module gradué de graduation €' (disons).
La premiére assertion s’en déduit compte tenu de I'identité

. 0 . B
€yr1 €080 4+ e'sin =C.egpy . LY, avee {=cos~ ~+ &lggpq SIn S

La deuxiéme assertion est une conséquence immédiate de ce qui précéde

et du lemme (2.1.13).

Notation. — Pour alléger ’écriture, on notera désormais (¢, g, ')
une structure de C”%"*-module générique sur E, F, etc.

Lemme (2.2.4). — Tout élément de Kr1(D', S°) s’écrit sous la forme
d(E, ¢, ¢4icosl 4 e'sinf, a.epy.a7), ot a=a(f) est un automorphisme
du CP-module (E, ¢) dépendant contintiment de 9 et jouissant des propriétés
sutvantes :

(1) a(0) =1;

(i) et () = — () g
Pour que d(E, ¢, ¢4qcosl+c'sinl, a.epy.a') =0, il faut et il suffit
qu'il existe un CP**-module gradué (F, ¢, ¢,.1, ') tel que a @l soit
homotope & (@ L parmi les automorphismes de (E @ F) vérifiant (i) et (ii).
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Démonstration. — Désignons par GL°(E) [resp. GL°(E)|le groupe des
automorphismes « de (E, ¢) appartenant a la composante neutre [resp.
et tels que a(o) =1]; les objets de € sont toujours identifiés ici aux

C-fibrés triviaux sur D'. Désignons de méme par GRAD®(E) [resp.

GRAD®(E)| ’ensemble des graduations ¢ de (E, ¢) appartenant a la
composante connexe de .., [resp. tels que ¢(o) =¢,,]. L’application s
définie par s(a) =oa.¢,,,.2" est une application continue de GL°(E)
dans GRAD'(E) [resp. de GL°(E) dans GRAD’(E)]. En fait, on voit

aisément (c¢f. Wood [25]) que cette application est surjective et ouverte

et que son noyau est le sous-groupe H° (resp. H°) formé des éléments
tels que a.¢,,, = ¢, .%. Par passage au quotient, s induit donc un homéo-

morphisme de GL°(E)/H° sur GRAD°(E) donc de GL'(E)/H® sur
GRAD®(E). En particulier, s est une fibration de Serre de GL°(E)

sur GRAD'(E). Avec les notations du lemme, on en déduit qu’il existe
un automorphisme «(0) tel que «(0) =1 et tel que

e(0) =a(0).eqmq. (2(0))".

On a, de plus, — g = a(m).g,4.(x(n))™!; donc « satisfait a (i) et (ii).
La deuxiéme assertion du lemme résulte aussitdt du lemme (2.2.3) et de
la fibration précédente [compte tenu que { satisfait a (i) et (ii)].

On a ainsi ramené le probléme de la recherche de ¢(8) a la considération
d’un isomorphisme () satisfaisant & (i) et (ii), ce qui est relativement
plus aisé. On va maintenant tacher de «simplifier » «(6) de maniére a obtenir -

a2 0 .0 .1,
un élément de la forme cos . + e €gut sin _ - Pour cela considérons dans la
catégorie graduée CP? la graduation canonique définie pour toute fleche f
5 % 0 . 0 .
—_— N Ak et —o
par f=c¢g1.f.¢s1. On a alors {={""=cos, —¢'e;, sin_- Introduisons
. 0 . .
la variable 9= _ et posons {=rcos¢+c'e,ysing. Un automorphisme

de (E, ¢) paramétré par e?€S' et qu’on écrira «({) pour des raisons
qui apparaitront plus loin sera dit permis s’il satisfait aux trois condi-
tions suivantes :

(@) a(—8)=—a();
(b) «(Q) = «(D);
(¢) a()=1 pour ¢ =o.
Si un automorphisme @, défini seulement pour oécpé—ga satisfait a (1)

et (i1), il existe un seul automorphisme permis, qu’on notera encore «, qui
prolonge « sur S* tout entier. Un automorphisme permis sera dit laurentien
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(resp. quasi-polynomial, resp. quast-affine) s’il s’écrit sous la forme

+p P
‘ D7 — a—
2 Asp1 Gt reSP-Z Aypa 1, Tesp. a1 '+ an ).

n—-—p n=o0

On définit de maniére évidente une homotopie laurentienne, quasi-poly-
nomiale, quasi-affine entre morphismes laurentiens, quasi-polynomiaux,
quasi-affines. Si « est un automorphisme vérifiant (a) et (b), son norma-
lisé & est automorphisme (a(1))~'a(C); a vérifie (a), (b) et (¢). Si « est
laurentien (resp. quasi-polynomial, resp. quasi-affine), & est laurentien
(resp. quasi-polynomial, resp. quasi-affine).

Notation. — Pour alléger I’écriture, on écrira provisoirement d(E, ¢, {, «)
"élément d (E, ¢, €41 cos0 4 c'sinf, a.ep 0.

Soit I'77(D*, S°) [resp. I'2"(D', S°), resp. I'77(D', S°)] I'ensemble des
quadruples (E, ¢, {, @), ou « est un automorphisme permis laurentien (resp.
quasi-polynomial, resp. quasi-affine). Introduisons dans les ensembles '
les relations d’équivalence suivantes :
<E7 ) CE) aE)N(Fa ) CF7 ab’)

= il existe (G, ¢, {;) tel que o, P LD soit homotope a (P o, D s,
I’homotopie étant laurentienne (resp. quasi-polynomiale, resp. quasi-
affine). On note K77(D', S°) [resp. Kp7(D', S°), resp. K77(D', S°)] le
monoide quotient par cette relation d’équivalence et d, (resp. d,, resp. d,)
I’application canonique de ’ensemble I'”? dans le monoide K.

On a une factorisation évidente de ¢ :

Kpa+i (@) S Kp7 (D', §°) 25 K7 (D, S0) 5 K7 (D1, S0) 5 Kpa (D1, S°).

Dans les lemmes qui suivent on va démontrer que les homomor-
phismes ¢; sont surjectifs et de noyau réduit & o. Il en résultera que
les ¢; sont des isomorphismes, d’ot le théoréme (2.2.2).

Lemme (2.2.5). — L’homomorphisme t, est surjectif et Kert,= o.

Démonstration. — Considérons un élément d(E, ¢, {, «) de K»7(D*, S°).
Dans cette expression « représente une application continue du cercle e”®
dans ’algébre de Banach réelle A= End((E, ¢)). La théorie des séries
de Fourier nous apprend que « est la somme d’une série de la forme

~+ o
a .
;0 +2 o, cosne + 3,sinng,
n=1
ou les coefficients «, et 3, sont des éléments de A qui s’expriment par les
intégrales

EX 14 27
— %f o (¢) cosnody, Bu= %f (%) sinng dy.
0 0
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En écrivant
{"=cosng + e'egys sinng et {T"=rcosng — g'eyyy Sinng,

on trouve finalement que « est la somme de la série convergente (au sens
—+

de Cesaro) EanC", ou les coefficients a, sont des éléments de A définis

—

par l'intégrale

. a T
(¢n:2—iu[ a(f) ¢ de

et satisfont aux relations : a,=o0 pour n impair; a,= a, Posons

“+n

. (%) ZEal,CP Cet SN('O:UO(C)—!—.].V.—FUN(C)‘

—n

Puisque I’ensemble A* des éléments inversibles de A est un ouvert loca-

lement convexe, uS‘N(C) 4 (1 — u) «(C) est inversible pour N suffisamment
grand et vérifie (a), (b) et (¢), Vu€[o, 1]. On voit ainsi que

d(Ev ) cv O() :d<E, ¢, Ca ‘\S,'N),

ce qui démontre que ¢, est surjectif. L’injectivité de ¢, va résulter d’un
argument analogue appliqué a la catégorie de Banach C([o, 1]). En effet,
supposons que & (d(E, ¢, {, «) = o). Alors, d’aprés le lemme (2.2.4),
il existe un CP7'-module gradué (F, ¢, ¢,,4, ') tel que a P Lr et (D Lk
solent homotopes parmi les automorphismes de E@P F vérifiant (a), (b)
et (c). Cette homotopie représente une application continue a du cercle
dans l’algébre de Banach B([o, 1]), avec B=End(E@F,¢). D’apres
la discussion ci-dessus, il existe une approximation laurentienne S
de a telle que uS -+ (1—u)a soit un élément de B([o, 1]), Vu€lo, 1]
vérifiant (a), (b) et (¢). On obtient alors une homotopie laurentienne y(u)
entre « @ et {zgr en posant

T(w) =3uS(0) +(1—3u) (2PLr)  pour o ZLu 5

() =8 (Bu—) pour 3 L5,

T(@) =03 —3u) S(1)+ (Bu—2) lggr pour 3 ZuLL.
Lemme (2.2.6). — L’homomorphisme t, est surjectif et Kert, = o.

Démonstration. — Considérons un élément z = d(E, ¢, {, «) de K77 (D", S°),

+p
olt & =X @, 4{*"". Alors P=a.{*”*' est un polynome en {. Notons main-
-
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tenant qu’on a la formule

(ZL(E? Vs C7 Pc_gp_l) :dL(E) Yy C) Pchl) +_de(Ea ) Z.:v c_');

considérer le produit des matrices

(PC—2p+1 o\ /cosu —sinu\ /{7 o\ / cosu sinu‘)
o ¢/ \sinu cosu o 1) —sinu cosu/

\

et raisonner par récurrence sur p. Donc ¢, est surjectif. Montrons mainte-
nant que le noyau de ¢, est réduit a zéro. Supposons donc que

t‘.’(dP(Ea Yy Ca P‘:_i)) =o0.

D’aprés la discussion ci-dessus, appliquée a la catégorie de Banach C(Jo, 1]),
il existe n tel que P{*"** soit homotope de fagon quasi-polynomiale a {*"**
si 'on ajoute un C”7**-module gradué convenable. Remarquons maintenant
que, quel que soit n, P{*"*@ (" est homotope de fagon quasi-polynomiale
a P> : considérer le produit des matrices

Pyt o (cosu, — sinu <§2 o cosu  sinu
o ') \sinu cosu o 1)\ —sinu cosu)’
En raisonnant par récurrence sur n, on en déduit que P{ '@ {p. est

homotope de fagon quasi-polynomiale & PC*"*'@ (. et que de méme

(P Cpr est homotope & (5" P Cpnse
C. Q. F. D.

Lemve (2.2.7). — L’élément d(E, ¢, (g, {i™') est inversible dans
K77(D*', S8° [resp. dans K737(D', S°) st p>o, resp. dans K%'(D*', S°)
si p=o] et son inverse est d(E*, v, {p, (G371), ot E* désigne le CP1-module E
muni de la graduation opposée a celle de E.

Démonstration. — En effet,

d(Ea ¢, C, 12!”'_1) -+ d(E*a ¢, Cxy ci‘;_1> :d(E®E*7 ) CE‘@E*, 77)7

' o
=% )

' T . o . .
Pour ue[o, 5]’ le morphisme défini par le produit des matrices
cosu —sinu\ ({x o > cosu  sinu
sinu  cosu ) 0 g\ —sinu cosu

définit une homotopie de (pgp & (Zgr. De plus, cette homotopie est
27 —2

quasi-affine de maniére évidente. En écrivant (Fgp= (poumligs et en
raisonnant par récurrence sur p, ’assertion en résulte aussitot.
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Lemme (2.2.8). — L’homomorphisme t, est surjectif et Kert, = o.
Démonstration. — Soit x = d(E, ¢, {, a), avec

A= a4 LT+ a § A Ay L

un élément de K77(D', S’). Considérons I’endomorphisme de (E, ¢)**'
défini par la matrice ‘

7 o e e ey
. — g I o ... 0
L' (2) = 0 - ... o
0 0 — g I
St 'on pose
) I o (8}
g I o o
h={ ¢ o |
C‘.’n CZn——" 1
on a l'identité
a oy An
o ' o ... o
Lr(a). 0" h= ,
L0 0 P
avec
a/ :2 a2[)-—1€2/l_2j_1'
P/

Elle montre en particulier que L"(«) est inversible. On a donc
t(dy(E, v, €, z"(a)..c") =d,(E, v, ¢, a) +nd,(E, ¢, {, (7).
D’apreés le lemme (2.2.7), on a par conséquent
d,(E, ¢, ¢ a) =t; (d,(E, ¢, ¢, L (a).07") 4 nd  (E*, ¢, Ly Eit)),y
ce qui démontre la surjectivité de ¢;.
Considérons maintenant un élément
ds(E, ¢, ¢ a)e K7 (D', S, avec a=a '+ ay§

et supposons que d,(E, ¢, {, «) = 0. Quitte a ajouter un objet élémen-
taire, il existe donc une homotopie quasi-polynomiale entre « et {, soit

a(0) = @i () g, &[0, 1].
Alors " (2).0*! est une homotopie quasi-affine qui va induire, de maniére
évidente une homotopie quasi-affine de o P Lz a (P G soit de a P Ly
a (P {pw. Par conséquent, d,(E, ¢, {, «) = o.

C. Q. F. D.
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Lemme (2.2.9). — L’homomorphisme t, est surjectif et Kert,= o.

Démonstration. — Soit

di(F, e, ) €KR7(D', 8,  avec a—a_{+al.

En revenant aux coordonnées cartésiennes x = cos¢, y=sing, o s’écrit
sous la forme 124 gy, avec g = — g. Du fait que cosp 4 gsin¢ est inver-
sible quel que soit o, on déduit que le spectre de g dans I’algébre de Banach
complexe AQGC, avec A= End ((E, ¢)), ne rencontre pas l’axe réel.
Soit y* (resp. Y7) un chemin fermé différentiable entourant la partie du
spectre d’ordonnée positive (resp. négative) choisis de telle sorte que y*
et Y~ solent symétriques par rapport a I'axe réel. Considérons les intégrales

sz (1.5 =)' ds, “ _2z1rf( o8 ds

Alors e* et ¢ sont deux projecteurs orthogonaux de somme I'identité.
i(e"—e") est un automorphisme de (E, ¢) de carré —1

N
-

L’élément g
et satisfait a

De plus, (1—u) g+ u g, u€Jo, 1], est une homotopie de g & g parmi les
automorphismes h de (E, ¢) de spectre ne rencontrant pas ’axe réel et tels
que &g, .h=—h.z,.,.Si’on pose ¢*= g.¢,,, on voit aussitot que ¢ est une
- graduation de (E, ¢, ¢,.4) et que

L (d(E, v, egpa, &', ) =d\ (L, v, ¢, a).
On démontre de méme que ¢, est injectif en remplagant C par C([o, 1])

dans l'argument précédent et en remarquant que g=g si g est de
carré — 1. Ceci achéve la démonstration du lemme (2.2.9), donc de (2.2.2).

Remarque. — On démontrerait de la méme maniére que
K7el(X)~ K" (B(T), S(T))
lorsque T est un fibré trivial de rang un. En anticipant sur le para-
graphe 3.3, remarquons qu’on a un isomorphisme analogue
KRe®T(X) ~ KRG (B(T), S(T))
si G opére trivialement sur 7'
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 28
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Avant de passer a la démonstration du théoréme (2.2.1), il est bon de
donner une forme équivalente de (2.2.2) qui nous sera utile dans le para-
graphe suivant. On I'obtient en décrivant de maniére explicite les isomor-
phismes K ~ K’ [cf. prop. (2.1.12)]. Soit donc x=d(E, F, «) un élément
de Kr7*'(C), ou E et F sont deux CP7**-modules gradués et ou « est un
1somorphisme non nécessairement de degré o. Si 'on désigne de maniére
plus explicite par (E, ¢, &4, €!) le C»%*'-module gradué E, il correspond
a z I’élément d(E, v, €444, €', %) de K'77+(C); €* y désigne la graduation
de F ¢ transportée » sur E par «, 1.e. a'.g,.a, ou ¢, est la graduation
de F. En appliquant (2.2.2), on trouve I’élément

d(E, ¢, g4 cosh 4 ¢! sin0, e;4 cosO + e?sinh)

du groupe K'77(D*, §°); il s’agit d’interpréter cet élément comme un
élément du groupe K77(D*, S°). Pour cela, considérons les isomorphismes
de degré o .

Jit (E,v, equ) > (B, v, ggyq cosl + e sin0) (i=1, 2)

définis par fi= cosg + ¢ ggpasin g Alors

A= <cosg — g2gg44 SIN g) (cosg —+ clegan sin%)
— a*‘(cos 9 — EpEgyq SIN 9) oz(cos9 —+ ety sin(—)>-
2 2 2 2
Posons ¢,=-¢'; on a ainsi défini un homomorphisme w de K77 (C) dans
Kr1(D*', §°; €) par la formule
w(d(E, F,a)=d(l', E', a');

dans cette formule E’ est le C”%module E muni de la graduation ¢,
et o’ est I'automorphisme de E’ défini au-dessus du point ¢® de D' par

N\
al (6) — a1 <cos g — Ep gt sin g) o <cosg —+ EgEqi sin%).
Trtorime (2.2.10). — L’homomorphisme

w: Kpiri(C) - Kr7 (D', S°; ¢)

défini ci-dessus est un tsomorphisme.

On va maintenant démontrer le théoréme (2.2.1) dans le cas particulier
ou V' et V” sont triviaux. Pour cela, on raisonnera par récurrence sur la
dimension de V', le théoréme (2.2.2) étant précisément le premier pas
de cette récurrence. Supposons donc le théoréme (2.2.1) démontré
pour dimV’ < n. En fait, on peut définir un homomorphisme (*°)

t: K@U (X, F)—> K" (XxB(V'), X< S(V)UF¥xB(V'))
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qui généralise ’homomorphisme ¢ précédent pour Y = & (on impose aux
graduations d’étre égales sur Y). Cet homomorphisme est aussi un isomor-
phisme pour dimV’<n, comme cela résulte aussitdot de la proposi-
tion (1.3.14) [ou de la proposition (1.3.11) si X est un polyédre
et Y un sous-polyédre]. Ceci dit, soit V' un espace vectoriel de dimen-
sion n (*°). Soit &, ..., ¢, une base orthonormale de V' et soit V,
(resp. V,) le sous-espace engendré pare,, ..., e, (vesp. €,). D’aprés hypo-
thése de récurrence, on a donc un isomorphisme

t: KOURSI (LX) K8 (SH(V @), S(V)))
qui est défini, avec des notations évidentes, par la formule
t(d(E, v,, 0y, v, €', e2)) =d(E, ¢,, v", v; cosO,+ &l sinfy, ¢} cos0, + ¢ sinb,).
En appliquant de nouveau ¢, on obtient un élément de

K7 (ST(Vi@)xxST(V. 1),  ST(Vi@ xSV uS(Vy) xxS* (Vi)

~9

qui s’écrit d(E, ¢", 2", €%, avec
: ~ , . . i
Fi—=y, cosly 4+ (v; cosO; 4 ¢ sinB,) sinh,, 0, 0,€ [o, ;]-

Remarquons maintenant qu’on a un homéomorphisme relatif & de la
paire figurant dans le groupe K’ ci-dessus dans la paire

(ST(Vi@ Vb 1), S(Vid V2)).

Cet homéomorphisme est défini de la maniére suivante : & un couple
(¢1 cosf,+ esinb,, ¢, cosh,+ 7sinb,), ou ¢, €S(V)), v.€S(V,) et ou ¢
(resp. 7) est le vecteur unité de la derniére coordonnée de V P1
(resp. V,@1) on associe I’élément (¢, cosf, 4 {sinf,) sinf,+ ¢, cosfs,
{ étant le vecteur unité de la derniére coordonnée de V'Pi1=V . PV, P1.
L’assertion en résulte aussitdt en examinant les graduations en chaque
point et en appliquant de nouveau la proposition (1.3.14).

Démonstration du théoréme (2.2.1). — Soit [T;] un recouvrement fermé
fini de X tel que les restrictions de V' et V" a T soient isomorphes a des
fibrés triviaux. En raisonnant par récurrence sur j, on est ramené a démon-
trer que si le théoréme est vrai au-dessus de U,, U, et U, N U,, 1l est vrai

au-dessus de U,V U,, avec U, = U T; et U,=T;. Pour cela, considérons
i<j

la suite de Mayer-Vietoris (cf. Eilenberg-Steenrod [13] ou [24])
K7 (U) @ K7 (V) -*K{/(U,inUz) ‘iKV(MUUz)"*K’/(Ui) e K" (U.,)~K"U;n1),

('*) On convient d’identifier les fibrés triviaux aux espaces vectoriels qui leur donnent
naissance. ’
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ou l'on pose
KY (A, By =K’ (A D', A S'UBx D).

L’homomorphisme A est défini comme le composé

K (Ui Ty) % K (U, Usn Us) £ K7 (U0 Uy, Uy) = K (U0 Us)

[c¢f. prop. (1.3.11)].

Lemme (2.2.11). — La sutte de Mayer-Vietoris définie ci-dessus est
exacte.
Démonstration. — (C’est une conséquence formelle du théoréme (1.3.9),

de la proposition (1.3.11) et de la remarque précédant le théoréme 2.2.10
(cf. [13] ou [24]).

D’autre part, on a également une suite exacte de Mayer-Vietoris (rela-
tive) & I'autre bout des homomorphismes t. D’aprés le lemme des cing
et la naturalité des homomorphismes ¢, le théoréme va étre conséquence
du corollaire du lemme suivant qui exprime ’opérateur cobord de la suite
exacte en termes d’homomorphismes induits.

Lemme (2.2.12). — Pour tout couple (A, B), AC B, le diagramme suivant
est commutatif :
K7 (A% D', Ax S K" (B, A)

- -

¥
KV (Bx{oludAxD', Ax{1luBx{o})—>K"(Bx{ojudxD', Ax{1})

Ax{l}

Bx{0}
Fig. 3.
CororraIrE (2.2.13). — Le diagramme suivant est commutatif :
N .
K7 (UnUy) KV(UiUU-z)

A
§ I E
: A
KBV, S(VY) linw) — K7 (BV'), S(V)) lo,uw,)
Une généralisation. — Soit ¢: C— C’ un foncteur de Serre quasi-

surjectif entre deux catégories de Banach. On définit le groupe K" (X, Y; ¢)
comme étant le groupe K de la grille « cubique » (fig. 4).
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Il peut se décrire directement comme étant le groupe K construit & partir
d’éléments (E, ¢, ¢', %), ou E est un objet de C(X), ou C(V) opére et ou &'

et ¢’ sont deux graduations de (E,¢) telles que : a. ¢'|y=¢*|s;
b. 9(e') = ¢(c*). On définit alors aisément un homomorphisme

t: K'(X;0)>K'"(BV), S(V);9).

€
A /

e sevix)

Fig. 4.
Prorosition (2.2.14). — L’homomorphisme ¢ défint ci-dessus est un
isomorphisme.
Démonstration. — Exercice laissé au lecteur (appliquer le lemme des cing

par exemple).

2.3. Les théorémes de périodicité de Bott.

Soient € et €’ deux catégories de Banach et soit ¢ : € — €’ un foncteur
de Serre quasi-surjectif. Au paragraphe 1.3, avant I’énoncé du théo-
réme 1.3.9, on a défini un homomorphisme

d: Kpi(D', 8 C)—Kri(9).
Dans le paragraphe précédent [Théoréme 2.2.10], on a défini un iso-
morphisme
w: Kpa+ (C)— Kra (D, S ¢).
Le composé w.0 est un opérateur « cobord »
o+t s Kpa+t (C') — KP9 ()
qui s’explicite ainsi. Soit d(E’, F’, o) un élément de K 7+'(C’). Puisque ¢”:¢**

est quasi-surjectif, on peut supposer, en ajoutant au triple (E’, F’, ')
un triple élémentaire, que E’'=¢»¢*(E). Soient e; ¢, t1=1, ..., p;
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J=1, ..., ¢+ 1, les générateurs de 'algébre de Clifford C”7** et soit ¢
(resp. 1) la graduation de E’ (resp. F’). Considérons I’automorphisme de E’
considéré comme C?”?-module (par restriction des scalaires) :

By= 27 ( cos 9—|— € nsin(—) a’ cosg — Eya a'sing
9 q-+1 9 9 g+ 9 )

ou 0 €[o, =]. Puisque ¢#7 est un foncteur de Serre, il existe une application
continue O+>0a; de [0, ] dans le groupe des automorphismes du
Cri-module E, telle que a,= Id et que 9”7(ay) = B¢. En considérant E
comme un C?”%module muni de la graduation ¢,,,, on a alors

o, g+t (d(E', F’, al)) - d(E7 E7 az).

Pour n > o, définissons maintenant 0" comme étant 0*" et 9"~' comme
étant le composé

Kn=10(¢) ,4; Kneh T;K"((?)

Les théoréemes (1.3.9) et (2.2.10) ont alors pour conséquence le théoréme
fondamental suivant :

Tutorime (2.3.1). — Sotent C et C' deux catégories de Banach et soit
0: C— C' un foncteur de Serre quast-surjectif. La suite
(1) o Kn1(€) > Kn1 (@) D5 K (0) > K (€) — K7 (€) .. .,
ot les homomorphismes autres que 0" sont déduits de la fonctorialité du
groupe K, est une suite exacte.

Remarque 1. — 51 le foncteur ¢ est seulement quasi-surjectif, on convient
que K"(9) représente le groupe K" du « cylindre d’application » de ¢.
On pourra donc aussi écrire une suite exacte du type (1) dans ce cas un peu
plus général (**).

Remarque 2. — Fixons une catégorie de Banach €. Pour toute paire (X, Y),
ou X est compact et o Y est un sous-ensemble fermé, posons

(X, ¥)=K"(9),

ou ¢ ést le foncteur de Serre quasi-surjectif C(X)— C(Y) défini par la
restriction 4 Y des C-fibrés sur X. Définissons 0" comme ci-dessus.
D’aprés la proposition (1.3.11) et le théoréme (2.3.1), on obtient ainsi
une théorie de la cohomologie vérifiant les axiomes d’Eilenberg-Steenrod
excepté I'axiome de dimension.

() Avec cette convention le groupe K°(¢) est donc isomorphe au groupe K (3) ordi-
naire défini avant I’énoncé de la proposition 1.3.5 (cf. la proposition 2.1.10 et la
remarque 3 précédant la proposition 1.3.6).
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La remarque précédente fait apparaitre en particulier un isomorphisme
K(¢)~ K(D* S"; C) [ou K(C)~ K(D*; S*,C) dans le cas complexe]
obtenus par suspension et en appliquant la périodicité des groupes K"
qui résulte de leur définition. Cet isomorphisme est un isomorphisme de
périodicité de Bott généralisé. Pour obtenir la périodicité de Bott classique,
on choisit pour catégorie de Banach € la catégorie des fibrés vectoriels
de dimension finie de base compacte X et l'on applique la propo-
sition (1.2.20). Nous allons maintenant retrouver cette périodicité de

Y
LA

Fig. 5.

maniére plus élémentaire et plus directe (1. e. sans faire appel a la suspen-
sion).
D’aprés les propositions 2.1.5, 2.1.7, 2.1.10 et le théoréme 2.2.1,

on a des isomorphismes successifs

K(©) 5 ko) & ks (D, 575 ) S Ko (DY, ST @) S K (DY, S7; )

dont nous rappelons la définition :

(1) g'(E)=d(E, +-1, —1);

(i) Le deuxiéme isomorphisme (3 est induit par I’équivalence des caté-
gories graduées C° et C**. Plus précisément, on a B(E)=MQE, ou M
est un C®*-module irréductible. En fait, M = R'® est un module irré-
ductible pour I'algébre C°® ~ R (16) et la graduation de M est alors définie
par e =¢,...g, ¢ désignant les générateurs de I’algébre C°°.

(ii1) L’isomorphisme t: K°®(C) - K°(D®, S7; C) a été décrit dans le
paragraphe précédent. On a donc ainsi

(¢.8.8") (E)y=d(my £, ¢sinl + ecos0, ¢sin0 — gcos0), T, : Dr— P.

(iv) 11 reste & expliciter g. Pour cela, notons qu’on a des isomorphismes
de degré o
Sfio (mgE, &) = (my B, vsin® + € cos0),
for (mgE", — &) > (my B, 0sinh — e cosh)
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définis respectivement par

0

(] .0 ] .
Ji=cos — + ¢ sin— et fi—=cos—- —yesin--
2 2 2 92

Si F=F'@F" est la décomposition de F = E'® par rapport a la gradua-
tion z, on a donc en définitive [cf. prop. (2.1.10)] :

(t.3.8) (BE) =d((r3F, &), (n{F, —2), 3" /1)
et
(8-t.8.8") (F) =d(r{F°, =} F', ag (F)),

ou og(E) est I'isomorphisme de m,F°|; sur =, F'; défini au-dessus du
point ¢ de S"CC’* par la multiplication par le nombre de Clifford corres-

pondant <faire = g) D’ou le théoréme :

TatorimE (2.3.2) (périodicité de Bott). — Soit C une catégorie de
Banach réelle. L’homomorphisme

Br: K(€)—>K (DY, S7;¢€)

indutt par Uapplication qui, & un objet E de C associe I’élément

d(ﬂ;[f“’, TE;F', aR(E))

de K(D*, S7; C) définv plus haut, est un isomorphisme.

Dans le cas ou C est complexe, on a aussi une périodicité d’ordre 2.
En appliquant la méme méthode, on peut Uexpliciter ainsi. Pour tout
objet E de C, désignons par o¢(E) lautomorphisme de 7 E|, défimi
au-dessus de chaque point ¢ de S' par la multiplication par le nombre
complexe de norme un associé & ¢. On a alors le théoréme :

TutoriMmE (2.3.3). — Soit C une catégorie de Banach complexe. L’homo-
Bai K(€) > K(K, S €)
défini par Be(E) = d(r}E, 7, E, ac(E)) est un isomorphisme.

Remarques. — Nous généraliserons ces résultats dans les chapitres
suivants. Notons que les théorémes (2.3.2) et (2.3.3) sont bien
connus dans le cas particulier ou C est la catégorie des fibrés vecto-
riels réels ou complexes de dimension finie sur un compact (cf. [6]). Le théo-
réme (2.3.3) a aussi été démontré dans le cas ou C est la catégorie des
G-fibrés complexes sur un G-espace compact (cf. [8]). En théorie K réelle,
le théoréeme (2.3.2) implique le résultat nouveau

Ko (X))~ Ko (X =< Db, X = 87
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quand G opére trivialement sur D*®. Nous généraliserons ce résultat au.
paragraphe 3.5.

Il est d’usage d’écrire le théoréme de périodicité de Bott réel en deux
temps a l'aide des quaternions. Pour cela, on se sert du lemme suivant
et de son corollaire dont les démonstrations sont évidentes :

Lemme (2.3.4). — Le foncteur gradué de (C°*)° dans C** défini par

(E, &1, &2 &5, &5 &) > (B, 1, &, &, &; M2),

avec N=2¢,&¢3¢, est une équivalence de catégorie de Banach graduées
(¢ désigne ict une graduation de E qui commute avec les générateurs e,

de C**).
CororLAIRE (2.3.D). — Les groupes K(C"*) et K~*(C) sont isomorphes.

D’autre part, les catégories (non graduées) C** et C*° sont équivalentes.
On définit en effet une équivalence ¢ : C*°— C°* de la maniére suivante :
si E est un objet de C*° et si e, et e, désignent les générateurs de C*°,
on pose q(E) = E@E, les générateurs ¢; de C** opérant par les formules

o €y o €y o) € €5 0o I
g1= ) o= ) €3 — 9 &= .
—é€é O — € 0 . — €1 €3 (0] I O

On obtient ainsi des isomorphismes

K (e»%) > K (C"*) - K%*(€) - K" (D", §*; €¢) - K (D", $*; €)
dont le composé s’explicite ainsi : si E est un objet de C*°, désignons
par ag(E) Pautomorphisme de =, E|, défini au-dessus de chaque point ¢
de S° par le quaternion de norme un correspondant. La correspondance
E—d(n,E, ©,E, ag(E)) définit alors un homomorphisme (g de K(C*°)
dans K(D*, §*; €). On obtient ainsi la proposition :

Prorosition (2.3.6). — Soit C une catégorie de Banach réelle. L’homo-
morphisme 3g défini ci-dessus est un tsomorphisme de K (C*°) sur K (D*, S*; C).
En composant de méme les isomorphismes
K(€) 5 Kvh(€) 5 K»o (D, 8% €) — K (DY, §%; @) — K (DY, §°; e»0),

on démontre la proposition suivante :

ProrositioN (2.3.7). — Soit C une catégorie de Banach réelle. Sott
Br: K(C)—>K (D, §;¢e»)
Uhomomorphisme défini par

fr(E) =d(n,(EQH), =, (EQH), au(£)),
Ann. Eec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 29



226 M. KAROUBI.

ot ag(E) est U'automorphisme de =,(EQH)|s égal au-dessus de chaque
point ¢ de S* a la multiplication (& droite) par le quaternion de norme un
assocté. Alors PBu est un isomorphisme.

Remarque. — Soit ¢ : € — C’ un foncteur de Serre quasi-surjectif (s1 ¢
n’est pas de Serre on le remplace par son cylindre d’application). En compo-
sant les isomorphismes

K(9) > K (9) > K™ (¢) 5 K (D, §7; ¢) 5 K (D, §7; ¢)

on démontre que K(9)~ K(D® S"; ¢). Les propositions précédentes et
celles qui vont suivre se généralisent de la méme maniére aux groupes
« relatifs ». Nous en laissons le soin au lecteur.

Les théorémes de périodicité de Bott s’expriment également en termes
de groupes d’homotopie. Pour cela, on doit considérer des catégories de
Banach de la forme €(A4), A étant une algébre de Banach. Désignons alors
par GL(A) la limite inductive des groupes GL(A, n) suivant les inclusions
évidentes GL(A, n) > GL(A, n+ p). On démontre aisément que GL(A)
est séparé et que toute application continue f: X - GL(A) de source un
compact se factorise a travers un GL(A, p). En particulier,sif: S** - GL(A)
est une application continue qui se factorise a travers un GL(A, p), elle
définit un élément  de K(D", S**; %(A)), avec z=d(n,A”, ©,A? f). La
correspondance f+>z induit ainsi un homomorphisme de =, (GL(A))

dans K(D", S*'; 2(A)).

Prorosition (2.3.8). — Pour n > o, ’homomorphisme

ki Ty (GL(A)) — K (Dn, Sn—1; @ (A))
défint ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. — ‘On définit un homomorphisme k' en sens inverse
de la maniére suivante. Tout élément de K(D", S**; Z(A)) s’écrit
d(n,E, n,E, ), ou E est un objet de €(A); en ajoutant un objet élémen-
taire, on peut supposer que E est libre et égal & A”. L’isomorphisme «
définit alors de maniére évidente une application continue & de la sphére S**
dans le groupe GL(A, p), donc dans le groupe GL(A); d’ou I'homomor-

phisme en sens inverse.

Cororraire (2.3.9) (Wood). — Soit A une algébre de Banach réelle
(resp. complexe). Alors

7 (GL (A) & Tis (GL (A)) [resp.m; (GL (A)) & Tys (GL (A))].

Cororraire (2.3.10). — Soit A une algébre de Banach réelle (resp.
complexe). Alors

7, (GL (A) ~ K(A) [resp.m (GL (A)) ~ K(A)].
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En effet, n.(GL(A)) ~ K(D®, S"; €(A)) ~ K(A). Le raisonnement est
analogue dans le cas complexe. '

Soient maintenant A et B deux algébres de Banach et soit 9: A —~ B un
homomorphisme continu. Alors le foncteur extension des scalaires
0,: %(A) > 2(B) défini par ¢,(M)=BE@,M est un foncteur linéaire
continu quasi-surjectif de maniére évidente. Considérons le cas parti-
culier ou B est le quotient de A par un idéal bilatére I fermé contenu dans
le radical de A, ¢ étant la projection canonique.

Prorosition (2.3.11). — St A est une algébre commutative ou de dimension
finie, la projection A — A/l induit un isomorphisme K"(A) > K"(A/I)
quel que soit n.

Démonstration. — En raison de I'interprétation homotopique précédente,
1l suffit de montrer que cette projection induit une équivalence d’homotopie
de GL(A) sur GL(A/I). Or la fibre de la fibration GL(A, n) -~ GL(A/I, n)
est contractile; en effet, celle-ci est formée d’éléments de la forme 1+ m,
ou m est une matrice nXn & coefficients dans I. D’aprés le lemme de
Nakayama, la matrice 1+ im, t€Jo, 1], est aussi inversible. Donc I’homo-
topie ¢—>1-4im=tu—t-41 définit une rétraction par déformation de
la fibre sur la matrice identité.

C. Q. F. D.
Cororratre (2.3.12). — Soit A une algébre de dimension finie. Alors
K'(A)=K*(A)=o. ’
Démonstration. — Si I est le radical de A4, I'algebre A/I est semi-simple,

donc est somme directe d’algébres de matrices sur G, R ou H. D’autre
part, on démontre aisément que le foncteur £ de £(A) dans € (A (n)) défini
par L(a) =a @...Pa est une équivalence de catégories (A quelconque).

On est ainsi ramené au cas ou A= G, R ou H. Puisque K'(C)= K*(C)
et que K'(R)~ K*(H), K'(H) ~ K°(R), 1l suffit de prouver la nullité
du groupe K'. Pour A =G, c’est évident car

K1 (C) ~ K1 (C) ~ 7 (GL (G)) = o.
Pour A=R ou H, K'(A) est le groupe K du foncteur restriction des
scalaires ¢ : € - €', ou

e=(Z(A)~2(d) eton €= (2(A4) "~ 2 (C).
Considérons la suite exacte associée a ce foncteur :
K1(€) > K1 (€) - K (§) > K (€) 5 K(e).

Dans cette suite, K*(C’) ~ 1,(GL(G)) =0 et ’homomorphisme ¢* est
injectif de maniére évidente. Donc K({)=o.
C. Q. F. D.
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DeriniTiON (2.3.13). — Une catégorie de Banach C est dite de dimension
finie st Hom, (M, N) est un espace vectoriel de dimension finie pour tout

(M
couple d’objets (M,N) de C.

Prorosition (2.3.14). — Soit C une catégorie de Banach de dimension
finie. Alors K*'(C)=K*(C)=o. ‘ :

Démonstration. — La proposition résulte aussitdt du corollaire précédent
et de la proposition (1.3.4).

PROPOSITION (2.3.15) (comparer avec [6]). — Sott C une catégorie de
Banach de dimension finie. Le groupe KP™:4(C) est alors isomorphe au
conoyau de ’homomorphisme de restriction naturel

Y K(erat) > K(er).

Démonstration. — Considérons la suite exacte associée au foncteur
restriction des scalaires v
’ ‘ q,; CP I+ CP Y,
Vi
K(¢erat) > K(Cri) > Kt (4) > K (€ a+1) —. ...

D’aprés la proposition précédente, le groupe K*(C”**) est nul. Le conoyau
de {* est donc isomorphe a
K (4) ~ K (D%, 875 §) ~ K (D75 S5 ) ~ Kr+ta(C).
‘ C. Q. F. D.

Remarque. — Pour n>>1, on démontre aisément que K (C) est
aussi isomorphe au conoyau de I’homomorphisme de restriction naturel
K(em) - K(C*°). En effet, la catégorie C*"** est équivalente a la caté-
gorie C™° de maniére compatible avec les foncteurs restrictions.

ProrositioN (2.3.16) (Bott). — Les groupes

7, (0) =lim7, (0(g)) =m,(0(n))
7

pour n>xp -+ 2 ne dépendent que de la congruence de p mod 8. Les huit
premiers groupes sont donnés par la table :

Peveeninnn 0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.
T (0)e. .. Z, Z, o Z o o o Z
Démonstration. — La fibration O(n —1) - O(n) - S™* montre que

1,(0) = ©,(0(n)) pour n > p 4+ 1. D’autre part, puisque O(n) est rétracte
par déformation de GL(R, n),

7, (0) ~ 7, (GL (R)) & K7~ (R) = K*»+' (R).
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La proposition précédente rameéne alors le calcul de K*#**(R) 4 un calcul
purement algébrique (cf. [6]), d’ou la table.

Prorosition (2.3.17) (Bott). — Les groupes

7, (U) =lim, (U(g)) ~ 7 (U (n)
q9

pour n > g ne dépendent que de la congruence de p mod 2. On a 7,(U) = o
et m,(U) ~ Z.

Démonstration. — Elle est analogue a la précédente. Le calcul des deux
premiers groupes est cependant plus trivial car

7, (U) & 7, (GL(Q)) ~ K(Q) ~ Z.

2.4, Structures multiplicatives.

Dans ce paragraphe, on se propose de démontrer quelques formules de
multiplication qui seront utiles pour les applications. Malheureusement,
la définition de structures multiplicatives « maniables » dans tous les
cas reste encore a trouver (pour des travaux antérieurs sur ce sujet,
voir [3], [6], [11]). En théorie KU « classique » par exemple, on ne
dispose pas de « formule » simple exprimant le produit de deux éléments
de KU'(X) ~ [X, GL(G)] comme un fibré vectoriel sur X, du moins pas
a la connaissance de I'auteur (*?).

Soient G, C’ et C” trois catégories additives. Un foncteur bilinéaire ¢
de CXC' dans C” est un foncteur qui posséde les propriétés suivantes :

(1) 9(Ei@D Es, E') ~ ¢(Ey, E') D 9(Es, E);

(iii) L’application de Hom(E,, E;) X Hom(E), E,) dans

Hom(¢(E., E.), ¢(E., E,)) déduite de la fonctorialité de ¢ est
bilinéaire.

Si €, €' et C” sont trois catégories de Banach, on dit que ¢ est bilinéaire
continue si I'application précédente est k-bilinéaire continue, ce que nous
supposerons désormais.

L’exemple le plus important que nous ayions en vue est celui ou C(resp. €',
resp. C”) est la catégorie des fibrés vectoriels de base un compact X (resp. Y,
resp. X X Y), ¢ étant alors défini par le produit tensoriel externe des fibrés.
Mais il existe bien d’autres possibilités. Par exemple, si C est une catégorie

(?) Voir cependant l’article de l’auteur « Algebres de Clifford et opérateurs de
Fredholm » (a parattre).
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de Banach sur le corps k = R ou C, on a un foncteur bilinéaire continu ¢
de CXxX%(k) dans C qui est défini par la formule ¢((E, k")) = E".

Pour plus de commodité, nous désignerons par a ) a’ I'objet ou le
morphisme 9(a, a’). ]

Si X et Y sont deux espaces compacts, tout foncteur bilinéaire continu ¢
induit de maniére évidente un foncteur bilinéaire continu

Px, 1) C(/II)XG/(Y)%G”(/I’XY)

par la formule
o,y ((£, p), (B, p))=EQE, p@p)

(s1C = C'= C"= Z(k) et si ¢ est le produit tensoriel des espaces vectoriels,
ceci n’est autre que le produit tensoriel ordinaire des fibrés). D’autre part, -
tout foncteur bilinéaire ¢ (non nécessairement continu) définit, de maniére
évidente, une application de K(C)X K(C’) dans K(C"). Si ¢ est continu,
la construction précédente permet de définir une application bilinéaire

U: K(JX;Q)<xK(YV;Q)>KXxY;aq)

En raison des isomorphismes entre les groupes K et les groupes K°,
on en déduit une application de K°(X)XK°(Y) dans K°(XXY) (**)
notée de la méme maniére. Puisque tout élément de K°(Z) peut s’écrire
d(G,(, —{) d’aprés les isomorphismes précédents, cette application
est définie par

d(Ea & —E)Ud(F’ Y),—“ﬂ):d(E@F,S@Y),—E@Y}).

Prorosition (2.4.1). — Sotent X et Y deux espaces compacts et sotent X'
et Y' deux sous-ensembles fermés de X et Y respectivement. Il existe alors
une application bilinéaire et une seule

U: K, X)) < KV, V') > K (X < ¥, ¥ < V'yX'x ¥)
qut soit naturelle et qui coincide avec Uapplication précédente lorsque
X'=Y'= 0. Elle est donnée par la formule
d(k,3,,)ud(F, v, ") =d(EQF, ', {),

avec
2 =0+e) Qn'+ (1—¢&') Q0%
2=+ ) Qn'+ (1—¢&) Q0
Démonstration. — L’existence et I'unicité d’une telle application bilinéaire

est classique (cf. [3], [7]) et résulte de la propriété d’excision. Pour démontrer

('*) Les catégories C, C’ et C’ seront sous-entendues lorsque nous emploierons cette
notation.
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la formule précédente, il suffit donc de vérifier les points suivants, ce qui
est immédiat : ’

(1) C* et {* sont des graduations de E Q F;

(i) Si eL= ¢ (resp. ;= n}) en un point z de X (resp. y de Y), alors

. sy =teyn Vyel o (resp.br =i, Vzed);
(111) L’application naturelle ainsi définie par la formule est bilinéaire;
(iv) Si e'=—e’=c et si N'=— =1,
=—0=cQn.

Remarque. — On vérifie aisément que d(E Q F, (!, ) =d(EQF, t', &%),
avec
28 =e'Q (1+ 1) + Q1 — ),
2B =¢'Q (1+ ) + Q@ (1—n?)

(on refait le raisonnement ci-dessus).

On a maintenant des isomorphismes canoniques ¢, (pour toute catégorie
de Banach C) de K**(C) sur K°(D", S"*; C). On définit le « cup-produtt »
d’un élément x de K°"(C) par un élément y de K*”(C') comme étant I’élé-
ment de K*™P(C") égal & zUy = t,,,(t,xUt,y). D’aprés les considérations
du paragraphe précédent, on voit aisément que I'isomorphisme de
périodicité

KX, V) m KO (X < DS, X 5 ST Y x D)
est défini par le cup-produit par un générateur de K°(D®, S*) ~ Z [voir
aussi prop. (2.4.2)]. De plus le cup-produit précédent ést compatible
avec la périodicité K*"~ K°"*.

Comme il a été dit au début de ce paragraphe, le défaut de cette défi-
nition est de ne pas étre assez explicite. On y remédie partiellement de la
fagon suivante. Définissons 7°"(C) comme étant (pour toute catégorie
de Banach C) le sous-groupe de K°"(C) formé des éléments pouvant
s’écrire d(E, w, 1, — 1). On a alors la proposition :

ProrositioN (2.4.2). — Soit x = d(E, ¢, €', %) un élément de K°"(C)
et soit y=d(F, w, v, — 1) un élément de T*?(C"). Alors
2Uy=d(EQF,v@n, 1Qw, ! Qn, 2@n).

Démonstration. — Posons V=R", W=RF; on a alors un homéo-
morphisme relatif & de la paire

(SF(VR) XS (WD), SH VB 1)< S(WYUS(V) x S+(WP 1)

sur la paire (SY (VG W Pr1), S(VEH W)) : a un couple
(vcosO + esinh, wcosa + nsina), ou veS(V), weS(W)
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et ou ¢ est le vecteur unité de la (n-1)-coordonnée de VD1, 7 le
vecteur unité de la (p 4 1)-coordonnée de W P1, on associée ’élément
(v cosO + Csinf) sina + w cosa, { étant le vecteur unité de la (n 4 p 4-1)-

coordonnée de V @ W P1 (6 et oce[o', g] ) Démontrons maintenant

I’identité annoncée. On a o

t(d(E, v, ¢, &) =d(FE, vcosO + etsind, v cos0 4 e2sin0),
t(d(F, w,n, —n)) =d(F, wcosa+ vsina, wcosa — nsina).
D’aprés la proposition (2.4.1), tzUty est donc égal a d(EQ F, {*, {?),
avec
g'=(vcosl + e sinf) @ nsina + (1 Q #) cosa,

g2= (v cosl + e sin0) @ nsina + (1 @ w) cosa.
La proposition résulte maintenant de la définition explicite de ’homéo-
morphisme k donnée ci-dessus.
Remarque 1. — Si x = d(E, v, ¢, — ) €T""(C) et si
)’:d(F, w, 0, n*) EKo,p(@I)’

on vérifie de méme que
zUy=dEQF,vQ1,e@w, cQn', c®@n?).

Remarque 2. — Les considérations précédentes se généralisent sans
difficulté aux groupes relatifs. Ainsi, on a une application explicite de

Kon(X, X' ¢e) < T (Y, &) dans Ko P (X < ¥V, X' V; ¢").

Bien entendu, pour que la proposition (2.4.2) ait un certain intérét,
il faut montrer que les groupes T®"(C) ne différent pas trop des
groupes K°"(C). C’est maintenant le but des considérations qui vont
suivre. *

En suivant Atiyah, Bott et Shapiro [6], désignons par M"(C) le groupe
de Grothendieck de C°"*!. Le foncteur restriction de €°"** dans C°+!
induit un homomorphisme i, de M"**(C) dans M"(C). Posons.

A (€) = Cokeri,.
On définit alors un homomorphisme «, de M"(€) dans K”"(C) en posant
o ((E, 0,8)) =d(F, v, e, —¢)
[e désignant ic1 la graduation du C°"-module (E, ¢)]. L’image de cet homo-
morphisme est précisément le sous-groupe 7" (C). D’autre part, @, s’annule

sur 'image de M"*(C) dans M"(C) par i,; en effet, si v désigne une
graduation de (E, ¢, €), 8 (c cos 4 nsinf) est- une homotopie entre ¢
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et — ¢ parmi les graduations de (E, ¢). On obtient donc ainsi en définitive
un homomorphisme de A”(€) dans K°"(C) noté encore ,,.

Prorosition (2.4.3). — St n est congru ¢ omod 4 (resp. ¢ o mod2
dans le cas ot C est complexe), I’homomorphisme «, est bijectif. En parti-

culier, T*"(C) = K°(C).

Démonstration. — [Voir aussi la démonstration du corrolaire 3.1.14]
Dans les cas envisagés, le groupe K*"(C) est le groupe de Grothendieck
de C*""*~u C*". Puisque

GO+ ~y (@0,142 pe eo,n+1’

on a une suite exacte

0> M+ (€) = M (€) 5 Kon (@) > o.

Il suffit de vérifier que (3, coincide avec «, par passage au quotient

[¢f. prop. (2.1.7)].

CoroLLAIRE (2.4.4). — Sin = o mod2, le groupe quotient K*"(C)[T*"(C)
est formé d’éléments d’ordre 2.

En effet, si z€ K*"(C), 2z cst dans l'image de I’homomorphisme
Kor(eh) - Ko(€) qui  applique T°*(¢*°) dans T°*(C). Or,
Kor(er?) = T*"(C"°) d’aprés la proposition précédente.

Prorosition (2.4.5). — L’homomorphisme @, est bijectif lorsque C est
une catégorie de Banach de dimension finie.

Démonstration. — D’aprés I’argument déja éprouvé de passage a la limite
inductive, il suffit de démontrer I’assertion pour ¢ = Z(R), ©(C) ou < (H).
Dans ces cas particuliers, la vérification a été faite par Atiyah, Bott et

Shapiro (cf. [6] ou [17]).

Remarque. — On voit aisément que 7°7(C) 3 K°"(C) en général
(considérer par exemple la catégorie des fibrés vectoriels complexes

sur S*).

Remarque générale sur le paragraphe 2.4. — Les structures multipli-
catives qu’on vient d’établir pour les groupes K®" s’étendent aisément aux
groupes K?7 et méme KR (¢f §3.3) pourvu qu’on admette les résultats
du paragraphe 3.3. En effet, dans ce paragraphe, on démontrera que
le groupe K77 est isomorphe au groupe K d’un « espace de Thom »
convenable. Ainsi, par exemple, si T77(C) désigne le sous-groupe de
K?1(C) formé des éléments pouvant s’écrire d(E, w, ¢, — €), on a

Kra="Tr4a si p—g=omod}
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 30
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(resp. = o mod2 dans le cas complexe). La proposition (2.4.2) s’étend
de la méme maniére aux groupes K”7 et ceci nous sera utile dans le
paragraphe 3.1 (pour démontrer la « multiplicativité » de la classe de
Thom notamment).

CHAPITRE III.

APPLICATIONS.
3.1. Le « théoréme de Thom » en K-théorie.

Soit V un fibré vectoriel réel de rang constant et de base un espace

compact X. L’espace de Thom de V est le compactifié V de I’espace loca-
lement compact V. Dans ce paragraphe on se propose de calculer le

groupe K*(V, P) (**) (P désignant le point base canonique de V) en fonction
du groupe K* de la base ( [6], [23] voir pour des calculs antérieurs).

En cohomologie ordinaire, le groupe H*(V, P) est isomorphisme naturel-
lement & la cohomologie de la base a coefficients dans le systéme local
défini par I’orientation des fibres (avec un décalage de degrés). En parti-
culier, si le fibré est orientable, le systéme local est trivial et

H{ (X)) ~ H+(V, P).

En K-théorie, I’analogue de la cohomologie a coeflicients dans un systéme
local va étre fourni par les groupes K”. De maniére précise, K"(V, P) est

isomorphe au groupe K"(B(V), S(V)), ou B(V) et S(V) désignent respec-
tivement les fibrés en boules et en sphéres associés & une métrique rieman-
nienne de V. Dans le paragraphe 2.2, on a établi un isomorphisme fonda-
mental
t: K7 (X)—Kr(B(V), S(V)), avec W=V 7.

Dans les pages suivantes nous montrerons que le groupe K” ne dépend
que des deux premiéres classes de Stiefel-Whitney de V. Ceci explique
I’analogie avec la cohomologie & coefficients dans un systéme local (qui
ne dépend que de la premiére classe de Stiefel-Whitney de V). L’intro-
duction du groupe K", en dehors de toute considération esthétique,
trouve 14 une de ses justifications.

Proposition (3.1.1). — Soit V un fibré vectoriel de base compacte X
et de groupe structural O(p, q) et soit C une catégorie de Banach réelle.
St V est cliffordien (resp. spinoriel), les catégories C1(X) et C”(X) [resp.
les catégories graduées Cr1(X) et C”(X)] sont équivalentes.

() K* = DK~
uEZ
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Démonstration. — Raisonnons dans le cas cliffordien pour commencer.
Soit P un fibré principal de groupe I'(p, q) tel que V=P Xrp, R
Si E est un fibré sur X muni d’une structure de C”%-module, alors P X p(, , E
est de maniére évidente un C(V)-module si 'on pose

(p, V). (p,e) =(p, 2e), YpeP, reRr+1, cek

[on a « tordu» la structure de C”7-module de E; ¢f. la remarque suivant
la prop. (1.2.11)]. De plus, si f est un morphisme de C”7-modules,
Id,>< 1, f est un morphisme de C(V)-modules. Ceci définit un fonc-
teur u de €77(X) dans €”(X). Définissons maintenant un foncteur n’

en sens inverse. Pour cela, posons H =TI (p, q) et considérons le fibré
en groupes [l = P X ,H, H opérant sur H par la représentation adjointe :

4

c’est le quotient de P X H par la relation d’équivalence
(p, h) ~ (pat, aha™).

Ce fibré opére a drotte sur P par la formule p.(p, k) = pk™'. 1l opére

a gauche sur F si F est un C(V)-module [car HCC(V) = P x ,Cr1].
On pose alors u'(F)=P X zF : c’est le quotient de PX F par la relation
d’équivalence

(ps ) ~ (phy (P, 1) -f)5

u'(f) peut &tre muni d’une structure de C”?-module si ’on pose
A(P?f) =(p, (p, A)f)'
* On pose de méme u'(f) = Id, X ,f. On vérifie alors directement que

u.u~1d et que uw.u' ~1d.

Dans le cas spinoriel, on recommence les raisonnements précédents
mais en remarquant que si E est un objet gradué, P Xy, E peut étre
muni de la graduation induite par celle de E et que u(f) est de degré o
si [ Dest.

C. Q. F. D.

Prorosition (3.1.2). — Soit V un fibré vectoriel réel de base compacte X
de groupe structural O(p, q) et soit C une catégorie de Banach complexe.
Si V est Ucliffordien (resp. spinoriel), les catégories C»1(X) et C"(X) [resp.
les catégories graduées Cr1(X) et C"(X)] sont équivalentes.

Démonstration. — Elle est analogue a la précédente : il suffit de remar-
quer que I'’(p, q) est un sous-groupe de (C”?@ CG)* de maniére évidente
et que, pour une catégorie de Banach complexe, les notions de C?%-module
et de C77®) G-module coincident.
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Cororraire (3.1.3). — Soit V un fibré spinoriel (resp. “spinoriel)
de type (p, q) et soit C une catégorie de Banach réelle (resp. complexe).
Le foncteur u induit alors un isomorphisme des groupes K1(X) et K" (X).

Tatortme (3.1.4). — Soit C une catégorie de Banach réelle (resp.
compleze) et soit V un fibré vectoriel réel de dimension n muni d’une structure
spinorielle (resp. Yspinorielle) de type (o, n). L’homomorphisme de K»1(X; C)
dans Kr™1(B(V), S(V); C) défint comme le composé

K11 (1) B g (1) S greei®r () S KT (B (V), S(V))
est un tsomorphisme (dit « de Thom »).

Démonstration. — Le théoréme résulte immédiatement de ce qui précéde
et du théoréme (2.1) (compte tenu que le groupe K”(X) est le groupe
de Grothendieck de la catégorie graduée C” (X)).

Considérons en particulier le cas o p = g = o et ou C est la catégorie
des espaces vectoriels réels (resp. complexes) de dimension finie. L’image
de 1€ K°(X) dans K"(B(V), S(V)) par cet homomorphisme est la classe
de Thom U, de V.

Prorosrrion (3.1.5). — La classe de Thom U, dépend multiplicativement
et fonctoriellement de V (vis-a-vis des morphismes cartésiens de fibrés).
On a en particulier la relation

Uy w=UrvUy.

Enfin, Uisomorphisme de Thom (dans le cas d’une catégorie de Banach
quelconque) est défint par le cup-produit par U,.

Démonstration. — La classe U, provient d’une classe U) de K""®"(X)
qui se décrit de la maniére suivante : soit P le fibré principal de groupe
H = Spin(n, n) [resp. Spin” (n, n)] associé a VP T"* et soit M = AR"
muni de sa structure de C*"-module gradué canonique [¢f. prop. (1.1.2)].
Désignons par ¢ la graduation de M. Alors U,= d(i, % —%), on

M= P Xspin(n,mM et T= Idp X spin(n,n) €.

Si 'on pose de méme U, = d(N, %, — 1), la méme méthode que celle
qui nous a servi & démontrer la proposition (2.4.2) nous apprend
queU,uU,=dMQN,:Q7 —i®H)=dMQN,:®% Q1)
La proposition résulte alors de la proposition (2.4.2) et du fait que
AR" P~ AR" Q AR” comme C""7"*P-modules gradués (**). La démons-

(**) Dans R22 = R"@PR" soit e; (resp. ¢}) la base canonique du premier (resp. second)
facteur R~. En suivant Atiyah, Bott et Shapiro [6], un C»7-module E est dit un
a-module (x ==+ 1) si le produit efey ... eje; agit sur E° comme la multiplication
par «. On voit alors aisément que I’équivalence y de Cr.» dans Cr+1,p+1 transforme un
a-module en e-module. I1 s’ensuit que AR” doit ici étre considéré comme un + 1-module,
ce qui fixe sans ambiguité le signe de Up.
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tration dans le cas complexe est la méme & condition de remplacer Spin
par Spin”.

Supposons maintenant que la dimension de V soit un multiple 8p de 8.
On a alors des isomorphismes

K S xS E BV, S(V)),

@ étant I'isomorphisme de périodicité. Le composé 3.t.u est égal au cup-
produit par une classe fondamentale u, € K(B(V), S(V)). Si I'on regarde
cette classe comme un élément de K”(X), on peut la définir simplement
de la maniére suivante : on choisit un C**”-module gradué irréductible L
de graduation {. Alors, si P désigne le fibré principal de groupe Spin (o, 8p)
de V, on a

up=d (L» g — C)a avec L=P Xprn(o,sp)L, = Idp X spin (0,8 p) &+

Il suffit de vérifier en effet que, dans ’équivalence

(2 ()7 — (2 (R)) 7,

(L, ) a bien comme image (M, ¢). Or ceci est toujours vrai & condition
de bien choisir le signe de {(*®). Dans le cas complexe, on a bien siir une
discussion analogue en remplagant Spin par Spin” et 8 par 2. On a ainsi
démontré la proposition suivante, due essentiellement & Atiyah, Bott
et Shapiro [dans le cas ou la catégorie de Banach de base est Z (k)] :

Prorosition (3.1.6). — Soit V un fibré vectoriel réel de groupe Spin (0,8 p)
[resp. Spin” (0,2 p)] et soit C une catégorie de Banach réelle (resp. compleze).
Alors, le cup-produit par u, définit un isomorphisme de K(X; C) sur
K(B(V), $(V); ©).

Pour pouvoir appliquer le théoréme (3.1.4) et la proposition (3.1.6),
il nous faut des critéres permettant d’affirmer qu’un fibré V peut étre
muni d’une structure spinorielle ou “spinorielle. On trouvera évidemment
ces critéres dans le paragraphe 1.1. Notons qu’un fibré complexe n’est
pas spinoriel en général. Par contre, un fibré complexe est “spinoriel
(cf. [6], p- 10); la classe u, de la proposition (3.1.6) coincide alors (au signe
prés) avec la classe définie par le complexe d’algébre extérieure complexe
de V (cf. [6], p. 14).

Prorosition (3.1.7). — Soient V et V' deux fibrés de méme rang tels
que wi(V) = wi(V'), 1 =1, 2. Alors les groupes K"1(B(V), S(V); C) et
Kr1(B(V'), S(V'); C) sont isomorphes.

(1) Explicitement, il faut choisir { de fagcon que le produit e, ... es, agisse par la
multiplication par + 1 sur la partie homogéne de degré o de L.
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La démonstration de la proposition repose sur le lemme suivant :

Lemme (3.1.8). — Avec les hypothéses de la proposition (1.3.7), il existe
deux fibrés W et W’ spinoriels de rang 8r tels que VAW et VP W’ soient
isomorphes.

En effet, soit V, un supplémentaire de V tel que le rang de VP V,
soit multiple de 8. On pose alors

W=V@V, e W=V®V.

Démonstration de la proposition (3.1.7). — Grace au théoréme (2.1),
on est ramené a démontrer que K”(X) ~ K" (X). Or, d’aprés le lemme
précédent,

, KV (X))~ KO (X)) x KVOW (X)
et, de méme,
K" (X))~ K"®" (X).
C. Q. F. D.

Dans le cas ou la catégorie de Banach € est complexe, on peut énoncer
une proposition légérement plus forte qui se démontre de la méme maniére.

Prorosition (3.1.9). — Soit C une catégorie de Banach complexe et
sotent V et V' deux fibrés vectoriels réels de méme rang tels que

wi (V)=wi (V') etque  B(wy(V))=p(w(V),

ot (3 désigne le Bockstein (*7). Alors, les groupes K71(B(V), S(V); €)
et Kr1(B(V'), S(V'); C) sont isomorphes.

Si V est un fibré orienté de rang n, non nécessairement spinoriel, on peut
construire une nouvelle classe S, de K*(B(V), S(V); 2(R)) de la maniére
suivante. Soit e; une base orthogonale d’une fibre V., de V définissant
Porientation de V; et soit de méme e¢; les sections orthonormales canoniques
du fibré T™°. On voit aisément que le produit e; e ... e, e, ne dépend pas
du choix des ¢ et définit une section ¢ de carré 1 du fibré en algébres
C(T»°@YV). En fait, cette section anticommute de maniére évidente
a laction des vecteurs de 7™ °@V et induit donc une graduation 7m du
fibré N=C(T"°@YV), considéré comme module sur lui-méme, définie
par 7(z) = c¢z. Posons alors S,=d(N, n, — 7).

Prorosrrion (3.1.10) — Si V est un fibré trivial de rang n, la classe S,
est égale a 2" fois la classe de Thom Us,.

(17) i. e. Popérateur cobord associé a la suite exacte

0>Z7lZ > Zy—>o.
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Démonstration. — On doit montrer que C™" muni de la graduation 7 est
1somorphe a 2" fois I’algébre extérieure de R” considéré comme C™"-module
gradué. Si on décompose C™" en parties homogénes on voit aisé-
ment que

Cm" étant identifié & R(2") ~ R(2"*)(2). Par conséquent, si
/A B
“‘(70)

est un élément quelconque de R(2"), A, B,C et D représentant des .
matrices 2" ><2"', on a
A B
n(z)= C D)'»

Donc C*"~ 4= 2"AR" comme C""-module gradué. Avec la convention
signalée en Note (**), il reste & vérifier que C™" est bien un (- 1)-module,
ce qui est immédiat.

C. Q. F. D.

CoroLrLAIRE (3.1.11) (comparer avec Shih [23]). — Soit A un anneau
sans torsion tel que 2 soit inyersible et soit C une catégorie de Banach réelle.
Le cup-produit par S, induit alors un isomorphisme s de K”4(X; C)Q A
sur K»"1(B(V), S(V); ©) @A.

Démonstration. — La proposition est vraie pour V trivial (donc spino-
riel) puisque S, =2"U, dans ce cas. Pour V non trivial, assertion résulte
de maniére évidente de l’argument de suite exacte de Mayer-Vietoris
exposé au paragraphe 2.2. '

Remarque. — Par souci de simplicité, nous n’avons pas parlé dans ce
qui précéde des groupes K" et K”? a coeflicients dans un foncteur linéaire
continu quasi-surjectif. Mais, bien entendu, les raisonnements que nous

avons faits se transposent facilement & ce cadre un peu plus général.

Les groupes Kri( ;Z). — Il n’y a pas lieu ici de définir la
K-théorie a coefficients dans un groupe abélien quelconque. Cepen-
dant, on peut définir pour tout espace compact X et tout sous-
espace fermé Y, le groupe K”9(X, Y; Z,) [resp. K*(X, Y; Z,)] comme le
groupe K 1(X, Y; @) [resp. K" (X, Y; 9)], ou ¢ estle foncteur quasi-
surjectif de € dans C défini par

o(EY=E®..QFE
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(C étant une catégorie de Banach arbitraire). D’aprés le théoréme (2.3.1),
on a donc une suite exacte

K'(X, V) S Kn (X, V) > K (X, ¥V; Z,) > Kt (X, V) S Kve (X, 1),
Prorosrrion (3.1.11). — Soit z un élément de K*(X, Y;Z,). Alors

r’x = o.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la suite exacte
précédente.

Remarque (Atiyah). — Il est faux en général que rz = o (**). Cependant,
un calcul simple montre qu’il en est ainsi si la catégorie de Banach de
base C est complexe ou si r est de la forme 4m ou 4m 41 (cf. [17]).

Du point de vue des structures multiplicatives notons qu’en général,
si ¢ est un foncteur linéaire continu quasi-surjectif de €’ dans C”, les
foncteurs bilinéaires continus de % (k) X €’ dans C’ et de 2 (k) X C" dans C”
induisent un homomorphisme bilinéaire de K ()X K (X; % (k)) dans K (o).
On en déduit, par excision et en appliquant les isomorphismes ¢ et la pério-
dicité, une application bilinéaire de K»7(X;Z)XK"°(B(V), S(V))
dans K7 9(B(V), S(V); Z,) (dite encore « cup-produit »).

Prorosrtion (3.1.12). Soit 'V un fibré réel orienté de rang n muni
d’une forme quadratique définie positive. Le cup-produit par S, induit alors
un tsomorphisme de K»1(X; Z,) dans Kr1(B(V), S(V); Z,) lorsque r est

un entier tmpatr.

Démonstration. — Il suffit de démontrer I’assertion quand V est trivial
d’aprés P’argument de Mayer-Vietoris déja éprouvé. Or, dans ce cas,
S,=12"U, et l'assertion résulte alors du fait que r* et 2" sont premiers
entre eux.

Remarque. — Le cas ou r est pair est plus délicat et son étude nécessite
la cohomologie ordinaire. Il fera l’objet d’une publication ultérieure.

Pour conclure, nous allons rapidement faire le lien entre notre travail
et celur d’Atiyah, Bott et Shapiro [6]. En suivant ces auteurs, désignons
par M (V) le groupe de Grothendieck de la catégorie des fibrés en
C(V)-modules gradués (les morphismes étant de degré o) et par A(V) le
conoyau de ’homomorphisme de restriction naturel M (V @1) — M (V) (%)
[ou A(V; @) si lon veut spécifier la catégorie de Banach de base]. Soit w,
I’homomorphisme de M (V) dans K”(X) défini par

wr(E,e)) =d(F, &, -—¢),

('%) Par exemple K—!(P;Z,)~ Z, lorsque C = P(R).

(**) Notons ici que la catégorie des C (V, Q)-modules gradués est naturellement isomorphe
a la catégorie des C (V,— Q)-modules gradués car les fibrés en algébres C°(V, Q) et
C°(V, — Q) sont isomorphes par ’homomorphisme 6 défini au § 1.1.
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ou ¢ désigne la graduation. Alors w, s’annule sur I'image de M (V P1)
dans M (V) et définit par passage au quotient un homomorphisme, noté
encore »,, de A(V) dans K”(X). Soit maintenant

xr: AV)=>K(B(1), S(V))
I’homomorphisme défini par la formule

XV((E7 E) :d(EO) El’ (Z),

ou E=E'PE"' est la décomposition de E suivant la graduation ¢ et
ou « est I'isomorphisme défini au-dessus de chaque point ¢ de S(V) par
la multiplication par v€C (V).

Prorosrtion (3.1.13). — Le diagramme suivant est commutatif :

AV —X S K7 (LX)
Xy t

K(B(V), S(V)) ~ K (B(V), S(V))

Démonstration. — Elle est calquée sur celle du théoréme (2.3.2): il

suffit d’expliciter I'isomorphisme de K°(B(V), S(V)) sur K(B(V), S(V)).

Cororraire (3.1.14). — L’homomorphisme ¥, est un isomorphisme pour
une catégorie de Banach réelle (resp. complexe) sv V est orientable et si son
rang est multiple de 4 (resp. de 2) [comparer avec la proposition (2.3.15)].

Démonstration. — Raisonnons dans le cas réel pour fixer les idées.
Puisque ¢ est un isomorphisme (théoréme 2.2.1), il suffit de montrer que ®,
est un isomorphisme. Choisissons une orientation de V; le fibré en
algébre C (V) posséde alors une section canonique ¢ =e, ... e, défini par
le produit de vecteurs de base orthonormaux induisant l’orientation
donnée. De plus, si n est multiple de 4, cette section est de carré 1 et
anticommute aux vecteurs de V. D’aprés un argument déja éprouvé il en
résulte que, pour un fibré W quelconque, le produit tensoriel gradué
C (V)& C(W) sidentifie au produit tensoriel non gradué C(V)® C(W).
Donc

CVh)=CV)yepCwy) et C(VP2)~C(V) (2).

Le groupe K”(X) s’identifie donc au groupe de Grothendieck de la caté-
gorie des C(V)-modules [1. e. des C(V @ 2)-modules]. L’assertion en résulte
alors de maniére évidente. Explicitement, ’application en sens inverse
wy: K" (X) - A(V) est définie par la formule

w/l(d(E, 51, 52)):(E17 7)1) - (Ez’ 712)7
ou 'on pose E‘= Ker((1—¢c)/2) et 1'= restriction de la graduation ¢
a E. 4 ‘

Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 31
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3.2. K-théorie des fibrés projectifs réels.

Soit W un fibré vectoriel réel de rang fini r et de base compacte X et
soit V un sous-fibré de W de rang 1. On désigne par P(W) [resp. P (V)]
le fibré projectif réel de W (resp. V). Dans ce paragraphe, on se propose
de calculer de maniére explicite les groupes K"(P (W), P(V); €), € étant
une catégorie de Banach quelconque. On retrouvera ainsi en particulier
les résultats de Milnor (non publiés), d’Adams [1] ainsi que ceux d’Atiyah,
Bott et Shapiro [6]. '

Munissons le fibré W d’une forme quadratique définie positive et le
fibré V de la forme quadratique induite. D’aprés un argument déja
éprouvé [prop. (2.1.12)], tout élément de K”'®*:"® (X)) s’écrit d (E, 1, w*, w?),
ou 71 est un automorphisme involutif de E (représentant I’action de 7°*)
et ou w', 1 =1, 2, représentent deux structures de C(W)-modules sur E
telles que n.w'=—w'.v. On définit alors un homomorphisme p de

K”®578Y(X) dans K**(P (W), P(V)) par la formule
P(d(E, n, w', w)) =d(E', 7, e(w'), e (%)),
ou :
a. BE'=EX, S(W), Z, opérant sur E par 'involution 7 et sur S(W)
par I'involution antipodique. C’est évidemment un fibré sur P(W).
b. v’ est 'automorphisme involutif de E’ (représentant I’action de C°*)

défini par
n' (e, w) = (ne, w) = (&, — w)).
c. £(w') est la graduation de E’ définie au point (e, w) de E’ par
e (wh) (e, w) = (wi(w) e, w).
Tatorime (3.2.1). — L’homomorphisme
p: K7OUION(X) Kot (P(W), P(V))
est un isomorphisme.

Démonstration. — D’aprés la suite exacte de Mayer-Vietoris [24], il suffit
de démontrer ’assertion pour V et W triviaux. Raisonnons maintenant
par récurrence sur la différence des dimensions de V et de W. Pour

V> V,D>V;, on a des foncteurs restriction
1 1) ene ) ¥ eneiLr).
T 7

On en déduit une suite exacte :

—> K7 (93,2) = K (92,1) —>K(<Ps,1)‘—'>K(‘P3,2) —> K (92,1)
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(cf. [24] ou cor.1.3.10) et une suite analogue avec les groupes K de
fibrés projectifs. Comme I’homomorphisme p est naturel, le lemme des

cinq permet de se ramener au cas ot W=V @1. Mais on a alors le dia-
gramme commutatif :

KN (P (V @), P(V))
KI,—@;?_;V@l(X)< ~ | x

SN K (S (V@ 1), S())
ou
T ST(VO)>PV®1)=SWVD1)/Z

désigne la projection canonique.

Remarque. — Dans cette démonstration, nous avons admis implicitement
que I’homomorphisme p était compatible avec I'isomorphisme de pério-
dicité de Bott et avec I'opérateur cobord d. Mais ceci résulte facilement

du lemme (2.2.12).

CororLLAIRE (3.2.2). — Le groupe K"(P (W), P(V)) est isomorphe natu-
rellement au groupe K"*'(9), ou

9: CMOI(LL)»Cl'®I(L)

est le foncteur restriction des scalatres.

Démonstration. — Le théoréme (3.2.1) implique que K (D’, S*; 9)
est isomorphe au groupe ' ‘

K (Dt < P(W),Ds+t < P(VYUSs<P(W));

le résultat s’en déduit en appliquant la périodicité de Bott.

CororLare (3.2.3). — Soit k=R. Les groupes K"(P(W), P(V))
et K (P(W@4), P(V@4) sont alors isomorphes. En particulier, les
groupes K"(P (W), P(V)) et K'(P(W&@8), P(VEHS8)) sont isomorphes.
Soit k= GC; les groupes K*(P(W), P(V)) et K'(P(W@2), P(VDH?2))
sont isomorphes.

Démonstration. — Raisonnons dans le cas réel pour fixer les 1idées.
Puisque I’algébre de Clifford C** est positive, le fibré en algebres C(W @ 4)
est canoniquement isomorphe au fibré C(W)QQC"*, 1.e. C(W)QH (2)
Le résultat annoncé s’en déduit en appliquant la proposition (2.3.6).

CoroLraIre (3.2.4) (conséquence et généralisation du corollaire précé-
dent). — Soit k=R et soit T un fibré spinoriel de rang 4p; les groupes
K*(P (W), P(V)) e¢ K""'""(P(W@T), P(VQT)) sont alors isomorphes.
Sott k=G et soit T un fibré "-spinoriel de rang pair; les groupes

K"(P(W), P(V)) et K"(P(WET), P(VPT)) sont isomorphes.

e . I
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Démonstration. — Puisque T est un fibré orienté de rang multiple
de 4, on a

CWPT)~CW)YQ C(T)~ C(W) R C(T).

L’assertion résulte alors du fait que les catégories C'(X) et C**#(X) sont
deux catégories équivalentes [prop. (3.1.1)]. Le raisonnement dans le cas

complexe est analogue.

Soient maintenant V et V' deux fibrés spinoriels. Alors W=V HV’
est de maniére naturelle un fibré spinoriel en raison du diagramme commu-
tatif :
Spin (n) > Spin(p) —> Spin (n + p)

2
o(n) Xo(p) —>o(n+p)

On en déduit une équivalence de catégories

u: CUTHI(I) > (X)

compatible avec les foncteurs restriction, r étant le rang de W. D’ou le
théoréme :

TutoriME (3.2.5). — Soit k=R (resp. k= Q) et soient V et V' deux
fibrés spinoriels (resp. “-spinoriel). Alors W=V @V’ est un fibré spino-
riel (resp. “-spinoriel) et I’homomorphisme

pou: KWr+uolvi(F) > Ko (P(W), P(V))

est un tsomorphisme (*°). En particulier, le groupe K"(P(W), P(V); C)
ne dépend que de n, X, C et des dimensions respectives de V et de W.

Cororraire (3.2.6). — Sotent V, V', W, W' quatre fibrés vectoriels
réels tels que
Vew, View, xgV)=rg(V),
wi(V)=wi(V),  w(V)=L(V)=w("), rg(W)=rg(W),
wi (W) = w (W), wo (W) = w. (W)

(resp. les mémes conditions en remplagant w, par W,). St k=R (resp. k = G),
les groupes K"(P (W), P(V)) et K*(P(W'), P(V')) sont alors isomorphes.

La démonstration de ce corollaire est analogue a celle de la propo-
sition (3.1.7) [appliquer le corollaire (3.2.4)].

Cororraire (3.2.7). — Soit k=R, r=1+48t, =1 ou —1mod8
(resp. l=23 ou — 3mod8); st V et W sont des fibrés spinoriels, les groupes
K(P(W), P(V)) e¢ K*(X;2Z,) (resp. et K"*(X;2,) sont isomorphes.

() On note K"'"" (X) le groupe K™"'7"" (X).
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Sott k=G, r=1[042t, I=1mod2; st V et W sont des fibrés “-spinoriels,
les groupes K"(P (W), P(V)) et K*(X; Z,) sont isomorphes.

Démonstration. — C(C’est une conséquence immédiate de la table de
algébres de Clifford et du fait que les algébres C”7 sont centrales simples
lorsque p 4 ¢ est pair. ’

Par souci de simplicité, nous n’avons considéré dans ce qui précéde que
des fibrés spinoriels au lieu de fibrés cliffordiens. Or, pour affirmer que
les catégories C”(X) et C*"(X) sont équivalentes, il suffit que le fibré W
soit cliffordien [prop. (3.1.1)]. Pour étendre les résultats précédents au cas
cliffordien, il nous faudrait définir un homomorphisme de I' (o, n) XTI (o, p)
dans I'(o, n+ p) compatible avec les projections sur les groupes ortho-
gonaux. Or ceci est impossible en général (cf. § 1.1). Cependant, si n est
multiple de 4, on peut définir un homomorphisme '

Spin(o, n) x I (o, p) =T (0, n + p)

compatible avec les projections sur les groupes orthogonaux. En effet,
sl e=e;... e, application « de R” dans C° "7 définie par z > ez induit
un homomorphisme de C*” dans C*"**, donc de I'(o, p) dans I'(o, n+ p),
d’ot ’homomorphisme cherché de maniére évidente. On en déduit la
proposition :

Prorosition (3.2.8). — Soit k=R (resp. k=G). Soit V un fibré
spinoriel (resp. “spinoriel) de rang 4p —1 (resp. 2p —1) et soit V' un
fibré cliffordien (resp. “cliffordien). Alors V@1 est spinoriel (resp. “spino-
riel) et WH1=VPH1PV' est cliffordien (resp. “cliffordien). Le groupe
K"(P(W), P(V)) est donc, sous ces hypothéses, isomorphe au groupe
K" (e), ot ¢ est le foncteur restriction ‘ .

@0, r+1 (/I’) — @0, 1+t (X),
r étant le rang de W et [ celui de V.

Prorosition (3.2.9) (comparer avec [6]). — Soit X = Point et soit C
une catégorie de Banach de dimension finte. Le groupe K (P (W), P(V)) est
alors isomorphe au conoyau de Uhomomorphisme de restriction naturel
M,— M,, oww M, désigne le groupe de Grothendieck de C°-™*.

Démonstration. — La proposition résulte de la suite exacte de cohomo-
logie [th. (2.3.1)]
K(eo,r+1) _>K(@0,l+1) - K1 (CP) -~ K1 <@0,l+1
I )

(¢]

associé au foncteur restriction des scalaires ¢ : C*™* — €% On démontre
de méme la proposition suivante :
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Prorosirion (3.2.10). — Sous les hypothéses de la proposition précé-
dente, le groupe K'(P (W), P(V)) [resp. K (P (W), P(V)) est isomorphe
au noyau (resp. au conoyau) de Uhomomorphisme de restriction naturel
M -~ M; (resp. M, -~ M;"), o M, désigne le groupe K'(C""**).

Cororrare (3.2.11) (c¢f. [1], [3]). — Soit C= 2 (C) la catégorie des
espaces vectoriels complexes de dimension finte. St Uon désigne par P,_,
Pespace projectif réel de R, (s>>o), les groupes K(P,P.)(I>0) a
coeffictents dans C sont donnés par le tableau

K (P, Prg)  =Zopn—y, © K'(Pap, Pyy) =o,
K(Psp, Pyyy) =2ZD Zony, K1 (Py,, Pyy_y) =o,
K(P2n+1, P2q) :zz"—'lv K (P2n+1, P2q) ——_‘—Z,
KPypiy, Poy) =Z D Zongs, K (Panir, Poyis) =2.

En particulier, on a
K(Py) =Z@Zn K (Pw) =o,
K(P2n+1) :z®zz", K (P'zn-H) =2.

Cororratre (3.2.12) (c¢f. [1], [6], [17]). — Soit €= Z(R) la catégorie
des espaces vectoriels réels de dimension finte. Sott b, le nombre d’entiers m
tels que l<mr et m=o, 1, 2, 4 mod8 et soit a,,= 2"". Alors, si [>> o,

K(P,, P)=2,,, st {# —1mod ¢,
K(P., P)=282, ,, si {=—1mod 4,
K* (Pry Pl) :K(Pl1+!n Pl+&)'

Remarque. — En fait, les techniques employées 1ci permettent de
calculer le groupe K"(P., P;) quel que soit n (c¢f. [17]). Nous n’avons

donné que les résultats les plus intéressants.

3.3. Théorie KR.

Récemment, Atiyah a introduit une nouvelle K-théorie notée KR [4].
Le but de ce paragraphe est de montrer comment cette théorie s’insére
dans notre cadre général. En particulier, la relation avec les algébres de
Clifford est examinée de maniére plus précise que dans [4]. Ceci nous
permettra de retrouver plus loin les suites exactes d’Anderson sous une

_ forme plus générale et plus utile.

Soient € une catégorie de Banach réelle, G un groupe compact augmenté
(cf. § 1.2), X un G-espace compact et V un G-fibré sur X muni d’une

N\
forme quadratique définie positive invariante par G. On désigne par CR (X)
la catégorie de Banach réelle graduée formée des objets de C’(X) ol opérent
le groupe G et le fibré en algébres de Clifford graduées C(V). On suppose
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évidemment que les actions de G et de C (V) sont compatibles entre elles
en un sens qui a été précisé au paragraphe 1.2. Notons maintenant KR/ (X)

le groupe de Grothendieck gradué de CRG (X). Avec I’écriture d’usage, tout
élément de KR((X) se représente donc sous la forme d(E, g, ¢, €', ¢?),
ou (E, g, v) est un objet de €'(X) ou opére G et C(V), ' et €* étant deux
graduations de cet objet. Plus généralement, si Y est un sous-ensemble
fermé de X invariant par G, on peut définir le groupe relatif KRz (X, Y)

comme le groupe de Grothendieck du foncteur gradué de C®R%(X)

dans C®RJ(Y) défini par la restriction des fibrés. Dans I’écriture précé-
dente, ceci revient a considérer des graduations ¢, i =1, 2, qui coincident
au-dessus de Y.

Supposons maintenant que le G-fibré V soit la somme de deux G-fibrés V'

et V”. Par les mémes formules que celles du paragraphe 2.2, on définit un
homomorphisme ¢t de KRz ®""(X) dans KR (B(V"), S(V")).

Consecture (3.3.1). — L’homomorphisme
t: KRE®' (X)—>KRL (B(V'"), S(V")
est un tsomorphisme (*').

Dans ce paragraphe et les suivants, nous nous proposons de démontrer
cette conjecture dans un certain nombre de cas particuliers importants.
Tout d’abord, il est bon de remarquer qu’on obtient le théoréme (2.1.1)
comme cas particulier de cette conjecture en considérant G = Z, opérant
trivialement sur la base et sur V” (mais non nécessairement sur.V’),
laugmentation de Z, étant 'augmentation identique. En effet, si 7 est
une involution d’un fibré W induisant l'identité sur la base, posons
W+=Ker(n—1), W-=Ker(n+1). Si Q est une forme quadratique
sur W définie positive invariante par v, Q s’écrit Q" Q. La caté-
gorie CRY (X) est alors équivalente a la catégorie C7 (X), ou W est le
fibré W muni de la forme quadratique Q" (— Q7). Il en résulte que
KR/ (X, Y) est isomorphe a K”’(X, Y) de maniére compatible avec
I’homomorphisme ¢.

On obtient une forme équivalente de cette conjecture lorsque les fibrés V’
et V" sont « G-Uspinoriels » en un sens qui va étre précisé; pour simplifier
les raisonnements, nous supposerons V'=o dans ce qui suit. Sur
R*=R’PR? considérons l'involution définie par (z, y)— (— =z, y). Elle
induit une involution de C"=C"" qu’on notera ~ (celle-ci généralise

(*1) Cette conjecture est maintenant résolue. Une démonstration, utilisant les techniques
développées ici, paraitra prochainement (Note ajoutée & la correction des épreuves le
1er février 1968),
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I'involution définie au paragraphe 1.1 pour ¢=o0 seulement). On note
également ~ I'involution de
SpinY (n) = Spin (n) x4, U(1)
définie par (z, 2)r>(z, 2). Le fibré V sera dit maintenant G-Uspinoriel
(relativement a I'involution ~) s’il existe un fibré principal P sur X de
groupe H = Spin”(n) jouissant des propriétés suivantes :
a. V= PXIIR”;

b. G opére a gauche sur P de maniére compatible avec la projection

sur X;

c. VpeP, Vg€ G (resp. G'), Y a€Spin’(n), on a

g-(p.2) =(g.p).« [resp.g.(p.a) = (g.p)-%];
d. YpeP, YL€R" on a la formule
(PN =(gp, 1) sigel et g.(p,))=(g.p, 1) sigeC.
Si V est un fibré G-Yspinoriel, on définit un foncteur
“u: CRET (LX) > CRE ()
par u(E)=PX,E, G et V opérant sur u(E) par les formules
g-(pye)=(g-prge) et (p2).(p,e)=(p, h.e).

- Prorosrrion (3.3.2). — Le foncteur u est une équivalence des catégories
de Banach graduées CR%L? (X) et CRY(X).

Démonstration. — Clest, a 'action de G prés, la méme démonstration
que celle de la proposition (3.1.1).

Cororrarre (3.3.3). — St la conjectﬂre (3.3.1) est vrate, t.u est un

tsomorphisme de KRz (X) sur KR, (B(V), S(V)).

Supposons maintenant que V soit muni d’une structure complexe et
que G opére sur V de maniére compatible avec 'augmentation. Le fibré V
peut étre muni canoniquement d’une structure “spinorielle’ (cf. [6)] de
telle sorte que si P désigne le fibré principal de groupe Spin”(2n) associé
a V, G opére sur P de la maniére qui a été décrite plus haut. L’involution
de R*™ qu’il faut prendre est bien sir celle définie par la conjugaison
complexe de G*~.R*". Dans ce cas, la conjecture (3.3.1) est équivalente
au fait que t.u est un isomorphisme de KRg"(X) sur KR;(B(V), S(V)).
Mais, d’apres les considérations générales du paragraphe 2.1, les groupes
KR;"(X) et KR;(X) sont isomorphes. En utilisant I’homomorphisme
explicite de U(n) dans Spin“(2n) (cf. [6], p. 10), on voit aisément que le
composé 3 des homomorphismes ’

KR (X)) S KRY" (1) S KRL (X)) 5 KRs(B(V), S(V))
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est défini par le cup-produit par I’élément u, de KR(B(V), S(V); 2 (R))
induit par le complexe d’algébre extérieure de V, o G opére de maniére
naturelle (c¢f. [5], § 2 et p. 14). Si V est un fibré de rang (complexe) 1,

ce complexe se réduit a

o—> A7 (V) —d>7\'1r*V—>o,

n:B(V)—>X. Lélément de KR;(B(V), S(V)) quil définit s’écrit
dn*V, Mn*V, a), ou a est isomorphisme de A°n*V = B(V)xG
sur A'n*V = n*V défini au-dessus de chaque point ¢ de S(V) par la
multiplication par ¢. On a donc la formule

B(F)=d(n"E, n*E@ oV, IdQ a).

Tatorime (3.3.4). — Soit V un fibré complexe de rang 1 ot G opére
de maniére compatible avec I’augmentation. L’homomorphisme.

B: KRe(X)—>KRe(B(V), S(V))
défint plus haut, est un isomorphisme.

Démonstration. — Le théoréme (3.3.4) est, en fait, une version géné-
ralisée du théoréme de périodicité d’Atiyah-Bott [5]. La démonstration
d’Atiyah-Bott se transpose sans difficultés a4 ce cas plus général (voir
aussi [8]). D’une maniére précise, tout élément de KR:(B(V), S(V))
s’écrit sous la forme d(n*E, n*F, f), ou E et F sont deux G-fibrés sur X
et ou f: n*E — ©*F est un isomorphisme au-dessus de S(V). Pour chaque
point z de X, la fibre S(V.) est isomorphe & S* (par une carte de V) et s1
I'on transporte la mesure de Haar de S* sur S (V) grice a cet isomorphisme,
on obtient une mesure P, sur S(V.) qui ne dépend pas du choix de cet
- isomorphisme et qui est invariante par G. Soit z (resp. z ') la section
de ©*V (resp. n*V*=2*V~") au-dessus de S(V) qui est définie comme
le composé

S(V) B S(V) xxS(V) > S(V) <V,

ou A désigne I'application diagonale. On note z" (resp. z ") la section
de n*V" (resp. ©*V™") définie par le produit tensoriel n fois de z (resp.
le produit tensoriel r fois de z7*). On écrit maintenant un « développement
en série de Fourier » de f de la maniére suivante : si ’on désigne par a,

la section du fibré HOM (E, F @Q V") définie par I'intégrale
273 (.Z‘) = fxz_n dP-x,

a,z" est de maniére évidente une section du fibré HOM (n*E, ©*F) et la

+©

série Eanz" converge au sens de Césaro vers la section f. Le reste de la

—

Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 32
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démonstration est classique (cf. [B] ou [12]) en remarquant que a, et z"
sont des sections invariantes par I’action de G.

Remarque. — Atiyah et Bott démontrent, en fait, le théoréme (3.3.4)
(pour G =1) sous une forme légérement différente en considérant le fibré
projectif complexe de V1, (*2) ce qui permet de préciser la structure
de KRyX)-module de KR;(P(V @1)). Nous laissons au lecteur le soin
de retrouver ce résultat en remarquant que P(VE@P1)=S(VP1)/S* et en
appliquant le théoréme (3.2.4) pour le groupe GX S

TatortmMe (3.3.6). — Soit V un fibré complexe ot G opére de maniére
compatible avec Uaugmentation. Désignons par ©: X — X/G la projection
canonique et supposons que tout point y de X|G posséde un voisinage U
tel que V[n*(U) s’exprime comme une somme de G-fibrés de rang 1 (on dit
dans ce cas que V est localement décomposable). Le cup-produit par U,

définit alors un isomorphisme de KR;(X) sur KR;(B(V), S(V)).

Démonstration. — D’apreés la suite exacte de Mayer-Vietoris, il suffit de
démontrer l'assertion si V est une somme de G-fibrés de rang 1, soit

V=V.@H...@V, Pour cela, notons d’abord que
t,: KRG (B(Vy), S(Vy)) KRG (B(Vi_y), S(V)_,))
est un isomorphisme si ’on pose
Vi=Vi®...®Vs; Vi=Via@. .. Ve

En effet, on a le diagramme commutatif :

KRG (B(V)), S(V})) ——> KRG (B(Vy_,), S(Vy_,))

% ]

KRE "7 (B(V)), S(V,) —— KRE™" (B(V;..), S(V;.1))

KRG (B(V), S(V)) —=2 s KRa (B(V!_,), S(Vi_)).

Il suffit de remarquer maintenant que I’homomorphisme ¢ de KRy (X)
dans KR;(B(V), S(V)) est le composé t,. .. {;, par exemple en raisonnant
par récurrence sur n [cf. démonstration du théoréeme (2.2.1)].

Remarque. — Le théoréme précédent s’applique notamment lorsque G
est un groupe abélien fini. Tout G-fibré complexe est alors localement
décomposable.

Tatortme (3.3.7). — La conjecture (3.3.1) est vrate pour G =1,
munt de Uaugmentation tdentique (V étant un G-fibré réel quelconque).

(*?) 1 désignant ici le fibré complexe trivial de rang un.
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Démonstration. — D’aprés la suite exacte de Mayer-Vietoris, on est
ramené au cas ou V = XX (RP@PR?), l'involution © sur V étant définie
a partir de I'involution ¢ de X par la formule

N ‘L'(x,e,f):(a.z‘,—e,f).

Dans ce cas, le groupe K" (X) n’est autre que le groupe KR”7(X). L’homo-
morphisme
t: KRri(X)—>KR(X < Dra, I x Spa) (%)

est alors défini par la formule
t(d(E, v, ¢, ) =d(n"E,vcosd+ ¢ sin0, v cosd + 2 sinh),

ou v =9, v, est un vecteur de R?PR’ et ou ¢ désigne iv,+ ¢.. On a
maintenant deux diagrammes commutatifs :

KRr 9 (X) ~ KRpa+3 (X))

,l lt

KR (X < Dr.a, X < Sr:1) i~R—>KB(/I’>< Dp-a+8 X > Sp-q+8)

KRr1 (X) u KRr+50+1 (LX)

Y |

KR (X 5 DPo7, X 5< SP7) —2s KR (X 5 Dr+isg+t, A 5 Spien)

ou P, désigne la périodicité de Bott ordinaire et ou (3 est défini par le
cup-produit par le générateur de KR(D'*', S"*)~ KR""'(P)~Z : cf. théo-
réme (3.3.4) (la commutativité des deux diagrammes résulte des formules
explicites de multiplication données au paragraphe 2.4). Grice au premier
diagramme, il suffit de démontrer le théoréme pour ¢>>p. On raisonne
alors par récurrence sur p en utilisant la commutativité du second
diagramme.
C. Q. F. D.

Cororratre (3.3.8). — Soit V=V-"@ V* un fibré vectoriel réel sur X
muni d’une forme quadratique non dégénérée Q = Q=P Q, ot Q= (resp. Q)
est définte négative (resp. définte positive). Munissons V de Uinvolution
(%, y) = (— =z, y). L’homomorphisme

t: K7 (X)—>KR(B(V),S(V))

est un isomorphisme.

(**) En suivant Atiyah [4], on note Dr.7 (resp. S#:7) la boule (resp. la sphére) de R*PR,
muni de ’'involution induite.
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Cororraire (3.3.9). — Avec les notations du corollaire précédent, suppo-
sons que V soit un fibré spinoriel (pour la forme quadratique Q). On a alors
un tsomorphisme u de K»7(X) sur K"(X) (p=dimV~, g=dimV*) et t.u
est un isomorphisme de K1(X) sur KR(B(V), S(V)).

Remarque. — Bien entendu, on a un résultat analogue si ’on considére
des groupes KR A, A étant un anneau sans torsion ou 2 est inversible
ou si 'on considére des groupes KR a coeflicients dans Z,, n impair.

Les considérations du paragraphe 3.2 se généralisent sans peine en
théorie KR. Ainsi, soit W= W~-@ W+ un fibré vectoriel réel muni d’une
forme quadratique non dégénérée Q= Q=P Q*, avec 0~ <o et Q"> o.
Soit V=V-@ V" un sous-fibré de W tel que V-CW~ et que V*CW™.
Soit €”'(X) [resp. C"(X)] la catégorie de Banach (non graduée) formée
des C-fibrés ou le fibré en algebres de Clifford C (W) [resp. C (V)] opére.
Alors, en suivant le paragraphe 3.2, on définit le groupe K" (X) comme
le groupe K du foncteur restriction C”(X) — ¢”(X). D’autre part, P(W)
[resp. P (V)] est un Z,-espace de maniére naturelle. Ceci permet de définir
un homomorphisme

p: KVZOTHIOIs ¥y 5 KRU(P(W), P(V)),

lequel généralise 'homomorphisme p du paragraphe 3.2.

Tatoreme (3.3.10). — L’homomorphisme p défini ci-dessus est un
1somorphisme. '
Démonstration. — C’est une conséquence du corollaire (3.3.8) de la

méme maniére que le théoréme (3.2.1) est une conséquence du théo-

réme (2.2.1).

Remarque. — Si les fibrés V et W sont spinoriels (ou cliffordiens
dans certains cas particuliers) on peut calculer K”®™%"®™(X) suivant
une méthode déja maintes fois éprouvée (c¢f. § 3.2). Nous laissons les
détails au lecteur. :

Pour conclure ce paragraphe, donnons une application numérique. Soit
a calculer le groupe KR(P:i P..), ou P, , désigne S™?[Z, mum de
I'involution induite. Alors, d’aprés le théoréme précédent, ce groupe est
isomorphe a K'(9), ou ¢ est le foncteur restriction des scalaires
ernirt e+t @ désignant la catégorie de Banach de référence.
Si €= Z(R), par exemple, la suite exacte de cohomologie :

K(@"’l"“) ——>K(6"'»l'+1) -~ K1 (CP) - K1 (@/*,l+1)
|

o
fournit le résultat suivant :
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Prorosrtion (3.3.11). — Le groupe KR(P, Py .) (r'+1>0) est
isomorphe au groupe Z, (resp. ZP Z,), avec

g=2""ar, gy $iI—r'zZomods (resp.=omods)

(pour n<p, on conyient que Gn, ,= 16" Qn.g,, , lorsque s est suffisamment
grand).

3.4. K-théorie réelle et K-théorie complexe.

Il y a quelques années, Anderson avait établi dans sa thése l'exis-
tence de suites exactes fondamentales reliant la K-théorie réelle et la
K-théorie complexe [2]. Malheureusement, la démonstration de exactitude
de ces suites était longue et compliquée et se prétait fort peu & une géné-
ralisation en K-théorie équivariante par exemple. Le but de ce para-
graphe est de retrouver, en suivant la méthode d’Atiyah, les suites
d’Anderson dans le cadre général des catégories de Banach (voir aussi
[17] pour une autre démonstration d’esprit différent n’utilisant pas
la théorie KR ). Ceci nous permettra d’étendre le théoréme de Segal
Ko(X)" ~ K*(X;)" en théorie K, réelle. Nous verrons dans le paragraphe
suivant comment ces suites exactes permettent de résoudre partielle-
ment la conjecture (3.3.1), notamment pour des fibrés G-spinoriels.

Dans tout ce qui suit € désignera une catégorie de Banach réelle et
C'= ¢ C"= C*°, désigneront respectivement les catégories complexifiée
ct quaternionisée de C. On note KO"(C) [resp. KU"(C), Ksp"(C)] le
groupe K" de C (resp. C’, €”). Si X est un espace compact on note aussi,
par abus de langage, KO"(X) [resp. KU"(X), Ksp"(X)] le groupe KO" (€ (X))
[resp. KU"(C (X)), Ksp™*(C(X))]. On définit aussi de maniére évidente les
groupes KO*(X, Y), KO"(9), etc.

Considérons la suite exacte de cohomologie associée a la paire (D% °, S-°) :-

KRr— (D7:9) — KR+ (S7.9) — KR (D70, S7:0) 5L KRn (D7:0) — .,
2
K1 (e) KR (e)

t’I‘z

(les groupes KR étant pris a coeflicients dans C). Compte tenu de l'iso-
morphisme ¢ [théoréme (3.3.8)], le morphisme 7 n’est autre que ’homo-

morphisme induit par le foncteur gradué restriction des scalaires de C"**°

dans C° (on suppose n>xo0 pour fixer les 1dées).

Lemme (3.4.1). — St ¢ 3, le morphisme n? est nul.
Démonstration. — Avec des notations évidentes, on a

N (d(E, ey, ..., eng; e, 6) =d(E, ey ..., en; ', &%),
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Mais, si >3, € = €n1ge2 €nrg_1 €nsq est une graduation de (E, e, . . ., e,) qui
anticommute avec les graduations ¢' et ¢*. L’homotopie définie par

¢' cosl 4 esinf pour oé@é;—r et par —¢?cosf + esinf pour gé@é m
est une homotopie entre ¢ et ¢’

C. Q. F. D.

Pour ¢>>3, on a donc, d’aprés le lemme précédent, une suite exacte :

0 — KR (D1:0) > KR (S1-9) 255 KR (D90, S19) > 0
2 ~ A
Kn—t (@) Kn+(/(e)

Prorosition (3.4.2). — La sutte exacte précédente se scinde canoniquement.

Cororraire (3.4.3). — St ¢ 3,
KR (S70) ~ K (€) @ Kn+a+1(€).
Démonstration. — On va définir un homomorphisme de K"*(C) dans
KR (S8%°) inverse a droite de ¢'0"'. Pour cela, en raison du théo-
réeme (2.2.1), il suffit évidemment de définir un homomorphisme 0’

de K™4(C) dans KR*(D**'xS*° S%*XS8%° inverse & droite de ’homo-
phisme ¢7'9, ou

01 KR (D01 80.0, S015¢ §1.0) —» KRn (Di-0, §1.0)

est I'opérateur cobord défini dans le théoréme (1.3.9). Représentons D *
comme le sous-ensemble du plan complexe formé des points e”’, — g =0 ;—T
On pose alors
y=0(d(E, e, ..., enq; e, e?)) =d(nE, e, ..., en; 0, 1?),
m: DO ST P,
ou v/, j =1, 2, est la graduation de n*E définie au point (v, 0) de S*°x D"*
par

7/ —=e sin + ¢/ cos 0 pour — 0

IN
)

IE

W =1ipsin® + ¢/ cos O pour 09

IN
©1a

Soit maintenant f;: (n*E, es, ..., en; &) > (n*E, ey, ..., €x; /) P'isomor-
phisme défini par

0 .. 0
_f»:cos——l—esl sin — pour —
4 2 2

0 . .. 0
fr=rcos 5 +ive/sin pour 00
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On a donec
y=d((F, ), (F,),[),

ou F=(n"E, ey, ..., e, et f=/f,".fi. Paramétrons
B(V)~ S+ (V1) (V=Rrv)

comme 1l est d’usage :

Fig. 6.

»1a

Soit h(a, §) une fonction numérique continue définie pour o="oa =
et — = 202" telle que
2 2
(1) & (o, B)
.o s
(11) h(;, 6)
(i) h<a, )
(iv) h(a — :)

Une telle fonction existe toujours car R est contractile. L’isomorphisme f
(qui dépend contintiment de 0) se prolonge alors au-dessus de D% °x D" *
en un isomorphisme (non gradué) de (F,¢') sur (F, ¢*), noté encore f,
défini au point (¢, «, 9) par

.
’

I

MR vMIae O

)

LR |

I

.
)

a
2

f= (cos(h(a,0)) —iversin(h(a, 0)))

=< (cos (A (e, 0)) +ivelsin (A (a, 0))) si h(a,0)>o0,
f= (cos(h(a,0)) —e esin(h(a,0)))

> (cos (A (a, 0)) +e etsin(h(a, 0))) st h(a, 0) Zo.

Les morphismes écrits sont continus car ¢sin(h(«, 9)) >0 quand «—o
[pour @ =0, on convient que ¢sin(h(a, 6)) =0 bien que ¢ ne soit pas
défini a priori]. D’aprés la définition de I’opérateur cobord o [th. (1.3.9)],
on a donc

d(y) =d((F, &), (F’ ), 8),
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avec

a P AN a . .o
g=|cos— —iwe?sin— || cos— +ivelsin— |-
T 2 2 2 2

En faisant un calcul analogue a celui précédant I’énoncé du théoréme (2.3.2),
on voit alors que
d(y) =t(d (L, e, ..., eniq; €', €2)).
C. Q. F. D.

La proposition précédente nous apprend en particulier que, parmi les
groupes KR*(S”°; C), seuls ceux correspondant & ¢ <<3 peuvent donner
des invariants nouveaux de la catégorie C. Pour ¢=1, on a, en fait,
le lemme suivant :

Lemme (3.4.4) (Atiyah). — Le groupe KR"(S"°; C) est tsomorphe
naturellement au groupe KU"(C).

(4

Démonstration. — Le Z,-espace S"° est un ensemble réduit a deux
points {1} et { — 1} muni de I'involution échangeant les deux points.
Soit ¢: €' CR(S"") le foncteur défini par 9(E)=F, ou F est le fibré
sur S° égal 4 E au-dessus de {1} et & E au-dessus de — 1, 'involution
antilinéaire de F étant induite par le morphisme de E dans E égal a I'iden-

tité sur les objets de C sous-jacents. Le foncteur ¢ est une équivalence
de catégories de Banach de maniére évidente, ce qui établit I’assertion.

Derinrrion (3.4.5). — Si C est une catégorie de Banach réelle, on pose

KC"(€) = KR"(S>*; C).

Pour comparer KC"(C) aux autres invariants de la catégorie C, I'idée
naturelle (due & Atiyah) est de regarder la suite exacte de cohomologie
associée a la paire (S”°, S*°°) :

KRt (8P-%) - KR (87:°) — KR~ (Sr-°, 8§7:°) — KR (Sr:°) - KR (87%).
Lemme (3.4.6) (Atiyah). — Le Z,-espace SP°[S"° est isomorphe d
Sr—q,0 ¢ Dq:O/SP—‘I:(’x S0,
En particulier, on a des isomorphismes naturels
KRn (S0, §05 ) & KR+ (SP—10; @),
En effet, cet isomorphisme provient par compactification de I’homéo-

morphisme évident de S”°— S° sur 7% °XR?°,

La suite exacte précédente devient donc

KR (8P 0) = KR (89'°) — KR"7 (SP—7:°) — KR (8P:°) — KR (S7:°).




K-THEORIE. 257

Lés couples (p, q) intéressants sont les couples (2, 1), (3, 1) et (3, 2).
On obtient alors trois suites [les deux derniéres en appliquant la propo-

sition (3.4.2)] :

(1) .. KU (@) — KU (€) — KCn (@) — KU (C) — KUr (€) ;
(2) > KO (@) - KO (C) @ Kspr (€) - KU (€) - KC2 (C)—. . .;
(3) > KC1 (€) > KU (€) - KO (€) @ Ksp™(€) - KCr (C) —. ..

TutorimMe (3.4.7). — Soit C une catégorie de Banach réelle. Les
suites (1), (2) et (3) définies ci-dessus sont des suites exactes naturelles en C.

Remarque 1. — La démonstration du théoréme (3.4.7) donnée ci-dessus
est directement inspirée de celle d’Atiyah [4]. Cependant, la propo-
sition (3.4.2) n’est démontrée dans [4] que pour la catégorie C des fibrés
vectoriels de dimension finie. D’autre part, avec certaines hypotheéses
restrictives sur C, une deuxiéme démonstration du théoréme (3.4.7) est
donnée dans [17]. Elle est plus longue que celle-ci; mais les techniques
employées (essentiellement la notion de « cone d’application d’une trans-
formation cohomologique ») sont en un certain sens plus naturelles.

Remarque 2. — La forme qu’on a donnée au théoréme (3.4.7) n’est pas
la forme la plus générale. On peut remplacer la catégorie de Banach €
par un foncteur linéaire continu quasi-surjectif entre deux catégories de
Banach. On peut aussi remplacer les sphéres S° par des produits X X S"°,
ou X est un Z,-espace compact quelconque.

Voyons maintenant, en suivant la méthode d’Anderson pour X = Point,
comment on peut étendre le théoréme de Segal en K-théorie réelle. Rappe-
lons d’abord I’énoncé du théoréme de Segal en K-théorie complexe (sous
sa forme la plus simple). Soit X une variété différentielle compacte ou
opére différentiablement un groupe de Lie compact G. Alors, V n, K;(X)
est un module de type fini sur R(G) = K;(Point) qui est une Z-algébre
de type fini. Soit I(G) l'idéal noyau de I’homomorphisme d’augmen-
tation ¢: R(G) - Z qui associe a chaque représentation sa dimension.
Soit maintenant E(X) la catégorie des G-espaces compacts E au-dessus
de X, G opérant librement sur E (on peut supposer que E est une variété).
Si F est un G-fibré sur X, 1l définit, par image inverse, un G-fibré sur E
On en déduit un homomorphisme « de Kg(X) dans K;(E) = K*(E/G)

ainsi qu’un homomorphisme «” de K;(X)" dans lim Kg(E) (les complétions

E(X)
sont prises suivant la topologie I(G)-adique). (

TutoremE (3.4.8) (Segal [8]). — L’homomorphisme «" est un isomor-
phisme de Ki(X)" sur lim K;(E) [expression qu’on notera par la

E(X)
Ann. Ee. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 33
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suite K*(X,)]. De plus, R* lim K;(E) = o. [Dans cet énoncé, la catégorie
E(X)
de Banach de base est évidemment < (C).]
Supposons maintenant que C soit la catégorie des espaces vectoriels
réels de dimension finie. On désigne par RO(G) et RC(G) les sous-anneaux
de R(G) engendrés par les représentations réelles ou autoconjuguées de G.

On désigne par Rsp(G) le sous-groupe de R((G) engendré par les repré-
sentations symplectiques de G. Posons

10(G) = I(G)nRO(G), IC(G)=1I1(G)NRC(G).

. Lemme (3.4.9). — Soit B une Z-algébre de type fini et soit g un groupe
fini d’automorphismes de B. Soit A = B¢. Alors B et A sont des anneaux
noethériens, B est un A-module de type fini et A une Z-algébre de type fini.

Démonstration. — Atiyah-Hirzebruch ([7], p. 24).

CororraIre (3.4.10). — RC (G) est une Z-algébre de type ﬁni (donc est
noethérien) et R(G) est un RC(G)-module de type fini.

Démonstration. — On fait opérer g = Z, sur B = R(G) par la conju-
gaison complexe.

Lemme (3.4.11). — Reprenons les notations du lemme (3.4.9). Soit b
un déal de B stable par g. Soit a = bnA. Alors les topologies a-adique et
b-adique coincident sur B.

Démonstration. — Atiyah-Hirzebruch ([7], p. 25).
Cororratre (3.4.12). — Les topologies IC (G)-adique et I(G)-adique

coincident sur R(G).
Lemme (3.4.13). — Soit o€ RC(G); alors 9> € RO(G).

Démonstration. — En effet, ¢ s’écrit py -+ ., ot oy € RO(G) et ¢, € Rsp (G).
Donc

2

=i+ (1P P f2) + i
qui appartient a RO(G).

Remarque. — Le fait que toute représentation autoconjuguée d’un groupe
compact soit somme d’une représentation réelle et d’une représentation
symplectique est un résultat élémentaire bien connu. On peut aussi le
déduire de la suite (3) compte tenu que KC;(P) = RC(G) (voir plus loin)
et que R'(G)= Kg(P) = o [prop. (2.3.14)]. :

Lemume (3.4.14). — RO(G) est une Z-algébre de type fint (donc est noethé-
rien). De plus, RU(G), RC(G) et Rsp(G) sont des RO(G)-modules de type fini.
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Démonstration. — D’aprés le corollaire (3.4.10), il suffit de démontrer
que RO(G) est une Z-algébre de type fini et que RC(G) est un RO(G)-module
de type fini. Soient x4, ..., z, les générateurs de RC(G) comme Z-algébre.
Soit R’ la sous-algébre de RC(G) cngendrée par les z;. D’aprés le
lemme (3.4.13), on a R'CRO(G)CRC(G). Puisque z; € R’, les monomes
x'...x," avec m;=o0 ou 1 engendrent RC(G) comme R’-algébre. Donc
RC(G) est un R’-module de type fini. Du fait que R’ est noethérien,
il s’ensuit que RO(G) est une Z-algébre de type fini et que RC(G) est
un RO(G)-module de type fini.

C. Q. F. D.

Lemme (3.4.15). — Soient B = RC!G), A= RO(G), b=1IC(G),
a=bnNnA = 10(G). Soit b'=aB l'idéal de RC(G) engendré par a. Il existe

alors un entier n tel que b"Cb’Chb.

Démonstration. — Dans un anneau noethérien, pour démontrer qu’une
puissance d’un idéal b est contenue dans un idéal ', 1l suffit de démontrer
que tout idéal premier p qui contient b’ contient aussi b. Or, s1 €D,
z?’€bNA =acCb' Nnp; donc z€p.

CoroLLAIRE (3.4.16). — Les topologies 10(G)-adique et IC(G)-adique
coinctdent sur RC(G). Les topologies 10(G)-adique et I(G)-adique coin-
ctdent sur RU(G).

Soit maintenant X un G-espace compact. Supposons que, ¥ n, KUg(X)
soit un R (G)-module de type fini. D’aprés les lemmes précédents, c’est
un RO(G)-module de type fini et les topologies I{G)-adique et 10(G)-
adique coincident sur KUg(X). La complétion de KUf;(X) suivant les
deux topologies sont donc canoniquement isomorphes.

‘LEMME (3.4.17). — Supposons que, VY n, KU;(X) soit un RO(G)-module
de type fini. Il est est alors de méme de KOz {(X) et de KCi,(X).

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des suites exactes (1),
(2) et (3) et des propriétés élémentaires des modules de type fini sur un
anneau noethérien.

Lemme (3.4.18). — Soit X, un systéme inductif de G-espaces compacts
tels que KU{{X.) soit pour tout n un Z-module de type fini. Supposons
que R'lim KU;(X.) = o. Alors

ﬁv_

R'lim KC% (X 4) = R'lim KO (X y) =o.
<« <—

Démonstration. — On a une suite exacte

KU (X y) > KO{ (X ) > A" (Xy) > o,
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ou r est la « réalification » et ou A"(X,) est un groupe fini qui est une
puissance de Z,; donc R'lim A(X.)=o0 et R'lim KOg(X,) = o. Le fait
—_ —_—
que R'lim KC;(X.) =o0 est moins évident. Il faut d’abord remarquer
—

que, dans la suite (1), ’homomorphisme de KU"(C) dans KU"(C) est

z+> 2z — z. On doit donc vérifier que le systéme projectif Ker({s) avec

Yo KUMX,) 22 KUL(X,) vérifie R lim Kery/= o. Pour cela, consi-
‘_
dérons I’homomorphisme ¢, de KUg;(X,) dans KUg(X,) défimi par
9x(z) =z + z. Alors R' im Img;=o0 et 'on a la suite exacte :
é,__.

0 — lmgg— Ker i — Bg— o,

ou B, est un groupe fini qui est une puissance de Z,. Donc R' lim Ker{;= o.

C. Q. F. D.

Observons maintenant les deux faits suivants :

a. Si A - B — C est une suite exacte de modules de type fini sur un
anneau noethérien, la suite A"~ B"— C” obtenue par complétion suivant
une topologie m-adique, est une suite exacte.

b. S1

e AR AR AT L

est une suite exacte infinie de systémes projectifs de groupes abéliens telle
que R'limA; = o, alors la suite
(—

co At AR AP
avec A’= lim A}, est une suite exacte.
+—

En utilisant les lemmes précédents, on en déduit les suites exactes et
les diagrammes commutatifs suivants :

KUG (X)) —> KU, (X)) —> KCi (X)) ——> KU (X)) — KU (X))~

T T T T

KU* (X)) —> KU* (Xg) —> KC*(Xg) —> KU* (Xg) —> KU*(X¢)
KC4(X) ——5 KU, (X)) — KOG (X) @ Ksps (X)) —> KC (X)) — KU (X)"

l l | o !

KC* (Xg) —> KU* (Xg) —> KO (Xg) @ Ksp*(Xg) —> KC* (Kg) —> KU*(Xy)

En appliquant deux fois le lemme des cing, on obtient enfin le théoréme
que nous avions en vue :
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TukoriMe (3.4.19). — Soit X une G-variété différentielle compacte.
Les homomorphismes canoniques &~ de KCg(X)" dans KC*(X;) et de
KO;(X)" dans KO*(X,) sont des isomorphismes. De plus,

Rilim KO3 (E) = R'lim KCy (E) = o
£ B(X)
(la catégorie de Banach de base est la catégorie des espaces vectoriels
réels de dimension finie).

Remarque. — Pour X = P, les groupes KO;(X) se calculent aisément.
La catégorie &.(P) est en effet une catégorie de dimension finie. En appli-
quant la proposition (2.3.15), on trouve ainsi les résultats d’Anderson :

KO (Bg) = RO (G)", KO' (Bg) = Rsp ()",

KO' (Bg) = o, KO? (Bg) =o,

KO? (Bg) = RU(G)"/RO (G)", KO’ (Bg) = RU(G)"/Rsp (G)™,
KO (Xg) = Rsp (G)"/RU(G)", KO (Bg) = RO (G)"/RU(G)".

»

Pour conclure signalons qu’il existe bien d’autres suites exactes reliant

les théories KU, KO et KC, mais nous n’aurons pas 4 nous en servir.
Signalons cependant la proposition suivante :

Prorosition (3.4.20). — Soit C une catégorie de Banach réelle. On a
alors les suites exactes naturelles en C :
KO (€) > KU (€) - KO™' (€) - KO*(€) —KU(€) (Bott),
KCr+1(€) KO (€) — KO (@) — KCn—(€) — KO+ (@) (Anderson).

Démonstration [4]. — On écrit la suite exacte de cohomologie de la
paire (D?°, S?°) avec ¢ =1, 2. Une deuxiéme démonstration, ne faisant
pas appel a la théorie KR, est décrite dans [17].

~ 3.5. Le « théoréme de Thom » en K-théorie équivariante.

Dans les paragraphes précédents, la conjecture (3.3.1) a été vérifiée
dans un certain nombre de cas particuliers intéressants [th. (2.2.1),
(3.3.4), (3.3.7)]. Nous nous proposons d’allonger ici la liste de ces cas
particuliers en utilisant notamment certains résultats obtenus par Atiyah
et Segal [8].

Pour simplifier les raisonnements, nous supposerons que le groupe
augmenté de la conjecture (3.3.1) s’écrit GXZ, (en changeant légérement
les notations), I’'augmentation étant définie par la projection sur le second
facteur; nous supposerons aussi V' = o (**). On définit maintenant

(®**) Comme on le voit aisément, toutes ces hypothéses ne restreignent pas, en fait,
la généralité.
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de maniére évidente un autre homomorphisme ¢ de Kz(X; CG) dans
K:(B(V), S(V); €) (on n’a pas eu besoin de complexifier la catégorie de
Banach € ni de considérer d’involution sur X).

Consrcture (3.5.1). — L’homomorphisme de K;(X; C) dans K.(B(V),

S(V); €) défint ci-dessus est un isomorphisme.

Prorosition (3.5.2). — La conjecture (3.3.1) pour le groupe aug-
menté GX 1, et la catégorie C est équivalente & la conjecture (3.5.1) pour
le groupe G et la méme catégorie C.

La démonstration va résulter des deux lemmes suivants :

Lemme (3.5.3). — La conjecture (3.3.1) [resp. (3.5.1)] pour la catégorie
de Banach C(G et V étant fixés) est équivalente a la méme conjecture pour
la catégorie complexifiée C'.

Démonstration. — Le lemme résulte directement du théoréme (3.4.7)
et de la proposition (3.4.20) (exprimés en termes de foncteurs linéaires
continus au lieu de catégories) qui relient les K-théories réelle et complexe
(appliquer le lemme des cinq deux fois).

Lemme (3.5.4). — Pour tout GXZ.-fibré V sur le GXZ,-espace X,
les catégories graduées C' Ry 5 (X) et C'4(X) sont équivalentes.

Démonstration. — En effet, on a un isomorphisme fde G Q) G sur GP C
R

défini par f(t Q1) = (3, 1) et f(1Q i) = (i, — ). Grace a cet isomorphisme,
la premiére catégorie s’identifie a la catégorie des triples (E, F, «), ou E
et F sont deux objets de C4(X) et oit «: E — o* F est un isomorphisme
(¢ désignant I'involution de X et de V associé a 'action de Z,) compatible
avec I’action de G et de V. Un tel triple est évidemment isomorphe au
triple (E, o* E, 1d). La correspondance E > (E, o*E, 1d) définit alors
I’équivalence des catégories en question.

La proposition (3.5.2) est maintenant une simple conséquence du
diagramme commutatif :

K& (X5 ¢ &KR[{XZ,(/I’; e

N\ ¥
Kg(B(V), S(V); €)—"5KRaywz (B(V), S(V); )

. . [ .
Grace a la proposition (3.5.2), nous allons pouvoir nous concentrer sur la
conjecture (3.5.1) seulement. Nous laissons au lecteur le soin de transcrire
les résultats que nous obtiendrons par la suite en théorie KR,.

e
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TutoriME (3.5.5). — La conjectitre (3.5.1) est yrate pour le groupe G = 2Z,
st ensemble des points fizes X; de X par Uaction de G est rétracte par défor-
mation d’un voisinage de Xg.

Démonstration. — D’apres les hypotheéses faites et d’aprés la suite exacte
de Mayer-Vietoris, il suffit de démontrer le théoréme pour X = P (C étant
une catégorie de Banach arbitraire). Pour cela, nous aurons besoin de
trois lemmes :

Lemme (3.5.6). — Soit 1 Uinvolution de V représentant Uaction de Z,
sur V. Posons V,= Ker(1— 1), Vo= Ker (1+ v). Le groupe Kz (C) est
alors tsomorphe naturellement aw groupe K" (C"+*").

Démonstration. — Le groupe Kz (C) est le groupe K du foncteur restriction

eé’:@”g@1_> cg;@ s,

Or la catégorie Cz®”* est isomorphe naturellement a la catégorie (€"+®")" :

SI ¢4, ¢a, € représentent ’action de V,y, Vs, Z, sur un objet F de C, ¢, crepré-
sente une action de V, sur (E, ¢,, £)€0bC”®' De méme, Cz®"® est
isomorphe a (€7*®")":®' d’ou le résultat annoncé.

Lemume (3.5.7). — Le diagramme suivant est commutatif :

Kz (€) —> K7+ (¢2®1)

! l

Kg:(B(Vy), S(V2)) —>K(B(V4), S(Va); €
Cororratre (3.5.8). — Il suffit de démontrer le théoréme (3.5.5)
pour X = P et V,= o (appliquer I’excision).
Considérons maintenant le diagramme :
Kzl (B(V)) > Kg! (S(V)) —2> Kg (B(V), S(V)) —L» Ky (B (V) —> Kz, (S (V)
u/f\z A pT;x B /‘Lz C zTu D z]\p

K (C%) — s K (9) — 2

>K(E®n — T s K(en) ——— K1 (g)

Dans ce diagramme, ¢ est le foncteur restriction C"®'— C*' et p est
I’homomorphisme défini au paragraphe 3.2. L’isomorphisme w exprime
que V'action de l'algébre de Clifford C°* revient a la donnée de I’action
du groupe Z,. De maniére précise u: K(C"') - Kgz(C) est défini par

w(E,n)) =F,— E,, avec E,=— Ker(1 — ), y— Ker(1+ 7),
Z, opérant par l'identité (resp. par la multiplication par — 1) sur E,

(resp. E,). En termes de graduations (i. e. en identifiant K &4 K°) on a
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la formule
w(d(E, n;n', n*)) =d (£, n; nt, wn?),

ou 7 représente a la fois 'action de Z, et I’action de C°*.

Lemme (3.5.9). — Le diagramme ci-dessus est commutatif.

Démonstration. — a. Commutativité du carré A. — Donnons-nous un
élément x ==d((E, v), (E, n),[) de K*'(¢"') ~ K(D*', S°; ¢>"). Alors
al(x) =d(E, 7, ¢*, ¢*), ou (7, ¢') est une structure de C!/V @1)-module
sur E et ou ¢*= f.o'.f'. Avec les notations du paragraphe 3.2, on a
donc

(p-a') () =d(E, n, n; ¥, T)2
=dEDE, nDn, nD(—n); VD (—7), PP (=)

/’ N
/ N
Action Action
de Z, de 0%t

:d(E@E,Y)@'ﬂ,ﬂ@(“‘ﬂ); &', €,

(02w =6 D D )
L’image de (p.a*) (2) dans Kz (D*XS(V), S* X S(V)) est donc d(F, F, g),

avec

F=Ker(n@(—n): EDPE, n®n)—>EDE, nPn)) et g=c*c'|p.

avec

‘Mais, dans la déco,mpositioh E, @ E, de E relativement a la graduation v,
f s’exprime sous la forme

o (Jo o

=(3 4 )

(¢ )

Posons alors

On a donc »
(p-2") (@) =d((E, n), (E, ), ) = (a.u) ().
b. Commutativité du carré B. — Soit y = d(E, 1, ¢*, ¢*) un élément
de K(9). On a

B’ ()/) :d(E) i, V]) - d(Ea n, ‘)2)
avec des notations évidentes. Donc ({f') (y) a comme image dans
Kz, (B(V), S(V)) I’élément '
A(Eo, By, ™) — d(Eo, Ey, 7) = d (Eo, I, #T).

D’autre part,
p(d(FE, n, ') =d(E, 0, n; 7, 7)
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(q représentant comme ci-dessus & la fois 'action de Z, et celle de C**").
Soit D* I’ensemble des nombres complexes s’écrivant e, avec o= 0,
Alors I'image de I’élément précédent dans Kz (D'XS(V), S*°XS(V))
s’écrit d(E, 1; v cos + 9 sinf, v cos 4 92 sin6) avec les notations stan-
dard. On a maintenant des isomorphismes

Jir (E,n)— (£, ncosO + Fisin),

. i 0, ~_ .0 . AP
1 =1, 2, définis par fi= cos_ + ¢'1sin-- On obtient donc en définitive

un élément de Kz (D'XS(V), S°XS(V)) qui s’écrit d(E,, E,, g), ou g
est la trace sur E, de l'isomorphisme (f;'.fi)|pxss En faisant 0 = o
et 6 =1 et en appliquant 'opérateur cobord, on obtient finalement

d(E,, E,, 9*.9%).
c. Commutativité de C : Triviale.

d. Commutativité de D. — Elle résulte de la commutativité de A et de
la périodicité de Bott.
C. Q. F. D.

Soit maintenant V- un G-fibré quelconque. On dit que V est G-spinoriel
s'll est de la forme P Xg,,nR", ou P est un fibré principal ou G opére
(A gauche) de maniére compatible avec P'action (& droite) de Spin(n).
On définit de la méme maniére les fibrés G-“spinoriels en remplagant le
groupe Spin(n) par le groupe Spin“(n). Supposons maintenant que la
catégorie C soit réelle (resp. complexe) et que V soit G-spinoriel (resp.
G-"spinoriel). On définit alors un foncteur

u: CE"(AX)—>cL(d)
par la formule
w(l) =P x<yE, ou V=~PxyzR I = Spin(n) [resp. Spin¥(n)]
Prorosition (3.5.10) [comparer avec la proposition (3.3.2)]. — Le fonc-

teur w est une équivalence de catégories graduées. En particulier, les
groupes K7, (X) et K¢"(X) sont isomorphes.

Démonstration. — A Taction de G prés, c’est la méme démonstration
que celle de la proposition (3.1.1).

Remarque. — St W est un deuxiéme G-fibré quelconque, on montre
de méme que les groupes K;®”(X) et K7"®”(X) sont isomorphes.

Prorosition (3.5.11). — La conjecture (3.5.1) est vraie pour un G-fibré
complexe V et pour une catégorie de Banach C (réelle ou complexe) de dimen-
ston finie.

Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. ‘ 34
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Démonstration. — D’aprés le théoréme (3.4.7), il suffit de démontrer
le théoréme précédent pour € = <(C). Considérons la suite

Ko () 5 Ky2r (1) % KG (LX) S (Ko (B(V), S(V)),

ou 2p = dimV. Le morphisme u est bien défini car un G-fibré complexe
est canoniquement G-"spinoriel ([6], p. 10). D’autre part, t.u.$ est induit
(au signe pres) par le cup-produit par la classe de Thom

rE€Kg(B(V), S(V); 2(€))

définie a l'aide du complexe d’algébre extérieure de V-[8]. D’apres
Atiyah [8], t.u.[} est un isomorphisme; donc ¢ I'est aussi.

TutoremE (3.5.12). — La conjecture (3.5.1) est vrate pour un G-fibré
Y-spinoriel et pour une catégorie de Banach de dimension finie.

Démonstration. — D’aprés le théoréme (3.4.7), on peut supposer
que C = 2(C). Considérons alors la suite :

KE®7O7 (X)L KE®7 (B(V), S(V))
SEKLBVOV),S(VR V) SKe(BVDVHV), SWDVDV)).

Puisque V@V est un G-fibré complexe de maniére évidente, t;.t, est
un isomorphisme. Donc ¢, est injectif. D’autre part, t,.¢, est un homo-
morphisme de K;®"(X) dans Kg(B(T), S(T)), ou T=V @V est un
G-fibré complexe. En utilisant I'isomorphisme u, ce qui est légitime
puisque V est G-Yspinoriel, on montre que ¢..f; est un isomorphisme
en montrant que

L KG®™ (X)) - K§" (B(T), S(T))

est un isomorphisme. En effet, on a le diagramme commutatif ou trois
fleches sont des isomorphismes [¢f propr. 3.5.11 et la remarque précé-

dant le théoréme 2.2.10]

K£® Ton (11/) K@"’"(B(T), S(T))

l"z AR

Y
KE(X > Dy X < §71) % Ko (B(T) < D*, B(T) x S*'y S (T) x D"

Des raisonnements précédents il résulte en particulier que ¢, est un isomor-
phisme; d’ou, en remplacant V@ V par T°*" et en appliquant la pério-
dicité, le résultat annoncé.

Nous allons clore ce paragraphe par un exemple « concret » d’appli-
cation du théoréme de Thom en théorie K. Soit C la catégorie des espaces
vectoriels réels de dimension finie et soit V un espace vectoriel de dimen-
sion n=(4p, ou G opére. Supposons que (pour une certaine métrique)
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la représentation de G dans £(V) se remonte dans le groupe spinoriel
et que G opére librement sur la sphére S(V). On a alors la suite exacte :

Ko(B(V), S(V)) 5 Ke(B(V)) > Ke(S(V)) > K&(B(V), S(V))
. 2 Q 1% Q
Kg'” (P) K (P) K(S(V)/6) Kg'" (P)

I
o

Il en résulte que tout fibré stable sur S{V)/G est induit par une repré-
sentation de G. En particulier, si G est fini (il est alors nécessairement
cyclique), on voit que tout fibré sur S(V)/G est plat (i. e. est un fibré
associé au revétement universel de S(V)/G), du moins stablement (**).
Dans le cas ou p=2q (G non nécessairement fini), on peut établir un
résultat plus précis. L’homomorphisme ¢ est en effet un homomorphisme
de R,(G)-module. L’anneau K(S(V)/G) (pour le produit tensoriel des
fibrés) est donc le quotient de RO{G) par I'idéal principal engendré
par ¢(1). Pour calculer ¢(1), on remarque que puisque la représentation
de G se remonte dans le groupe Spin(8¢), G opére sur un C°® module
gradué M° @ M* de maniére compatible avec la graduation. L’élément ¢(1)
est donc la différence des G-modules M° et M". ’
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