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INTRODUCTION.

Corarne l'ont montré Atiyah, Bott et Shapiro [6], les algèbres de Clifîord
semblent jouer un rôle important en ^-théorie. En particulier, « l'iso-
morphisme de Thom » en jK^-théorie réelle trouve là, sans doute, son cadre
le plus naturel. Cependant, plusieurs points de [6] restaient encore obscurs.
Les groupes d'homotopie stables du groupe orthogonal étaient isomorphes
à certains groupes A/c assez mystérieux. L'isomorphisme de Thom était
démontré seulement pour des fibres de rang multiple de 8 et il apparaissait
que cette restriction était inutile. D'autre part, comme on l'avait déjà
remarqué dans [6], le calcul du groupe KO d'espaces projectifs réels
ne pouvait se faire aisément qu'en ayant à sa disposition une « bonne »
définition des foncteurs KO'1 pour n > o.

Une première tentative d'explication de ces phénomènes fut entreprise
par Wood [25] qui attacha certains invariants à une algèbre de Banach
Za-graduée. En appliquant ses résultats à l'algèbre de Clifford de R71

(muni d'une forme quadratique définie négative), Wood en déduisait les
théorèmes de périodicité de Bott. Cependant, le travail de Wood, bien
qu'apportant déjà une certaine simplification, ne répondait pas à toutes
les questions posées plus haut.

L'origine de ces difficultés provenait du fait que la définition des
groupes î^ due à Atiyah et Hirzebruch [7] était inadaptée aux besoins
de la cause. Dans cet article, nous avons donné une nouvelle définition,
d'esprit tout différent, où interviennent encore les algèbres de Clifford.
Avec ce point de vue, la périodicité des groupes K11 (2 dans le cas complexe
et 8 dans le cas réel) est évidente car elle résulte de la « périodicité » corres-
pondante des algèbres de Clifford. Nous espérons que cet article convaincra
les spécialistes de 7?-théorie du bien-fondé de cette définition.

Le théorème fondamental de ce travail exprime, si l'on veut, que les
deux définitions des groupes K'1 sont équivalentes. Ceci est, en fait, une
nouvelle version des théorèmes de périodicité de Bott. De manière
précise, considérons un fibre vectoriel V, de base compacte X, muni
d'une forme quadratique définie positive. On associe à ce fibre un
groupe K^ÇK.) qui peut être interprété comme un groupe K à coefficients
dans un certain « système local ». Lorsque le fibre V est spinoriel, ce système
local est trivial et le groupe correspondant est isomorphe à K~n(X)
{n === rang F). On définit maintenant un homomorphisme fondamental

t : K^A^-^K^BÇD^SÇV)),
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où B{V) [resp. S (V)] est le fibre en boules (resp. en sphères) de V, dont
on montre que c'est un isomorphisme [th. (2.2.1)]. Cet homomorphisme (
généralise l'homomorphisme a du tKéorème 11.5 de [6]. Bien entendu,
on retrouve ainsi comme cas particulier le théorème d'isomorphisme de
Thom de [6]. En fait, on démontre un peu plus : le groupe K(B{V),
S (F)) (qui est isomorphe, comme on sait, au groupe K de l'espace
de Thom de V) ne dépend que des deux premières classes de Stiefel-
Whitney de V.

Le point de vue adopté nous amène aussi à développer des applications
nombreuses et variées qui sont passées en revue plus loin. Par exemple,
avec ces nouvelles techniques, on calcule aisément les groupes KO et Ksp
d'espaces projectifs réels. Ceci permet de retrouver les résultats d'Adams [1]
de manière plus simple.

Parlons maintenant d'un certain formalisme que nous avons été contraint
d'adopter ici. Comme il est bien connu, la ^-théorie d'Atiyah et Hirzebruch
admet plusieurs généralisations et raffinements qui se sont développés ces
dernières années : théories KC ou KSC ([2] [15]), Kc. [8], KR [4], etc. Dans
cet article où l'on remet en question des notions fondamentales comme la
définition des groupes J?", il était nécessaire de trouver une certaine unité
à ces « théories ». Ceci permettrait au moins de distinguer les résultats
qui sont vrais pour toutes ces théories de ceux qui sont des traits
typiques de quelques-unes d'entre elles seulement. De fait, si l'on remonte
aux sources de la ^-théorie, on trouve le groupe de Grothendieck d'une
catégorie additive. On pouvait donc chercher à définir des groupes K^1

de catégories additives qui donneraient comme cas particuliers les
groupes K1 qu'on connaît et qui jouiraient de certaines propriétés « cohomo-
logiques ». Malheureusement, ce problème (s'il admet une solution) semble
très difficile. En fait, les objets avec lesquels nous travaillerons seront des
catégories additives munies de structures topologiques appropriées : les
« catégories de Banach ». Une telle catégorie est grosso modo une caté-
gorie additive où l'ensemble des morphismes de mêmes source et but
est muni d'une structure d'espace de Banach. Pour les catégories de
Banach, on pourra définir des groupes K^ et démontrer des propriétés non
triviales qui généraliseront les résultats d'Atiyah, Hirzebruch et Wood.
Cependant, que le lecteur non averti se rassure : ceci n'est pas un traité
sur les catégories et peu de choses est supposé connu, l'auteur insistant
surtout sur le côté topologique de la question. Si certains sorites n'ont pu
être évités, ce sont uniquement ceux destinés à démontrer les théorèmes
fondamentaux ou quelques applications.

Ce travail est divisé en trois chapitres dont nous allons maintenant
détailler le contenu.
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Le premier chapitre est purement technique et contient les notions de
base qui serviront dans les chapitres suivants. On pourra donc le lire assez
rapidement, quitte à y revenir par la suite. Les propriétés élémentaires des
algèbres de Clifford y sont plus développées que dans [6]. L'innovation
essentielle est ici la considération des algèbres de Clifford relatives à une
forme quadratique (non dégénérée) quelconque. Celles-ci interviennent
naturellement dans la définition des groupes K'1 pour n de signe arbi-
traire. A une telle algèbre est associé un groupe, noté Spin (p, ç), qui est
un revêtement à deux feuillets de SO (p, q) de la même manière que Spin (n)
est un revêtement de SO (n). Les catégories de Banach apparaissent au
deuxième paragraphe où, avec les définitions générales, de nombreux
exemples sont donnés. La notion essentielle mise en valeur est celle de
« famille continue de catégories de Banach » qui représente plus ou moins
l'aspect, « faisceautique » de la AT-théorie. Ainsi K^{X) peut être interprété
comme le groupe K à coefficients dans un certain « faisceau ». On a des
interprétations analogues pour les foncteurs K^ KR, etc. Le dernier
paragraphe donne les définitions du groupe de Grothendieck d'une
catégorie, d'un foncteur, d'une « grille carrée ». Le théorème (1.3.9) est
important; il nous servira pour la construction de la théorie cohomolo-
gique Kn{X, Y) donnée au paragraphe 2.3. Dans les applications, la propo-
sition (1.3.12), qui est une forme raffinée de l'axiome d'excision, nous
sera aussi très utile, notamment pour pouvoir écrire des suites de Mayer-
Vietoris. D'autre part, la proposition (1.3.4) (qui exprime que le groupe
de Grothendieck d'une catégorie additive est une limite inductive de
groupes K d'anneaux convenables), bien que de démonstration facile,
ne semble pas être connue. Elle nous sera précieuse lorsqu'on voudra
calculer les groupes K'1 d'une catégorie de Banach de dimension finie
[i. e. où HomÇM, N) est un espace vectoriel de dimension finie; cf.
prop. (2.3.15)].

Dans le deuxième chapitre, nous développons ce qu'on peut appeler
la « cohomologie des catégories de Banach » (1). On y définit les
groupes ^{X, Y) [plus généralement ^(ç), où y est un foncteur entre
deux catégories de Banach jouissant de certaines propriétés] comme le
groupe K d'une grille carrée particulière. En fait, I^ÇX, Y) satisfait à une
propriété universelle analogue à celle du groupe de Grothendieck
[prop. (2.1.14)]. On montre aussi que les K71 sont périodiques et que K°
est le foncteur K usuel. Dans le paragraphe 2.2 se trouve la démonstration
du théorème fondamental cité plus haut. On utilise ici des. techniques
d'approximation déjà éprouvées par Atiyah, Bott et Wood; l'esprit de la

(1) Le mot « homologie » serait plus juste mais nous préférons cette terminologie eu égard
à l'origine « géométrique » de la K-théorie.
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démonstration est cependant différent. Dans le paragraphe 2.3, on établit
enfin les théorèmes de « périodicité » de Bott non classique [th. (2.3.1)]
et classiques [th. (2.3.2), (2.3.3) ; prop. (2.3.6) et (2.3.7)] sous une forme
plus générale. La proposition (2.3.8) permet de faire le lien entre notre
travail et celui de Wood. Dans ce contexte, la simple connaissance des
algèbres de Clifîord permet le calcul des groupes d'homotopie stables du
groupe orthogonal. Le point essentiel est ici le fait que le groupe K1 d'une
catégorie de dimension finie est nul [prop. (2.3.14)]. Enfin, le chapitre
se termine par une étude succincte des structures multiplicatives en
TC-théorie. Malheureusement, nous n'avons pas réussi à trouver de formules
de multiplication simples avec notre définition des groupes K'1, notamment
pour les valeurs impaires de n. Cependant quelques formules sont nouvelles
[prop. (2.4.1), (2.4.2), etc.].

Dans le chapitre III, en appliquant les idées précédentes, nous
obtenons des résultats qui complètent en de nombreux points ceux
de ([2], [4], [6], [8]). Le théorème de Thom en ^-théorie est démontré sans
restriction sur le rang [th. (3.1.4)]; notons qu'ici notre définition des
groupes K1 pour n positif est essentielle, notamment pour démontrer la
« multiplicativité » de la classe de Thom. Des raffinements divers sont
donnés [cor. (3.1.10), prop. (3.1.12)]; on démontre par exemple un
isomorphisme de Thom pour des fibres réels orientés (sans hypothèses
spinorielles) en JC-théorie modZ^, n impair. Enfin, la proposition (3.1.12)
fait le lien entre notre travail et celui d'Atiyah, Bott et Shapiro [6]. Dans
le paragraphe 1.2, nous calculons les groupes KU, KO et Ksp de fibres
projectifs réels. En particulier, si le fibre V est spinoriel, nous montrons
que ce groupe ne dépend que du rang de V (il n'en est pas de même, bien
entendu, en ce qui concerne les structures multiplicatives). Si la base de V
est réduite à un point, nous retrouvons pour KO et KU les résultats
d'Adams, comme il a été annoncé plus haut. Dans le paragraphe 3.3,
nous montrons comment la théorie KR d'Atiyah [4] s'insère dans notre
cadre général. On démontre aussi de nouveaux résultats [cor. (3.3.8)
et (3.3.9) notamment], ce qui permet de donner un sens au groupe
« K{B{V), S{V)) » lorsque la forme quadratique non dégénérée sur V
n'est plus nécessairement positive. On calcule également le groupe KR
d'espaces projectifs réels munis de certaines involutions. Ces résultats sont
appliqués dans le paragraphe 3.4 où nous retrouvons les suites exactes
d'Anderson dans le cadre général des catégories de Banach [th. (3.4.7)].
L'introduction des catégories de Banach à ce stade n'est pas seulement
esthétique. Par exemple, la méthode d'Anderson ne permet pas de démon-
trer une suite exacte du type

.. .->KU'G^) -.KOëW ^KspêW ->KCî,W -.KU^ (^) ->...
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en J^-théorie équivalente. Nous pouvons ainsi étendre le théorème de
Segal Kc(X) w K(Xa) en ^-théorie réelle [th. (3.4.19)] (2). Enfin, nous
démontrons dans le paragraphe 3.5 deux «théorèmes de Thom» en ^-théorie
équivariante [th. (3.5.5) et (3.5.12)] en utilisant pour le second certains
résultats récents d'Atiyah[8]. En particulier, si Vest un fibre réel G-spinoriel
de rang n, KOo\X} est isomorphe à KOc,{B(V), 5(F)).

Les résultats essentiels contenus dans cet article ont été résumés dans
trois Notes aux Comptes rendus de VAcadémie des Sciences [18].

Pour conclure, je tiens à remercier MM. les Professeurs H. Cartan
et W. Shih qui m'ont aidé à comprendre la 7^-théorie durant leurs
séminaires respectifs ainsi que M. le Professeur J.-P. Serre qui a accepté
de me donner un second sujet de thèse. Je remercie aussi M. le Professeur
A. Grothendieck pour l'intérêt constant qu'il a porté à mon travail et
pour ses critiques pertinentes responsables pour une bonne part du point
de vue général adopté ici. Enfin, qu'il me soit permis d'exprimer ma
gratitude envers l'Institut des Hautes Etudes Scientifiques pour son aide
matérielle qui a contribué à la bonne fin de ce manuscrit.

CHAPITRE I.
NOTIONS PRÉLIMINAIRES.

1.1. Algèbres de Clifford.

Soient k un corps commutatif, V un /c-espace vectoriel et Q une forme

quadratique sur V. Soit T{V) = Y T'ÇV) l'algèbre tensorielle de V

et soit J(Ç) l'idéal bilatère de T{V) engendré par les éléments de la forme
x^)x—Ç(x).i. L'algèbre quotient T { V ) I I { Ç ) est dite algèbre de Clifford
de V pour la forme quadratique Ç. On la note C(V, Ç) ou, plus simple-
ment, C{V) ou C(Ç). L'application iç de V dans C{V, Ç) définie comme le
composé évident F-> T{V) -> C(Ç) est une injection; celle-ci permet
d'identifier V à son image ÎQ{V). Le couple (iç, C(Ç)) est la solution du
problème d'applications universelles que voici : soit /*: V->A une appli-
cation /c-linéaire de V dans une /c-algèbre A telle que, quel que soit l'élé-
ment x de Y, on ait {f{x)Y = Q{x). i ; il existe alors un homomorphisme
de /c-algèbres f: C{Ç) -> A, et un seul, tel que />•^ç=/'.

C2) Cette extension du théorème de Segal [8] a été obtenue indépendamment par
Atiyah et Segal grâce à un usage plus direct de la théorie KR. (Note ajoutée à la
correction des épreuves le Ier février 1968.)
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Soit C°(Ç) [resp. C^Ç}] l'image de ^T2'^) [resp. ^T2'"1^)]
^o L ^î J

dans C{Ç). La décomposition C{Ç) = C°(Ç) ® C1 (Ç) définit une struc-
ture de /c-algèbre Z2-graduée sur C(Ç).

PROPOSITION (1 .1 .1) . — Soient Vi et V^ deux k-espaces sectoriels munis
de formes quadratiques respectives Ci et Ça. L9 application

f: v,^V^C(V^ Çi)(2)C(P^ Ç,),
définie par

/(^l, X.,) = Ï'Q, (^l) (g) 1 4- 1 (g) lQ, (^2) ,

induit un isomorphisme f des algèbres ^-graduées C^Vt^Vi^ ÇiOÇs)
etC{V^Ç,)®C{V^Ç^.

Démonstration. — Immédiate (cf. [10] ou [6]).
Comme toute algrèbre Z2-graduée, l'algèbre de Clifîord C(Ç) possède une

involution canonique, notée o" ou ~, définie par s=s (resp. 5 = = — s ) si s
est de degré o (resp. i). Elle possède aussi deux antiinvolutions, notées t et *,
définies par^ = xetx* = — x si xç. V. On a évidemment s* = ̂ s, V^^îC^Ç).
On démontre (cf. [10]) que C{V) est un /c-espace vectoriel de dimension 2^,
n désignant la dimension de V. De manière plus précise, si ^4, . . . , en
est une base de V, les produits e^e^. . .e^ ii << i^ <;. . . << ip, ainsi que i,
forment une base de C{V).

Soit V un /c-espace vectoriel de dimension finie et soit y : VxV—^k une
application bilinéaire non dégénérée. Sur V=V(^)V^ la forme quadra-
tique Q définie par Ç(?) = 9(^15 ^2) pour ? == (^i, (^3) est neutre [cf. [10]).
Désignons par A.V=Q)AnV l'algèbre extérieure de V et, pour ^€V,
notons dv l'endomorphisme (d'espace vectoriel) de AF défini par la multi-
plication extérieure à gauche par v. Soit §p l'adjoint à droite de dv pour
la forme bilinéaire y. La proposition suivante et son corollaire sont bien
connus [10].

PROPOSITION (1.1.2). — ^application a : y-^EndAY, définie par
a (?)--= d,,, + S.,, pour ?==(^i,^2), vérifie la relation (aÇ?))2^ Ç(?). i. Elle
induit un isomorphisme a de CÇVy Ç) sur Valgèhre EndAV [munie de la
graduation induite par celle de \V = C(V, o)].

COROLLAIRE (1.1.3). — Soit Ç une forme quadratique non dégénérée sur
un k-espace vectoriel de dimension finie V. Alors, si la dimension de V est
paire (resp. impaire), V algèbre C{V, Ç) [resp. C°{V, Ç)] est centrale simple.

Remarques. — Les seuls idéaux gradués de C(Q) sont donc, dans tous
les cas, o et C{Ç). De plus, les seuls éléments de C°(Ç) qui commutent à tous
les éléments de C{Ç) sont les scalaires.
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Dans les considérations suivantes Q désignera toujours une forme
quadratique non dégénérée.

DÉFINITION (1.1.4). — Le groupe de Clifford F(Ç) [resp. le groupe
de Clifford tordu F(Ç), le groupe de Clifford spécial r°(Ç)] est le groupe
multiplicatif des éléments inversibles s de C(Ç) [resp. C(Ç), C°(Ç)] tels
que sVs~l=V {resp. sVs~l=V).

PROPOSITION (1.1.5). — Posons^ pour sçFÇÇ) et xçV, çÇs).x= sxs~1

et supposons la caractéristique de k différente de 2. Uhomomorphisme j3 est
alors un homomorphisme de F(Ç) dans le groupe orthogonal 0{Ç) et on a
la suite exacte :
(1.1.6) i^/^]r(ç)-^(Ç)-^i.

Démonstration. — Montrons d'abord que le noyau de p est réduit à /c*.
Soit {ei} une base orthogonale de V pour la forme quadratique Q formée
de vecteurs non singuliers. Soit xçKerç et soit x=xo-}-xi la décompo-
sition de x en éléments homogènes. Alors, Vî/€î V, x°y = yx°, xly == — yx1.
Écrivons x° = a, + e^i ? où a\ (resp. b^) est de degré o (resp. i) et en
contient pas ei. On a alors, pour y = e^

a? + e.b} = a (a? + e,b\ ) ej-1 = ̂  - e,b\.

Donc })\ = o V i et x° est un scalaire réel. De même, en écrivant
x1 == a[-\- eib^ on a

a\ -4- Cib^ = - e, (a; + e^ ) e^ = a? - e^.

Donc 6,°=== o V z e t x1 = o puisque x1 est de degré i. Par suite, x = x° est
un scalaire inversible.

D'autre part, si v est un vecteur non singulier, on voit aisément que p(^)
est la symétrie par rapport à Phyperplan orthogonal à ^. Puisque tout
élément de 0{Ç) est engendré par le produit de telles symétries [10],
on a ?(r(Ç))30(Ç). Pour démontrer que p(r(Ç))cO(Ç) introduisons la
norme spinorielle N : C{Ç)-^C(Ç) définie par N{s>)=sics. Alors, d'après
le lemme (1.1.7), N{s) est un scalaire si 5 €?(()) et N définit un homo-
morphisme de f(Ç) dans le groupe multiplicatif k\ De plus, N{s) = — Ç{s}
si sçV. On en déduit que

Vje^ N(?(s).y)=N(sys-^)=N(s)N(y)N(s-^
=W17) (N(s))-^N(y)==N(s) (A^))-i7y(j)==7V(j).

C. Ç. F. D.

Remarque 1. — Le raisonnement précédent montre que F(Ç) est formé
d'éléments homogènes et qu'on a aussi la suite exacte
(1.1.6^) ï-^^->T°(Ç)-^SO(Q)->ï.
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Remarque 2. — La définition du groupe de Clifford tordu et la propo-
sition ci-dessus sont dues essentiellement à Atiyah, Bott et Shapiro [6].

Il nous reste à démontrer le lemme :

LEMME (1.1.7). — Quels que soient les éléments s et s ' de f{Ç)N{s)
et N ( s ' ) sont des scalaires et N Ç s s ' ) = N{s) N f s ' ) ,

Démonstration. — Montrons que 7V(5)eKerp pour 5€F(Ç). En effet,
Vxç . V, on a

^'SXS-^^ZLSXS-^ ;

soit, en développant,

x=ts.sxs•-lts-ï=~/V^s)a!(N(s))-i.
D'autre part,

TV(^) = (ss'y (ss') == ̂  (s^s) s'= N(s) TV(^)

puisque s*s est un scalaire.

PROPOSITION (1.1.8). — Posons, pour sçT(Ç) et xçV, p(s).^ = sxs-\
a. L'application p est un homomorphisme de F(Ç) dans le groupe ortho-

gonal 0{Ç) et son noyau est l'ensemble des éléments inversibles du centre Z
de C(Ç).

b. Si la dimension de V est paire {resp. impaire) on a

^(T(Ç))=0(Ç) [resp.p(T(Ç))=SO(Ç)].

Démonstration. — C'est une conséquence directe de la proposition précé-
dente si la caractéristique de k est différente de 2. Dans le cas général,
voir [10].

Introduisons maintenant une définition qui nous sera utile plus loin.

DÉFINITION (1.1.9). — Soient A et B deux k-algèbres graduées et y :
A -> B une application k-linéaire de degré o. On dit que ç est un homo-
morphisme gauche si, quels que soient les éléments x et y de A de degrés
respectifs co(a;) et co(î/), on a la relation
(1.1.10) ^(^^(—i)^)^-)^)^).

Le composé de deux homomorphismes gauches est évidemment un
homomorphisme au sens ordinaire. On définit ainsi une catégorie dont les
objets sont les /c-algèbres graduées et dont les morphismes sont les homo-
morphismes au sens ordinaire ainsi que les homomorphismes gauches. Dans
cette catégorie deux objets A et B sont dits gauchement isomorphes s'il
existe un isomorphisme gauche de A sur B.

LEMME (1.1.11). — Soient V un k-module, A une k-algèbre graduée
et l : V->A un homomorphisme k-linéaire tel que, V xçV, w{l{x))=i.

Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 22
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Il existe alors un homomorphisme gauche de k-algèbres graduées l : T ( V ) -> A
et un seul, tel que l^= l [comme il est d'usage on identifie F à un sous-
module de l'algèbre tensorielle T{V)].

Démonstration. — L'unicité est évidente puisque l'algèbre T(V) est
engendrée par les éléments de F. Soit x = Xi (g). . . 0 Xn un élément décom-
posable de T^F). Pour cet élément posons

\n-~}/(^)=(-i)Ld/(^) ... /(^)

^ désignant la partie entière de n- et prolongeons î à T'^V) par linéarité,

ceci pour tout n. Alors l'application l est un homomorphisme gauche en
raison de la relation suivante facile à vérifier :

r/î-h/n r/î'1 [p~\
——— — — — = îip niod 2.L 2 J m L ^ J '

C. Ç. F. D.

Avec les hypothèses du lemme, supposons V muni d'une forme quadra-
tique Ç et que, \fxçV, l'homomorphisme l satisfasse à la relation
(l(x)Y=— Q{x).ï. Alors l définit par passage au quotient un homo-
morphisme gauche 1 : C{Ç)->A : c'est le seul vérifiant la relation
Ï{iQ(x))=l(x), \fxeV. Par exemple, si A=C(V,—Ç) et ;=Lç, les
conditions précédentes sont réalisées et 9 = = i _ ç est un homomorphisme
gauche de C{Ç) sur C(-Ç-).

PROPOSITION (1.1.12). — L9 homomorphisme 6 défini ci-dessus est un
isomorphisme gauche de CÇÇ) sur C(—Ç). En particulier, 9 induit un
isomorphisme au sens ordinaire de C°{Ç) sur C°{— Ç).

En effet, l'inverse de 9 s'obtient en remplaçant Ç par — Ç dans les
raisonnements précédents.

COROLLAIRE (1.1.13). — U homomorphisme 9 induit une bijection de F(Ç)
sur r (—Ç) [resp. de F(Ç) sur r (—Ç) si la dimension de V est paire]
compatible avec les projections p {resp. p). En particulier, 9 induit un isomor-
phisme des groupes r°(Ç) et r°(—Ç).

Démonstration. — Lorsque la caractéristique de k est égale à 2, 9 est
l'identité et l'assertion est triviale. Supposons donc la caractéristique diffé-
rente de 2 et considérons un élément s de r(Ç). Alors 9(^) est inversible,
car s est homogène. D'autre part, si xGV, on a la relation y s = sx
avec y = sxs~1 € V. En décomposant s en éléments homogènes on en
déduit la relation

6 (j) 9 (s) = 6 (s) 9 (^) = 6^7 6 {œ).
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Donc 6(5)er(—Ç). On démontre de même que Q{s)çT{—Ç) si sçTÇÇ)
et si la dimension de V est paire.

Remarque. — Les groupes F(Ç) et r (—Ç) ne sont pas isomorphes en
général [cf. prop. (1.1.26)].

PROPOSITION (1 .1 .14) . — Supposons quil existe un élément z de C{Ç)
de degré o et de carré i tel que, \f xGV, ^x= —rc£ (une telle algèbre est dite
positive). Inapplication y de V dans C{Ç) définie par ^(x) = EX vérifie la
relation {'/^{^)Y= — Ç{x) • I ̂  induit donc un automorphisme gauche de C{Ç)
noté encore ̂  Par suite, 9^ est un isomorphisme {au sens ordinaire) de C{Ç)
sur C{— Ç). De plus, si la dimension de V est paire, Qy induit un isomor-
phisme de F(Ç) sur F(— Ç) compatible avec les projections sur 0{Ç)== 0{—Ç).

Démonstration. — L'application ^ est définie par
-^(s)=s [resp.-^(s) = es] si c») (s) == o [resp. ûû (s) = i].

Donc, si 5€r°(Ç), -^{s) = sçT°{Ç). Soit maintenant

^r^nC^Ç); alors ^(s)^(^(s))-l=-s^s-l=s^s-i,

d'où le résultat annoncé en composant avec l'isomorphisme gauche 9.

PROPOSITION (1.1 .15) . — Supposons quil existe un élément T] de C(Ç)
de degré o et de carré —i tel que, V^GT7, ^\x=—x^f} {une telle algèbre
est dite négative). Inapplication ^ de V dans C{Ç) définie par ^{x)='i}x
vérifie alors la relation (^(^))2= Ç{x) • I f Elle définit donc un automorphisme
de C{Ç) noté encore E. Si la dimension de V est paire, cet automorphisme
induit un isomorphisme des groupes F(Ç) et F(Ç) compatible avec les projec-
tions sur 0{Ç).

Démonstration. — Elle est analogue à la précédente.

Nous nous intéressons surtout au cas où k = R, V = R7^7, la forme
quadratique Ç étant définie par la formule

Ç (^li ' • • i xp-^^f) '==- — x\ — • • • — ^p +^9+1 + . . . 4- ^p+q-

Les objets C(Ç), 0{Ç), SO{Ç), t(Ç), r(Ç), r°(Ç) seront désignés respec-
tivement par C^7, 0{p, q), S0{p, q), r{p, q),r{p, q), T\p, q). Remarquons
qu'il existe une base orthogonale de R^, à savoir la base canonique {ëi},
telle que (^^^—i pour i^p et (e^^+i pour i > p. Par définition,
le groupe pinoriel tordu Pin(p, q) [resp. le groupe spinoriel Spin(p, q)]
est le sous-groupe de r(p, q) [resp. r°(p, q)] formé des éléments s tels
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que \N {s)\=ï. Les suites (1.1.5) et (1.1.6) impliquent les suites
exactes :
( 1 . 1 . 1 6 ) i->Z,-> Pin(p,q)-> 0(p,q)->r,

( 1 . 1 . 1 7 ) i->Z2->SpmQo, q)-^SO(p, q)->ï.

Nous nous proposons de déterminer maintenant les algèbres graduées C7''7.
Pour cela on aura besoin de deux lemmes faciles que nous laissons en exer-
cice au lecteur.

LEMME (1.1.18). — Soient V et W deux k-espaces sectoriels Z^-gradués
de dimension finie. Alors Inapplication

u : End V (g) End W -> End V (g) W

définie par u(a (g) ?) (a;(g)y) = (— i)"^ ̂  a^(g) (3î/, e^ un isomorphisme
d'algèbres graduées. En particulier, les algèbres ^-graduées /c(n) (§)/c(p)
et k(np) sont isomorphes (3).

LEMME (1.1.19). — Soit A une algèbre Z^graduée et soit V un k-espace
sectoriel Z^-gradué. Alors Inapplication

v : (EndF)(g)^-^End^(F(g)^t)
définie par

^(a(g)a) (xÇ^b) == (— i)^) ^W a.y(g) ab,

est un isomorphisme. En particulier^ les algèbres ^-graduées k{n)(^)A
et A(n) sont isomorphes.

La « périodicité » des algèbres de Clifford résulte maintenant des obser-
vations élémentaires suivantes. Dans l'algèbre C4'0 l'élément ei e^ e^ei, est
de carré i et de degré o et anticommute aux vecteurs de R\ D'après la
proposition (1.1.14), les algèbres graduées C4 '0 et C°'4 sont isomorphes.
Par conséquent,

C^w C^^C^0^ C4'0 (g) C°'4 w C^ [prop. (1.1.1)].

Mais, d'après la proposition (1.1.2), l'algèbre C71-71 est isomorphe à l'algèbre
des endomorphismes de l'algèbre extérieure A(R71) car la forme quadra-
tique qui donne naissance à C71-71 est neutre. Donc C8 '0 ^ C^^Rfiô) .
On démontre de même que C°'8 ^ R (16). Il en résulte que

^,+8,y^ CP^(§) C8'0^ CP^ (l6),

(3) Si A == Ao(3)Ai est une algèbre Za-graduée, on convient de graduer le A-module A^
[donc l'algèbre A(n) des matrices nxn à coefficients dans A] en posant

(A")o =^o®^i®-4o® • • • (/îfactears),
(A^) i==^ i©^o®^i®. . . ( » ).

Pour A = k on conviendra que Ai == o.
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et que, de même, C^^8 ^ C^'7 (16). En complexifiant les algèbres C^'7,
on a un résultat plus simple, compte tenu que les algèbres C 1 S O ( ^ ) G
et C^^C sont trivialement isomorphes. En résumé :

PROPOSITION (1.1.20). — Les algèbres de Clifford C1'1'1 vérifient les rela-
tions suivantes :

^/?+l,y-H ̂  0^0 C1'1 W CP^I ( 2 ) ,

CP-^^W 0-7+4,
CP^^W CP^^ w CP'V (16),

^+l'<7(g)C W CP'^Ç^C,

O4-2^ (g) C w CP'^ 0 C w CP'V (2) (g) G.

La proposition montre qu'il suffit de déterminer les algèbres C71'0 et C0^
pour n < 8 (n < 2 si l'on s'intéresse aux algèbres complexifiées). Ce calcul
a été effectué par Atiyah, Bott et Shapiro [6]. On trouve ainsi la table
suivante d'algèbres (non graduées) :

n. C"' °. C0.ra. O»0 0 C w C0'n (g> C.
0......... R R C
1.. . . . . . . . C R © R C©C
2. . . . . . . . . H R(î) C(2)
3 . . . . . . . . . H©H C (2) C(2 )©C(2)
4 . . . . . . . . . H(2) H(2) C(4)
5 . . . . . . . . . C (4) H(2)©H(2) C(4)©C(4)
6 . . . . . . . . . R(8) H (4) C(8)
7 . . . . . . . . . R(8)©R(8) C (8) C(8)®C(8)

Cette table nous permet de voir en particulier que, pour p + q impair,
le centre des algèbres C p l ( ï est C si p—çî=imod4 (resp. R©R
si p—q==.—i mod4). D'après la proposition (1.1.8), on a donc la suite
exacte :

i _^ C*-> T(p,q) -> S0(p,q) -^

>KxK->T(p, q) -> S0(p, q)

(1.1.21)
[resp.
(1.1.22)

D'autre part, pour p + q pair, on a la suite exacte :
(1.1.23) i-^R*-^r(^ q) -> 0(p^ q) -^i.

Soit maintenant V un fibre vectoriel réel de dimension finie de base
un espace paracompact X, muni d'une forme quadratique non dégé-
nérée Q [i. e. de groupe structural 0(p, ç)]. Alors V peut s'écrire comme une
somme directe V"® V~^ de deux sous-fibres, la forme quadratique Q
étant définie positive (resp. négative) sur V"1" (resp. V~) (4).

(4) Ceci résulte par exemple du fait que 0(p) x 0(q) est rétracte par déformation
de 0(p, q) (cf. HELGASON, Differential geometry and symmetric spaces, p. 344).
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DÉFINITION (1.1.24). — Le fibre V est dit spinoriel (resp. pinoriel, resp.
cliffordien) si Von s^est donné un fibre principal P de groupe Spin (p. q) [resp.
Pin{p, q\ resp. T(p, q)} tel que V^PX^(^R^ [resp. V ^ PXp^^R^7,
resp. F^Pxr^R^J.

Avant de donner des exemples de fibres spinoriels, pinoriels ou clifîor-
diens, il est bon de chercher le groupe compact associé au groupe pinoriel.
Remarquons pour cela que, pour m'^m et n^^n, l'inclusion naturelle
de C'71'71 dans C ^ ' ^ induit un monomorphisme de Pin (m, n) dans
Pm(m', n'). En particulier, Pin(p, o) et Pm(o, q) peuvent être consi-
dérés comme des sous-groupes de Pm(p, q). Considérons le groupe
Pin (p, q) = Pm(p, o) X^Pin(o^ q), le produit étant défini par

(.r, y) . (^, y) = ((- i^^'^Wœx', yy ' ) .

Alors l'application i : Pin (p, q) -^ Pin{p, q) définie par i{{x, y)) = xy est
un homomorphisme et le diagramme suivant est commutatif :

(1.1.25) i — — > Z î — — > P i n ' ( p , q}——>0(p) x 0(q)->i

^ ^
i——^Z.2——>Pin (p, q) ————> 0(p, q) ——>ï

En particulier i est une équivalence d'homotopie.

Un exemple intéressant de fibre spinoriel est le suivant. Considérons
un fibre vectoriel réel W muni d'une forme quadratique Ç définie positive
et munissons W = W Q) W de la forme quadratique Ç ® ( — Ç ) . Alors
le fibre TV a la structure spinorielle suivante. Il s'agit de relever dans
5pm(n, n) l'application r : 0{n) ->• S0(n^ n) définie par

r ( M ) : ' M o ^
. o Mf

Soit Mç:Pin{n, 0) tel que p(A/)==M. Alors M est défini au signe près,
mais (M, 0(M))ePm(n, o)x^Pin{o, n)CPin{n, n) est un élément bien
déterminé de Spin(n, n). L'homomorphisme ? : 0(n) -> Spin(n, n) défini
par ^(Af) = CM, 9(Af)) est alors le relèvement cherché.

On se propose de donner maintenant des conditions nécessaires et
suffisantes pour que le groupe structural de V se réduise à Spin(p, q),
Pin(p, q) ou r(p, q). Cette discussion nous sera utile pour les considé-
rations géométriques du chapitre III.

PROPOSITION (1.1.26). — Notons w^ (resp. w~i) les classes de Stiefel-
Whitney de V^ {resp. V~). Pour que le groupe structural de V = V~Q) V^
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se réduise à Pin[p, q) [resp. Spin[p, q)] il faut et il suffit que

w^ -h wî4- (Wf)'2-}- w^w^=- o (resp. w7+ w^=z w^-{- w^== o).

Démonstration. — Pour que le groupe structural de V se réduise à
Pin{p, g), il faut et il suffit que l'opérateur cobord

à: Hl(^0(p)xO(q))-^ff^A\Z.,)

associé à la suite exacte (1.1.25) s'annule sur la classe du fibre V
dans

//•(^ 0(p) xOÇq^^H^A^ 0(p^)).

Comme l'algèbre de cohomologie H^^Bo^ ^2) est engendré par les classes
de Stiefel-Whitney universelles, on voit que à(V) est de la forme

aw^ 4- bw\ 4- c(w7)2-}- dw~^w\ -h e (w^) 2 ,

où a, &, c, cî et e sont des constantes du corps Za indépendantes du fibre V.
Faisons d'abord ç = o; alors, compte tenu que l'opérateur cobord associé
à la suite exacte (1.1.17) est V~^w~^ on a a=i. D'autre part, on voit
immédiatement que Pm(i, o) = Z/, et que l'opérateur cobord de J?P(X, Zs)
dans H^^X, Za) associé à la suite exacte :

0-^Z2->Z4-^Z2->0

est, pour n = i, le cup-carré; donc c = i aussi. Faisons maintenant p = o;
alors, compte tenu que Pm(o, i) ^ ZaQZa et que Spin[q, o) et Spin{o, q)
sont isomorphes au-dessus de S0{q) par 0, un raisonnement analogue
montre que b = i et e = o. Il nous reste à déterminer d'y pour cela remar-
quons que si d = o, le fibre W considéré dans l'exemple cité plus haut ne
serait pas spinoriel en général, car on aurait alors à(W) = (^7)2. Or ceci
est contradictoire avec les calculs de cet exemple; donc d == i. Ceci achève
la démonstration de la proposition pour le groupe pinoriel. Pour le groupe
spinoriel, il suffit de vérifier que l'homomorphisme naturel de H1 (X, 0(p, q))
dans H1 (X, Za) associé à la suite exacte :

i-^SO(p,q)^0(p^)->Z^i

est Fi->w7-|- vv~^ ce qui est immédiat.
c. ç. F. D.

PROPOSITION (1.1.27). — La table suivante donne, suivant la congruence
de p et de q mod 4? ^s conditions nécessaires et suffisantes pour que le fibre V
soit cliffordien (on remarquera que la condition W~^-}-W^== o équivaut au
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fait que w\-\- w\ provient d'une classe entière si ^74-^=0) :

qW' P(—)... 0. 1. 2. 3.

0........... w- = o wî + WT == o w4- = o wî + WT = o
W-ï + Wi = o wî + w, = o

1. . . . . . . . . . . wî + WT == o w- == o wf = WT == o w-4- = o
wî + wi- == o ^+^3=0

2........... w4- = o wî + WT = o w- == o wî + WT == o
wt + wi- = o / Wi + ̂  = o

3........... wî + WT = o w4- == o wî + wî == o, w- == o
Wt + ̂ 3- = o wt + wï = o

a^ec ^5 notations suivantes :

w^^z wf 4- W2"+ (wî)2-}- w^wî,

w~== ̂ 4- wî4- (w^)2-^ wîw7.

Démonstration. — Pour p + ç impair, le fibre F est clifîordien seulement
si le groupe structural se réduit à S0{p, q), ce qui est exprimé par la
condition w^-\-w[=o. La deuxième condition, variable suivant la
congruence de p — q mod 4, est obtenue par la comparaison des opéra-
teurs cobords associés aux deux suites exactes (1.1.21) et (1.1.22).
Pour p + q pair considérons l'élément d . . . e^q. Alors, suivant la
congruence de p et de q mod 4? cet élément est de degré o, de carré 4- i
ou — i et anticommute aux vecteurs de R^'7. Les propositions (1.1.14)
et (1.1.15) donnent alors le résultat dans ce cas.

DÉFINITION (1.1.28). — Soit U( i ) le groupe multiplicatif des nombres
complexes de norme i. On définit alors les groupes suivants au-dessus
de 0{p, q) :

^(p, q) = r(p, q) Xz,U(i), 1^, q) =T(p, q) Xz,U(i),

Pi^Çp, q)=Pin(p, q) Xz,U(i), Spi^Çp, q)=Spin(p, q) Xz,U(i).

En fait, seul le cas où p = o nous intéressera par la suite. Il est bon
de remarquer cependant que les groupes Pm^p, o) et PIM^O, p) sont
isomorphes au-dessus de 0(p). En effet, l'application

a : PW^p, o) -^Pi^^Q, p )^

définie par
a(^)=(6(^),^)À)

est risomorphisme cherché. On montre de même que r^p, o) et F^(o, p)
sont isomorphes si p est pair.

On dit que le fibre V est uspinoriel (resp. upinoriel, resp. ucliffordien)
si son groupe structural est Spin^Çp, q) [resp. Pm^p, ç), resp. T^p, q)].
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PROPOSITION (1.1.29). — Soit V un fibre sectoriel réel de dimension n muni
d'une forme quadratique définie positive. Pour que le fibre V soit "spinoriel
(resp. ^pinoriel; resp. ^cliffordien), il faut et il suffit que Wi= W^ == o
{resp. W^ =o; resp. W^ == o si n est pair, Wi = W^ == o si n est impair).

Démonstration. — Elle est analogue à celle de la proposition précédente.

1.2. Catégories de Banach.

Nous commencerons ce paragraphe par la définition suivante :

DÉFINITION (1.2.1). — Une catégorie additwe C est dite pseudo-abélienne
si tout projecteur d'un objet de C (•"') admet un noyau.

Soient (3 une catégorie additive et C' la catégorie suivante : un objet
de e' est un couple (E, p), où E est un objet de (3 et où p est un projecteur
de E; un morphisme de (3' de source (E, p) et de but (E', p } est un
^-morphisme f : E -> E' tel que p .f=f.p^ Deux morphismes tels, f et g,
sont dits équivalents si p ' .f==p' .g. Soit ê la catégorie additive dont les
objets sont les objets de <?' et dont les morphismes sont les classes d'équi-
valence de morphismes de (?'. Alors C se plonge dans ê par le foncteur
pleinement fidèle i défini par i{E) = (E, Id/,) et par i(f) = f sur les objets E
et les morphismes f de G.

Notation. — Si f est un morphisme de (3, on désignera souvent par f
(ou f par abus de langage) un morphisme quelconque de (S' de classe f.

LEMME ET DÉFINITION (1.2.2). — La catégorie è est pseudo-abélienne.
C^est la catégorie pseudo-abélienne associée à C.

Démonstration. — Soit (E, p) un objet de ê et soit f un projecteur de
cet objet. Alors ((E, p(i —/*')), i — f) est un noyau de f. En effet,
si g : (F, q) -> (£, p) est un morphisme tel que f. g = o, il existe un
morphisme de (F, q) dans (E, p(i — /*)) et un seul, à savoir g', qui jouit des
propriétés de commutativité usuelles.

DÉFINITION (1.2.3). — Soit e une catégorie additive et soit k == R ou C.
Une k-structure, prébanachique sur C est la donnée, pour tout couple (Af, 7V)
d'objets de (3, d'une structure'de k-espace de Banach sur l'ensemble
îïom^(M, N) compatible avec sa structure de groupe abélien. De plus,
l'application

Hom^(A/, N) x Hom^(7Y, P) -^Hom^(^, P)

définie par la composition des morphismes, est bilinéaire et continue.

(9) i. e. un endomorphisme idempotent.
Ann. Éc. Norn-i., (4), 1. — FASC. 2. 23
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Une catégorie prébanachique est une catégorie additive munie d'une
structure prébanachique. Une catégorie de Banach est une catégorie
prébanachique pseudo-abélienne. Si (3 est une catégorie prébanachique,
e est de manière évidente une catégorie de Banach.

Voici maintenant des exemples variés de catégories de Banach.

Exemple 1. — La « plus petite » des catégories de Banach, excepté la
catégorie nulle, est évidemment celle des /c-espaces vectoriels de dimen-
sion finie. Plus généralement, soit A une algèbre de Banach (sur k). La caté-
gorie des A-modules libres de type fini est une catégorie prébanachique
et la catégorie de Banach associée s'identifie (dans un sens précisé plus loin)
à la catégorie ®(A) des A-modules projectifs de type fini. Il est bien connu
que si A est l'algèbre des fonctions numériques continues sur un compact X
^(A) est équivalente à la catégorie &^(X) des fibres vectoriels de dimen-
sion finie sur X.

Exemple 2. — Soit G un groupe topologique opérant sur un espace
compact X. Considérons la catégorie &o{X) formée des fibres vectoriels
de dimension finie où G opère de manière compatible avec la projection
sur X [8]. Si E et F sont de tels fibres, Hom^ ^ (£, F) s'identifie à un
sous-espace fermé de Homg^jE', F). Munie de la « topologie induite »,
la catégorie &e(X) est donc une catégorie de Banach.

Exemple 3. — Soit V un objet de ê(X) muni d'une forme quadratique
non dégénérée Q et soit C(V) le fibre en algèbres de Clifford associé à Y.
On désigne par ^(X) la catégorie formée des objets de &[X) où opère
le fibre en algèbres C{V). Comme dans l'exemple 2, on démontre que ê^(X)
est une catégorie de Banach.

Exemple 4. — Soit X un Za-espace compact. On désigne par &(Ji(X)
la catégorie de Banach réelle suivante : un objet de &(Ji(X) est un
couple (£, r) où E est un fibre complexe de dimension finie sur X et où T
est une involution antilinéaire de E compatible avec l'action de Za sur
la base. Un morphisme de &Ûi(X) de source (E, r) et de but (£', T') est
un &c{X) -morphisme f de E dans E ' tel que f.f^:=^.f. Lorsque Za opère
trivialement sur la base, cette catégorie est évidemment équivalente
à ên(X) {cf. [4]).

DÉFINITION (1.2.4). — Soient (3 et ^ deux catégories de Banach et
9 : e -> e' un foncteur additif. Le foncteur 9 est dit linéaire continu si
l'application naturelle de Hom^fAf, N) dans Hom^(çM, y N) est linéaire
continue. Le foncteur y est dit une équivalence de catégories de Banach s'il
est pleinement fidèle, essentiellement surjectif et linéaire continu.
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PROPOSITION (1.2.5). — Pour que le foncteur y soit une équivalence de
catégories de Banach, il faut et il suffit qu'il existe un foncteur linéaire
continu ^ tel que ^ .y ^ Id^ et que y .^p ^ Id^,.

Démonstration. — Comme l'application Hom^M, 7V) -^ Hom^(yM, y 7V)
est linéaire, continue et bijective, elle est bicontinue d'après le théorème
de Banach. La suite de la démonstration est classique {cf. [14]).

Remarque. — Cette proposition montre en particulier que « l'équi-
valence » entre catégories de Banach est une relation d'équivalence.

DÉFINITION (1.2.6). — Soient (3 et (3' deux catégories additives et
<p : e -> (3' un fondeur additif. Le foncteur y est dit quasi-sur jectif si tout
objet de Q' est isomorphe à un facteur direct de l'image d'un objet de Q par y.

PROPOSITION ET DÉFINITION (1.2.7). — Soient e et C' deux catégories
de Banach et y : (3 -> C' un foncteur linéaire continu. Le foncteur y est dit
foncteur de Serre s'il satisfait aux conditions équivalentes suivantes :

(i) V M € Ob (3, l'application naturelle
AM : Aut^M — Aut^^M est une fibration de Serre.

(ii) VMeObC, l'application naturelle
EM : End^M -> Endç.^M) est surjective.

(iii) VM, TVeObC, l'application naturelle
EM,N '' Hom^{M, N) ->Hom^(^M^ y7V) est surjective.

(iv) VMeObC, AM est une fibration localement triviale.

Démonstration :
(i)=»(ii). Puisque AM est une fibration de Serre, AM va induire une

application surjective de (AutM)0 sur (AutyM)0 (0 désignant les compo-
santes neutres). Comme (AutyAf)0 est un voisinage ouvert de l'unité,
il existe un sous-ensemble A de End M tel que EM{A) soit une boule
ouverte de centre l'origine; d'où (ii) par homothétie.

(ii) <=>(iii). Évident (considérer la somme directe M Q) N).
(ii) =>(iv). Si EM est surjective, EM est une application ouverte d'après

le théorème de Banach. D'après un théorème bien connu de Michael [20],
un tel homomorphisme AM est donc une fibration localement triviale.

(iv) ==> (i). C'est le théorème de relèvement des homotopies pour les
fibres localement triviaux.

Soient X un espace et C une catégorie de Banach. On désigne par C^X)
la catégorie suivante : un objet de GrÇX) est un objet de C; un morphisme
de e^X) de source M et de but N est une famille f^ x^X, de morphismes
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de M dans N paramétrée par X, telle que l'application x^f^ de X
dans Hom^(Af, 7V) soit continue. Si l'on munit

Hom^(v) (^ A7) = ̂ (^, Hom (^ 7V))

de la topologie de la norme, la catégorie Cy(X) est une catégorie prébana-
chique qui n'est pas de Banach en général. On désigne par G{X) = C^X)
la catégorie de Banach associée. Un objet de Cr(X) [resp. C{X)] est dit
(3-fibré trivial (resp. 0-fibré localement trivial). Nous verrons dans les
pages suivantes la justification de cette terminologie.

Si f : Y -> X est une application continue, on a des foncteurs «image
inverse » f; : ^(Z)->^(Y) et f : e(X)->e(Y). Bornons-nous à
définir /**. Soit (Af, p) un fibre localement trivial; on a alors

f\(M,p))=(M, q) avec ^-=/?/(r).

Si a : (M, pi) -> (7V, pa) est un morphisme de C(X), on définit /^(a) au
point y comme étant a au point f{y). On vérifie aisément les relations

(f^Y=^'r et f=U si/=Id.

En particulier, si Y est un sous-ensemble fermé de X et si f est l'inclusion
canonique, la « restriction » de E=(M, p) à Y sera par définitionEy=r{E).

Soient E == (M, p) et G = (7V, q) deux (3-fibrés localement triviaux de
base compacte X et Y respectivement et soit f : X -> Y une application
continue. Un /'-morphisme de E dans F est, par définition, la donnée;
pour chaque point x de X, de morphismes g., : E^->- Gf^ induisant un
morphisme de E dans /** G. Soit 9€.03R{E, G) l'ensemble des /'-morphismes
de E dans G, f variant dans F{X, Y). Alors XÛ3YL (£', G) peut être muni
de la topologie induite par F (X, Y) X F -(X, Hom {M, 7V)) de manière
évidente. Si E = G, on désigne par &91(SE l'ensemble S€03YL(E, E),
par CL^U^E le sous-ensemble de &91(QE formé des morphismes g tels
que gx soit un isomorphisme quel que soit x.

PROPOSITION (1.2.8). — Soit E un Q- fibre localement trivial de base
{compacte) X; Vrro€X, il existe alors un voisinage fermé U de Xo tel que
la restriction de E à U soit isomorphe à un fibre trivial.

Démonstration, — Posons

E= {M, p) et 7V==Ker(i-^) = ïmp^.

Le morphisme f de (7lf, p) dans (71 ,̂ p^) défini par

/r = 1 - Px — P^ + ^P^P^
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est égal à l'identité pour x=Xo. Puisque AutAf est un sous-ensemble
ouvert de End M, il existe un voisinage fermé U de Xo tel que la restriction
de f à U soit un isomorphisme. On a donc

^|^W7^)^(Ker(i-^J,Id).
C. Q. F. D.

DÉFINITION (1.2.9). — Soient E = (M, p) et F == ( N , q) deux e-fibrés
localement triviaux de base X. On désigne par HOM(E, F) le fibre banachique
dont la fibre au-dessus de xçX est l'espace de Banach îîom(E^ Fx) : cest
l'image du projecteur r : XxHom(M, N) —Xxîîom{M, N) défini par
r(x, f) = {x, q.f.p). Si E= F, on désigne par ENDE le fibre HOM(£, E).

DÉFINITION (1.2.10). — Fixons un objet M de (3. Soit A l'algèbre de
Banach End M et soit E == (M'\ p) un C-fibre localement trivial. Le fibre
principal en A-modules {à droite) E associé à E est le fibre banachique image
du projecteur s : XxAn->XxAn défini par s{x, f)= {x, p^.f), où p^
désigne la matrice du projecteur p^..

Soient E = ( M ' \ p ) , F == (^m, q) et a : E -> F un e(^)-morphisme.
Alors a induit un homomorphisme a : È — F par la formule

3(^/)r=(^a\/).

PROPOSITION (1.2.11). — La correspondance E^->È, a h-> a est foncto-
rielle et induit une équivalence de la sous-catégorie de Banach pleine e^AX)
de C(X) formée des objets d'écrivant (M", p) sur la catégorie des fibres bana-
chiques en A-modules facteurs directs de XxA\ En particulier, les fibres E
et F sont isomorphes si et seulement si È et F le sont.

Démonstration. — Directe.

Remarque. — La proposition précédente nous permet, en de nombreuses
circonstances, de supposer que les objets de G sont des espaces de Banach
parla correspondance C-fibré-^ fibre principal associé. Nous supposerons
souvent de manière implicite qu'il en est ainsi de manière à alléger certains
raisonnements.

DÉFINITION (1.2.12). — Soit X un espace compact. Une famille continue C
de catégories de Banach sur X est la donnée, pour tout sous-espace fermé U
de X, d'une catégorie de Banach G(U) ainsi que de fondeurs linéaires continus
{dits de restriction) p7^ : C{U) -> C(T) pour tout sous-espace fermé T de U.
Cette donnée est astreinte aux conditions suivantes :

(a) On a les relations
^,T^T,U^^S,U ^ pt7,î/^Ij

pour tout triple ScTcU.
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(&) (Recollement des morphismes) : Soit Y un sous-ensemble fermé de X
et soit [Ui] (i = i, . . ., n) un recouvrement fermé fini de Y. Soient
E, FeOb(3(Y) et soient fi : E\ui->F\^des morphismes tels que fij= fj
[avec fi/== fi\UinUj)' II existe alors un morphisme f : E -> F, et un seul,
tel que f\^==fi.

(c) (Recollement des objets) : Reprenons les notations de Vaxiome (V).
Soit EI un objet de G{Ui) et soient gji : E^u^u,—^ Ej\u^ui des isomor-
phismes satisfaisant à la condition de transitivité gkjgji= gki au-dessus
de UiC\ Ujf\ Uk. Il existe alors un objet E de G (Y) et des isomorphismes gi :
E u,-> Ei tels que gji= (gy.g71) \u^ur

(d) Les fondeurs restriction p77'^ sont des fondeurs de Serre quasi-
sur jectif s.

PROPOSITION (1.2.13). — Soient X un espace compact et (3 une caté-
gorie de Banach. La correspondance U\->Q[U)^ les fondeurs restriction ^Tîu

étant évidents, définit une famille continue de catégories de Banach sur X.

Démonstration. — La vérification de (a) est triviale. Dans l'énoncé de
l'axiome (&), posons E = {M, p), F == (N, q) et notons f[ des morphismes
de (^(Ui)Y de classe /',. Quitte à changer f, en /Ï.p, on peut supposer que
fi' Uir\u,= fi\Ujr\Ui' Le morphisme f : E->F, classe du morphisme f
défini par f[ au-dessus de chaque U^ répond à la question. Démontrons
maintenant (rf) : le fait que p^ soit quasi-surjectif résulte de manière
immédiate de nos définitions ; si (M, p) est un objet de C(T), le morphisme g
de (M ©M, p ( B ( i — p ) ) dans (M, Id) défini par (p, i — p) est un
isomorphisme. Pour démontrer que p^ est un foncteur de Serre, on va
se servir du critère (ii), i. e. on va montrer que, pour tout C-fibré E sur U,
rhomomorphisme End E -^ End£' r est surjectif. Il suffit évidemment
de le vérifier pour E trivial, i. e. de la forme (M, Id). Si l'on pose alors
A == End M, l'homomorphisme précédent n'est autre que l'homomorphisme
de restriction à T des fonctions continues sur U à valeurs dans l'es-
pace de Banach sous-jacent à A. Il est bien connu que cet homomor-
phisme est surjectif.

La vérification de (c) est plus délicate. Supposons d'abord que [îjj
soit un recouvrement de X. Soient Ei= (M^ pi), M=@Mi et a, une
partition de l'unité subordonnée au recouvrement ouvert [î/J. Posons

-i/î  et ^y ^=l
n

on a donc ̂  ̂  == i. L'endomorphisme p de M représenté par la matrice
i=ï
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Pji=^i^jgnPi est idempotent. Posons E =^ (M, p) et considérons le
morphisme

fi: (M^ pi) -^E\u, [resp. ^: E ̂  (^ pi)\

défini par la matrice colonne (resp. ligne)

(f'i)j=^jg'jiPi [resp. (^)/=P/^7?/j.

Le diagramme suivant est alors commutatif :

M -^-^M
A | A [4 ^ 4^it i^-^ î̂ .

et f^ gi sont des morphismes inverses l'un de l'autre.
D'autre part, (gy-gF1) u^u, est la classe du morphisme

n

^§j 'fi ) U\r\Ui~==^ ̂kgjkPk ̂ kgklPi= g j i P i ^ g fi'

k=i •

Pour démontrer l'axiome (c) dans le cas général, on peut procéder par
« recollements successifs ». Il suffit donc de démontrer l'assertion pour n = 2
seulement. On aura besoin de deux lemmes.

LEMME (1.2.14). — Soient E et F deux (S- fibres de base compacte U
et soit a : E\T->F\T un isomorphisme de leurs restrictions à un sous-espace
fermé T. Il existe alors un voisinage fermé T ' de T et un isomorphisme a
de E sur F au-dessus de T ' qui prolonge a.

Démonstration. — D'après la discussion précédente, il existe un endo-
morphisme S : E -> F qui prolonge a au-dessus de X tout entier. Comme
Iso(£, F) est un sous-ensemble ouvert de Hom(E, F), l'ensemble des
points x de U tels que a^ soit un isomorphisme est un voisinage ouvert V
de T. On choisit alors T' de façon que Tcf^'CT'CF.

LEMME (1.2.15). — Soit X un espace compact et soit E un C-fibre de base
un sous-espace fermé T. Il existe alors un voisinage fermé U de T et un fibre E
de base U tel que JS|r= E.

Démonstration. — Soit E = (M, p). D'après l'axiome (rf), p se prolonge
en un endomorphisme p' de M au-dessus de X tout entier. D'après un raison-
nement analogue au raisonnement ci-dessus, il existe un voisinage fermé U
de T tel que le spectre de p^ pour xç U, ne rencontre pas la droite (Ji{z) = I.
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Soit y une courbe difîérentiable entourant le spectre de p^ }/ xçU, dans la

bande cîl(z) > -• Posons

7>,=^(,..--,4)-^.

Alors p^; est un projecteur de M dépendant continûment de x et px==-px
pour xçT {cf. [16]).

Revenons maintenant à la démonstration de (c) pour n=i. Soit i^
un prolongement de Ei au voisinage fermé U\ de Ui. Quitte à restreindre U\
et U^y on peut supposer que gi2 se prolonge en un isomorphisme §12 de £2
sur £'1. Posons g«==, Id et ^21== (gi^)"1. On est ainsi ramené à la discussion

r Â i •précédente puisque | Ui], i= 1,2, est un recouvrement de X.

c. Q. F. D.

Remarque. — Supposons que C? soit, par exemple, la catégorie ^î(/c) des
/c-espaces vectoriels de dimension finie. On définit alors une équiva-
lence^ : ^{X) -> ̂ (X) par les formules u{{E, p)) ==- Imp, u{f) = f in^.
Ce foncteur est pleinement fidèle de manière évidente. II est essentiel-
lement surjectif car tout objet de &[X) admet un supplémentaire [3].
Nous nous proposons de généraliser de même, et simultanément, les
exemples 2, 3 et 4 du début de ce paragraphe. Ceci sera important pour
les applications, mais pourra être omis en première lecture.

Soit G un groupe compact Z^-augmenté, i. e. muni d'un homomor-
phisme continu £ de G dans le groupe Z2=Z/2Z. On pose G°==Ker£
et G1 = G— G°. Soit maintenant C une catégorie de Banach. On note (?'
la catégorie complexifiée de (3 : les objets de (3' sont donc les objets de (3
où C opère et les morphismes sont ceux de (3 compatibles avec l'action
de C. Si E et F sont des objets de <3' et si J est Pautomorphisme de E ou F
de carré — i représentant la structure complexe, un morphisme de E
dans F (considérés comme objets de (3) est dit C-linéaire (resp. C-anti-
linéaire) s'il commute (resp. anticommute) avec J. On désigne par
Hom°(£', F) [resp. Hom^.E, F)] l'ensemble des morphismes linéaires
(resp. antilinéaires) de E dans F. Si E = F, on pose

iv\w (E) = au^Er\ ̂ c\m^° (E, E), au^1 (E) -=. cl'u^zrn ̂ ca:m^1 (E, E).

On a alors sur 0X01% (E) = 0X01®° (£) u ÛLILS^Ê) une structure naturelle
de groupe augmenté.

Ceci dit, soit X un G-espace compact et soient V et V " deux G-fibrés
réels de dimension finie sur X, munis de formes quadratiques Q' et Ç"
définies positives invariantes par G. Munissons V === V / Q ) V f / de la forme
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quadratique non dégénérée Ç = Q'@ (— Ç"). Si C? est une catégorie de
Banach, on désigne par eûi^(X) la catégorie de Banach suivante : un objet
de C(Ji^(X) est la donnée d'un (S'-fibré localement trivial E et d'appli-
cations continues - : G -> ^U^{E) cr : E T E N D E telles que T soit
graduée,

T(^).,.: E.^->E^ (o-^))-2^ Ç (r).i et T(^)cr (^) == cr (^) T(^);

cr(^) est donc C-linéaire et ï(g), pour g€ G° (resp. G1) est linéaire (resp.
antilinéaire). Enfin les morphismes de CiR^X) sont les morphismes
de (3'-fibrés (C-linéaires) compatibles avec l'action de G et de F. Comme
il est d'usage, si les fibres E^ sont des espaces de Banach, on écrira simple-
ment g . e (resp. ^.e) au lieu de ^ { g ) . e [resp. ï(^).ê]; la condition

^ ( ë ' ) ^ ^ ) ^c r (^ . r )T(^)
s'écrit alors

^.(^e)=(s-.^.(s-.e).

Avec les notations précédentes, soit XI G l'espace des orbites des points
de X par G et soit ri : X -> XfG la projection canonique. Pour tout fermé U
de XfG, posons

^ (U) == ccr^-1^ (7:-1 (^/))

[qu'on notera simplement e^((7') avec (7'= T-1 (£/)]. Pour TCÎ/, on a
des foncteurs restriction p^ : <©(£/) -> c0(T) qui sont évidents.

PROPOSITION (1.2.16). — La donnée des catégories 0?{U) et des fondeurs
restriction p^ définit une famille continue de catégories de Banach sur XfG.

Démonstration. — La vérification des axiomes (a),- ( fc) et (c) est triviale
[compte tenu de la proposition [1.2.13)]. Démontrons l'axiome (d) en
deux temps :

{d1} Le fondeur restriction C^ : C^ÇU') -> e^{T') est un fondeur
de Serre.

Soit Pin F' (resp. Pin F") le fibre en groupes associé au fibre en algèbres
de Clifïord C{V', Ç') [resp. C(F", - Ç")]. Posons Pin' V = Pin F' Xz, Pin F" :
c'est un sous-fibre en groupes du fibre en algèbres C(F). Munissons
chaque fibre Pin'Fa; du fibre localement trivial Pin'F de la mesure
de Haar ^ : elle varie continûment avec x et est invariante par G. Ceci
dit, soient E et F deux objets de CÛi^U') et soit a : E\T,->F ^ un
homomorphisme. D'après la proposition (1.2.13), a se prolonge en un
homomorphisme a : E —^ F non nécessairement compatible avec l'action
de F et de G. On va normaliser S en deux temps. Posons d'abord

^ == f ^-1 • %r • v d^ = f c*. 3.^. v d[^..
^Pin'/^ ^Pin'^

Ann. Éc. Norm., (4), 1. —,FASC. 2. 24
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Alors a est un homomorphisme compatible avec l'action de C(V) [car
Pin' V 3 S{V) et 3c^===a^ pour xçT\ Posons ensuite

5 F % , ,^^ / S ' ^ s - ^ ' g - ' d g ,JG
s

où rig désigne la mesure de Haar de G. Alors îc est le prolongement cherché.
(ri") Le fondeur restriction p^'6 e^ quasi-sur jectif.
Soit E un objet de e^(T') et soit F l'objet C(V)(g)£, considéré

R

comme C(V)-module sur le premier facteur du produit tensoriel seulement.
Les morphismes i : E -> F et j : F-> E définis par j ( ^ ^ ) e ) = v.e et par

i{e)= v-^.iÇ^v.ed^ eç.E^
^Pin' F^

sont des morphismes de G-C (^-modules et vérifient j.i=ïd. Donc il
suffit de vérifier maintenant que E, considéré comme G-module seulement,
est facteur direct de la restriction à T ' d'un G-module sur î/'. Pour cela,
nous allons utiliser la méthode d'Atiyah et Segal [8] qui s'appuie sur la
définition et le lemme suivants bien connus [cf. [22)] :

DÉFINITION (1.2.17). — Soit y : G-^Autr une représentation d'un
groupe compact G dans le groupe des automorphismes d'un espace de Banach F.
Un vecteur s de T est dit périodique si G. s est contenu dans un sous-espace
sectoriel de dimension finie de F.

LEMME (1.2.18). — Les vecteurs périodiques de F forment un sous-ensemble
dense de F.

Revenons maintenant au G-module £. D'après la construction du fibre
principal [prop. (1.2.11)], on peut considérer E comme un fibre banachique
dont la fibre est un facteur direct d'une algèbre de Banach A. Soit F(E)
le A-module des sections continues de jE; G opère sur T(E) par la
formule (g.s)a;= g-^r-i.r.g"1. Comme E est localement trivial, il existe
pour tout point x, une section s{x) tel que s ( x ) y engendre, comme A-module,
la fibre Ey pour y suffisamment voisin de x. D'après le lemme ci-dessus
on peut supposer en outre que s {x) est un vecteur périodique du
G-espace T(.E). Puisque X est compact, on peut choisir un nombre fini
de telles sections 5i, . . ., Sn, qui engendrent Ey, Vî/6T'. Ces sections sont
contenues dans un sous-espace vectoriel M de r(jB) de dimension finie
invariant par G. Si l'on pose AT = M (g) A, M' est un A-module libre

R

de type fini et l'application naturelle XX'M' -^ E est un épimorphisme
direct.

c. Q. F. D.
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Exemples. — Si (?== TfxZs, où £ : G-> Za est la deuxième projection
et si Z<2 opère trivialement sur X et sur F, la catégorie C^(X), qu'on
écrira e^(X), se décrit simplement comme la catégorie des C-fibrés loca-
lement triviaux sur le Tï-espace X munis d'une structure de C(V) -module
et de Jf-module (il est inutile de complexifier). Pour H=o (resp. V==o) ,
on notera cette catégorie C^ (X) [resp. (3^(X)]. Pour C= ^(/c), on retrouve
ainsi la catégorie E^ (X) [resp. En(X)]. Si maintenant H == o et V == o
et si G=Z^ opère de manière quelconque sur la base, on notera eûi(X)
la catégorie eô^^(X). Lorsque (3==^(/c) on retrouve, bien entendu,
la catégorie &(J^(X).

PROPOSITION (1.2.19). — Soit V (resp. V} un G-fibre de base un
G-espace compact X (resp. Y). Soient /*„, /\ : V -> Vf deux morphismes
cartésiens (i. e. induisant un isômorphisme sur chaque fibre) homotopes.
Si EGO'beûi^(Y), les images inverses évidentes f^E et f[E sont isomorphes.

Démonstration (cf. Atiyah-Bott [5]). — Soit f: Vx[o, i] -> V l'appli-
cation continue réalisant l'homotopie entre /*p et /*i et soit F =f*E.
Pour'^€[o, i], soit T.,, : Vx[o, i]-^-Vx{t} la projection canonique et
Ft=F\^^}. L'application identique de • ( ^ F t ) \ x x { i } SUIl F \ x x { t } se

prolonge alors en un isômorphisme au-dessus d'une bande Xx U, où U
est un voisinage de t. Il en résulte que la classe d'isomorphie de F\ est
une fonction localement constante, donc constante, du point t. Par suite,

f:E=F^F,=f;E.

Soit Y un espace compact et soit V un G-fibré sur un G-espace
compact X; notons ^:XxY->X la projection canonique. D'après la
démonstration de la proposition (1.2.16), la catégorie ^^^(XxY)
s'identifie à la catégorie de Banach associée à la sous-catégorie pleine
de (^(^^(XxY) dont les objets sont les fibres de la forme C(F)(g)£';
dans ce produit tensoriel E est un objet de C' où G opère de manière
compatible avec l'augmentation. D'autre part, (eûi^(X)) (Y) s'identifie
aussi à la catégorie de Banach associée à la sous-catégorie pleine de
(e^(X))(Y) dont les objets s'écrivent (F, ïdy) avec F = C(V) (g)£.
Grâce à l'homéomorphisme bien connu

^(JTx Z, EndE) w ^ (^T, F (Y, EndE)),

on en déduit la proposition :

PROPOSITION (1.2.20). — Les catégories de Banach (eût^(X)) (Y)
et CiR^^(XxY) sont équivalentes. En particulier, si X et Y sont deux
espaces compacts et si (3 est une catégorie de Banach, les catégories C(X) (Y)
et e(Xx Y) sont équivalentes.
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Remarque. — Si X est un G-espace compact et si X' est un G"-espace
compact, on démontre de même que (^(X))^^) ~ (3Gx^(-X"XX').

Soient (5 et C' deux catégories de Banach et soient 90, 9i : C-^ <3' deux
foncteurs linéaires continus. Ces foncteurs sont dits homotopes s'il existe
un foncteur 9 : (3 -> C'([o, i]) tel que p o . ç ^ Ç o et que p i . y ^ Ç i [on
note po et pi les foncteurs restriction de C'([o, i)] à ( 3 ' ( { o } ) et < 3 ' ( { i } )
respectivement]. On dira que G et (3' ont même type d'homotopie s'il
existe deux foncteurs linéaires continus ^ : C -> C' et 6 : (3' -> C tels que 6. ̂
et ^.6 soient respectivement homotopes à ïdç et à Id.,,.

PROPOSITION (1.2.21). — Soient f^f,:X->Y deux applications
continues homotopes et (3 une catégorie de Banach. Les fondeurs image
inverse f^ f^ : <3(Y) -^ ^{X) sont alors homotopes. En particulier, le type
d'homotopie de C{X) ne dépend que du type d'homotopie de X.

Démonstration. — Exercice (utiliser la proposition précédente).

Remarque. — Cette proposition s'écrit aussi dans le cadre des fibres
en G-C (^-modules; nous en laissons le soin au lecteur.

Nous avons introduit cette notion d'homotopie pour la raison essen-
tielle suivante : l'expérience montre qu'il existe des foncteurs linéaires
continus y : (3 -> (?' qui sont intéressants et qui ne sont pas des foncteurs
de Serre. En fait, en nous inspirant de la construction analogue dans le
cadre des espaces topologiques, nous allons construire la catégorie « cylindre
d'application » JHç du foncteur y, ainsi que deux foncteurs linéaires
continus 9 : C -> JtLp et ç : j rLp—^(3 ' jouissant des propriétés suivantes :
® est un foncteur de Serre, 0 une équivalence d'homotopie et le diagramme

°\.
l̂lç

est commutatif.
On définit JTLp comme la sous-catégorie de C x C' ([o, i]) formée des

couples (E, E') tels que 9.E=E'^; 9 est le foncteur E\^{E,^^'E},
T t : [ o , i ] - ^ P ; y est défini par \E, E') ^E'[^. Si /': E'|^-^ E'|^ est
un morphisme de C", l'endomorphisme de (E, E') défini au point <€[o, i]
par </'pour E' et par o pour E (au point t = o) est évidemment un relèvement
de /*; il en résulte que y est un foncteur de Serre. Définissons ^ : 3Tlç-^ (3
par /J(£, E')) = E. Alors y..6== Id et 9.^ est homotope à l'identité par
« l'homotopie » ^ : 3R^-> Jït^ tç[o, i], définie par ^((£, E')) == (£, E'^),
où E'^^ est égal à E'|^_^ pour t^u et à E pour t^u.

Remarques. — Si 9 est quasi-surjectif, ® l'est aussi. D'autre part, pour
que JTLp soit une catégorie de Banach, il est nécessaire que y soit d'image
fermée (sur les espaces de morphismes).
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1.3. Le groupe de Grothendieck.

DÉFINITION (1.3.1). — Soit M un monoïde abélien et soit L(M) le groupe
libre engendré par les éléments de M. Le groupe symétrisé S (M) de M est le
quotient de L (M) par le sous-groupe engendré par les relations

[ a-^-b \ — { a } — [b\ ==o.

On désigne par s l'homomorphisme canonique, non injectif en général,
défini comme le composé évident M -> L(M) -> S{M). Le couple (^, S{M))
est alors la solution du problème d'applications universelles que voici :
pour tout homomorphisme de monoïdes a de M dans un groupe abélien G,
il existe un homomorphisme de groupes a de S (M) dans G, et un seul,
tel que a == S. s.

On peut donner du couple (s, S (M)) une description équivalente souvent
utile : on considère le quotient de MX M par la relation d'équivalence

(a, b) ̂  (c, </) <==» 3 e a + d + e == b + c -\- e.

Le monoïde quotient est alors un groupe abélien S ' (M). Si l'on définit
s : M -> S ' {M} par s {a) = (a, o), le couple { s ' y 5" (M)) résout le problème
universel précédent, donc est isomorphe au couple (^, S{M)).

DÉFINITION (1.3.2). — Soit e une catégorie addùwe. Le groupe de
Grothendieck K((3) de (3 est le groupe symétrisé du monoïde abélien [pour la
somme des objets) de l'ensemble des classes d^isomorphie d''objets de C. Il dépend
fonctoriellement de C de manière évidente.

Exemples. — L'exemple le plus important pour la topologie est sans doute
celui où e est la catégorie des fibres sectoriels, réels ou complexes, de dimen-
sion finie, ayant pour base un espace compact fixé X. On note alors K(X)
le groupe de Grothendieck de C?. Ce groupe a été introduit par Atiyah
et Hirzebruch [7] ; dans le cas complexe il a des liens étroits avec la cohomo-
logie ordinaire de X.

Malheureusement, le calcul de K(X} reste en général plus difficile que
celui de la cohomologie. Le point de vue des catégories, plus sophistiqué
a priori, nous permettra cependant de mieux calculer K{X). Ainsi, une
catégorie de Banach peut être considérée comme une simple catégorie
additive et son groupe de Grothendieck se révélera intéressant par la suite.

Enfin, d'un point de vue purement algébrique, Bass a étudié le groupe
de Grothendieck de la catégorie ^(A) formée des A-modules projectifs
de type fini, A étant un anneau quelconque [91. Dans ce cas particulier,
on notera K{A), par abus de lagange, le groupe K(^î(A)). Nous allons
voir qu'en fait, moyennant certaines hypothèses, le groupe de Grothendieck
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s'exprime comme une limite inductive de groupes K d'anneaux conve-
nables.

Si <3 est une catégorie additive pseudo-abélienne [déf. (1.2.1)] et si E
est un objet de (3, on désigne par SŒ) la sous-catégorie pleine de (3 formée
des objets de (2 facteurs directs de E'1 pour un n. Soit maintenant A l'anneau
des endomorphismes de JS. On définit un foncteur y de ®(A) dans S-(E)
de la manière suivante : pour (A", p) eOb^(A) et /'eFl(S(A)) de
source (A", p), on pose

(p ( (^, j9) ) == Ker(i -^), cp (/) ==/[Ker(i-^)

(les objets de ^(A) sont identifiés aux facteurs directs de A", n€lV).

LEMME (1.3.3). — Le foncteur y ̂  une équivalence des catégories ^(A)
eé ^(£).

La démonstration de ce lemme est immédiate.
Définissons une catégorie d'indices I{C) (qu'on notera simplement 7)

de la manière suivante : un objet de J est un objet de <?; un morphisme
de 1 de source E et de but F est un couple (/, g) de morphismes de (3,
f : E - > F , g : F ->- E, tel que g ' f = Idj?. On compose évidemment les
morphismes par la formule

(f^!)•(f^)=(f'f^^)'

Toute flèche f de J de E dans F induit alors un foncteur de ®(E)
dans ^{F), donc un homomorphisme de K(^(E)) w K(EndE) dans
K(^(F)) w K(EndF). D'autre part, l'inclusion de ®(Ê) et de ^(F)
dans e induit une application de K(^(E)) et de Ki^ÇF)) dans KÇC)
compatible avec la flèche précédente. On obtient ainsi en définitive un
homomorphisme co de lim XfEndJS) dans ^(C).

i
PROPOSITION (1.3.4). — U homomorphisme oj de lim K(EndE) dans K{e)^

défini ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. — II est clair que co est surjective. Soit
[ E ' } - \ E " } ç . K ( ^ à E ) telqae co ( { E ' } - { E " } ) = o.

Il existe donc GeObC tel que £'© G ^ £"© G. Mais alors l'image de
[ E t } - { E t f } dans K(End(EQ)G)) est nulle.

Pour notre travail les groupes de Grothendieck de catégories ne suffiront
pas. Nous aurons besoin de définir le groupe K de foncteurs additifs
ç : Q -> C'. Pour cela, on devra supposer que (S et C' sont des catégories
de Banach et que <p est un foncteur linéaire continu (6). Dans ce cas,

((>) Voir cependant [17] pour des hypothèses un peu moins restrictives.
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définissons l'ensemble F (y) dont les éléments sont les triples (£, F, a),
E et F étant des objets de (3 et a : çE^yF étant un isomorphisme. Deux
éléments (TQ et o-i de cet ensemble sont dits homotopes s'il existe un élément
de r(y([o, i]) dont les restrictions à { 0 } et à { i { soient isomorphes aux
deux triples donnés. Un triple (E, E, Id) est dit élémentaire-, on définit
la somme de deux triples (Eo, F,, ao) et (£1, F,, ai) comme étant le
triple (£o®£i, -Pô®-Pi, ao®a,). On définit alors K (y) comme le monoïde
(pour la somme des objets) quotient de l'ensemble r(ç) par la relation
d'équivalence engendrée par l'homotopie et l'addition de triples élémen-
taires ( 7 ) . On note d(E, F, a) la classe du triple (E, F, a) dans ^(y).

PROPOSITION (1.3.5). — Le monoïde K(^) est un groupe abélien. C'est
le groupe de Grothendieck de C si <?' = o.

Démonstration {cf. [11]). — La seconde assertion est triviale. Pour
démontrer la première il suffit de vérifier la formule de « transitivité »

d(E,F^)+d(F, G^)=d(E, G, (3. a);

l'élément d{F, E, a-1) sera alors l'inverse de d{E, F, a) pour la loi de
monoïde de ^(ç).

Par définition de l'addition des triples, on a

d(E, F, a) ^ d ( F , G, (3) =d(E@F, FQ G, a ©(3).

L'isomorphisme a Q) p se décompose en
a ©i i ffi 8

cp (E^ F) —» y (F C F) —^ (7''® G).

Or l'automorphisme Y de y^QipF défini par la matrice

f° -I)V o. /

est homotope à l'identité par la rotation

/cos6 -sm9\ / f- 7r1\
(,sm6 cos6 ) (^P.J)-

On a donc

^ ( ^ ® ^ ^ ® G , a © ( 3 ) = ^ ( ^ ® F , ^ © ^ ( i ® p ) . y . ( a © i ) ) .

Soit, d'autre part, S : F ® G -> G(S)F l'isomorphisme défini par la
matrice

o i ^
— — I O y

(7) Cette définition ne coïncide pas avec celle de [17] si 9 n'est pas quasi-surjectif.
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Le composé y (o) . (i g) ?) .y. (a © i) est l'isomorphisme de y fÊ®^)
sur 9 (G® F) défini par P.a^i . On a donc finalement

d ( E @ F , F@G, a®(3)==^(7r©^ G@F, j3.a © i) = d(E, G, P .a ) .

C. Ç. F. D.

Remarque 1. — La structure « vectorielle » de la catégorie C a servi de
manière essentielle dans cette démonstration.

Remarque 2. — Si ç est un foncteur de Serre on peut, dans la définition
de K ( ^ ) , remplacer la relation d'homotopie entre triples par la relation
d'isomorphie. On peut en effet, considérer F (y) comme l'ensemble des
objets d'une catégorie dont les morphismes de source {Eo, Fo, ^o) et de
but (Ei, Fi, ai) sont les couples (/*, g) de C-morphismes f : Eo-^E^
g : Fo -> Fi tels que

9(^).ao=:a.i .cp(/) .

Remarque 3. — Considérons un diagramme de catégories prébanachiques

/3 ^ {y<-o ——> <-o

^'

commutatif à homotopie près. Il définit un homomorphisme de 7?(©o)
dans K(^t) de manière évidente. En particulier, si ^ et ^/ sont des équi-
valences d'homotopie, cet homomorphisme est un isomorphisme. Consi-
dérons maintenant un foncteur linéaire continu ç : C -> C' et la catégorie
cylindre d'application JTlç du foncteur y. Le foncteur 6 défini à la fin
du § 1.2 induit alors un isomorphisme de K{<f) sur K (y) d'après ce
qui précède. Comme ç est un foncteur de Serre on peut donc, sans
restreindre la généralité, supposer que les foncteurs qu'on considère sont
de Serre.

DÉFINITION (1.3.6). — Une grille carrée de catégories de Banach'est la
donnée d'un diagramme carré

(^) -çJ k
^ ^Ae, -—>€„

de catégories de Banach et de fondeurs linéaires continus ainsi que Sun
isomorphisme fonctoriel c'a de ^i.<pi sur ^3.92.

On se propose de définir un groupe K((S) attaché à cette grille
carrée, groupe qui coïncidera avec K(<f^) si ^2== <?i2== o. Par exemple,
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ceci nous permettra de définir le groupe K{X, Y; y) {X compact,
Y fermé dans X) comme étant le groupe K de la grille

e(^)^e'(^)\ ï
e ( Y) -^^ e' ( Y)

Revenons aux notations de la définition (1.3.6) et considérons la caté-
gorie prébanachique (?' suivante : un objet de Q' est un triple (Ei, E^^ £),
où Ei€ObCi, EaCObCa et £ : ̂ lEi^^^E^. Un morphisme de source
(£'1, Ea, s) et de but (£,, E',, £') est un couple (/\, /a), f, : E, -> E\
et /2 : E^ -> E'.^ tel que le diagramme suivant commute

^E\-^>^E\
E\

Y , . T

^E^^E',

Soit ç(^) : <3-^ <?' le foncteur linéaire continu défini par
9(^)) (^) = (cpi£\ 9.2^, c.^(E)) (resp. ÎP((^) (a) = (cpia, ^a)

sur les objets E (resp. les morphismes a) de C.

DÉFINITION (1.3.7). — Le groupe K{(D} de la grille (Q est le groupe de
Grothendieck du foncteur y(<®).

On peut donner une description directe plus simple du groupe K{(Q).
Considérons l'ensemble r((î)) formé des quadruples (£, F, a^ 02), où E
et F sont des objets de <3 et où

ai: îpiTT—^cpi.F, aa : (f^E-xf^F - -

sont des isomorphismes tels que

^a2=(^(^))-l^al(c2l(^))

(ce que, par abus de notation, on écrira simplement ^2^3= ^i^ par la
suite). Un objet de r(d3) est dit élémentaire s'il est de la forme (E, E, Id, Id).
Le groupe K{(J3) est alors le quotient de T((J3) par la relation d'équivalence
engendrée par l'homotopie et l'addition d'objets élémentaires. On note
d{E, F, ai, aa) la classe du quadruple (£, F, ai, aa) dans K{(0).

Le groupe K{(D) dépend fonctoriellement de (S en un sens facile à préciser.
Soit <p : e —^ (3' un foiieteur linéaire continu entre deux catégories

prébanachiques et soit (S la grille carrée
e(Z^) ——>e' (T)71)i i

- e(^-1)—^C'(^-1,)
Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 25
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D71 désignant la boule unité de R" et 5/^-l son bord. Un élément de r(d3)
est dit normalisé s'il s'écrit (E, E, a^, aa) où E = r^ E, TI : D" -> P et où ai
et 003 sont des isomorphismes tels que ai= Id et 03=== Id au point base
(i, o, o, o, . . .) de D71.

LEMME (1.3.8). — Tout élément de jFC(jD", S'1"1; y), n^i, s'écrit sous la
forme ^(o"), où a est un élément normalisé de r(d3). Pour que d{^) == d{^),
où CT == (E, E, a^, 002) ^ T = (F, F, Ri, Ra) sont normalisés, il faut et il
suffit qu^il existe un objet G de (3 et des homotopies ai (t) de Aut ((E^F^G) |^_i)
et a^{t) de Aut((yE® y F® çG)), (€[o, i], telles que a^,(t) = Id et a^{t) = Id
au poi/î^ base canonique de D71 et qu^on ait les relations

a, (o) = ai® Id?^^® ÏÔQ^ a, (i) = IdE^_,© PI® Ido^,,

^ (o) == ̂  © Id^F © IdçG. ^2 (i) = IdçE ® P-2 ® Id^o,
a2(^)|^-*=:cp(^(^)).

Démonstration. — Exercice.
Considérons maintenant une grille carrée

e^e.

4 [^Y ^ Y
Ci —^ €12

telle que y 2 soit quasi-surjectif et que Ci soit un fondeur de Serre. On va
définir un opérateur « cobord »

à ' . K(D\ S°,^)-^K((D).

Le groupe K(Di, 5°; ^2) est le groupe K de la grille carrée

<MA) —^(^°)
^(Dl)\ ^(.y°)

e^(D1)—^e^(-s°)

Tout élément de K(D\ S° ; ^2) s'écrit donc sous la forme ^(92 (8), ?2 (9), a, P),
où

a(^) : ^e-^^o, ^€^1

et
P: ?29l^-^?2e|^

sont des isomorphismes tels que ^(P) == a|.yo, a(o)== Id et que P[<o}== Id.
Puisque a(() est une homotopie de ^ 2 ( P ) j < i } à l'identité et que ^i est un
foncteur de Serre, il existe £(<) €Aut<pi9, dépendant continûment de t,
tel que £(o)=Id et que a (t) == ^i (£(()); on a donc

a(i)=^(£(i))=^((3|^,).
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On pose alors, par définition^
à{d^, (p,9, a, P))=^(6, 0, £(i), P|^).

Il faut vérifier que cette définition est indépendante du choix des relè-
vements 0 et £. Supposons, en effet, que «paô^^ô ' et désignons par ' les
constructions précédentes appliquées à 6'. Il suffit de montrer que

^(0®^, ôœO' , s ( i )®Id , (3 [^4- Id )==6 / (0®0\ OeO ' , Ides^i^Id®^^) .

Considérons alors l'automorphisme de

( ^ ^ ) ( 0 © 6 / ) ^ ( ^ ( p , ) ( ô ) ® ( ^ ? . ) (0 ')

défini par le produit des matrices

a(^ u):

7T:U . UU\ / , \ / 7T U . H U^cos—— — s i n — — \ / <x(t) o \ / cos—— s in——
2 1 1 t( 2. n u n u j \ 1 \ . n u nusin —— cos —— / \ o i / \ — sin —— cos —

2 2 / \ / \ 2 2

En utilisant le fait que ^i est un foncteur de Serre, on démontre qu'il
existe un automorphisme S((, u) de y iôOçiô ' tel que
^(ô(^ ^ ) ) = = a ( ^ , ^), ô(o, « )=Id , ô ( ^ o ) = £ ( ^ ) © I d , ô(^ I ) = I d ® s / ( ^ ) .

Les homotopies uh->S( i , u) et

( TT^ . nu . /^. \ / nu . nu^cos— — s i n — — \ / P < i i o \ / cos— sin——
2 2 \ / 1 [ { Ï Ï \ [ 2 2

u'-^ I I ). nu nu I \ I \ . nu nusin— cos—— / \ o i / \ —s in— cos——
0 r) / \ / \ 9 9^ 21 / \ / \ 2à - " /

permettent de montrer que les deux éléments de K{(S) obtenus sont
égaux.

THÉORÈME (1.3.9). — Considérons une grille carrée

4
e.-̂ ,

ou Ça est un foncteur quasi-surjectif et où 4'i est un foncteur de Serre. Alors
la suite

^(/^ 5^ (pi) ̂ (I)\ 5»; ^,) ̂ ((®) ̂ (cpi) ̂ 7i:(^,),

où tous les homomorphismes, excepté à, sont naturels est une suite exacte.

Démonstration.
Exactitude en K(ft) :

{v.u) (d(E,F, a,, a,))=d(^E,9,F, ̂  (ai)) = d^E, ̂ F, ̂ a,} = o.
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Réciproquement, si
v(d(E, F, <x))=d(^E, <f,F, ^a,)=o,

il existe un objet élémentaire de la forme (936, ^9, Id), car 93 est quasi-
surjectif, tel que (^ (£©9), 9, (F ©9), <^(a©Id)) soit isomorphe à un
objet (9', 9', Y) où Y est un automorphisme de 4^9' homotope à l'identité.
On a donc un diagramme commutatif :

^i(pi (A'© 9) == ̂  (J?® Q) -^^6'

^(«©III})^ I Y -
- <Mi (E@ 9) = +2 <h« (^® 9) -^> .^9'

où y' est homotope à l'identité. Comme ^i est un foncteur de Serre, il existe ?
homotope à a © Id tel que

+1 ((3) = ̂ . (<?-1) ̂ (/) = ̂ 2 (g-1/).

Alors,
d{E, F, a) =d(E@ 9, F@ 9, a C Id) = ̂ ((/(£'© 9, F@ 9, P, ̂ -1/)).

Exactitude en K{û5} :

(«.(?) (û?(^e,(p2e,a,(3))=«(o?(9,9,£( i ) , (3|<^))=r f (9,9, î ( i ) ) .

[On suppose que a|^= Id, l3|^= Id et que e(f) est choisi de telle sorte
que ^i(e(()) = a(()]. Cet élément est évidemment égal à o puisque e( i )
est homotope à l'identité. Réciproquement, si

u (d(E, F, a, (3)) = d(E, F, a) = o,

il existe des objets 9 et 9' de C et £€Aut9' [e étant homotope à l'identité
par une homotopie i(t) telle que e(o) = Id et que £( i )=s] de façon
que (-E©9, F ©9, a©Id) soit isomorphe à (9', 9', e). On a donc un
diagramme commutatif

9,(^®9)-?^9'
a®Id - |s

(p, (F^Q)^ 9'

Alors

d(E, F, a, (3) = d(E@ 9,F@ 9, a © Id, (3 © Id)

=rf(9', 9',£,92(/)(a©Id)9,(^-<))=:<)(rf(y,e',^e',£(<),,3)),
avec

(3|(o>==Id et P|{I}=^(^) (a®Id)9.,(^-').

Exactitude en K{D1, S0; ̂ ) : Soit ^(0, 6, a, ?), où a|^= Id et
P|{(,>= Id, un élément quelconque de K{D\ 5°; ^2). Alors
à(^(d(Q, e, a, (3)))=<?(rf(9,9, ^9, ̂ a, <p,|3))

=rf(9, 9, otl{i,,<p2(3|^)=rf(9, 9,(pi(3|{^, ^(3|<i})=</(9, 9,Id)==o.
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Réciproquement, soit d{9, 6, a, ^)çK{D\ 5°$ ^2) tel que 936'== 6, ce qui
est loisible, 93 étant quasi-surjectif, et tel que

à(d(Q, 6, a(^), (3)) =^(9\ 0', £(i), P|<^) =o

(où (€D1 et où ^i (£(()) =a(^), PI^}^ Id). Il existe donc des homo-
topies Y(u)€Aut(9i9") et Y'^eAut^O^), u€[o, i] , 6", Q^eObC,
telles que

y (o) = Id, ^ (o) = Id, ^ (ï' (<z) ) = ^i (y (^) )

et telles que les quadruples

( e / © o ^ e ' © 9 \ £ ( i ) © I d , P | ^ ® I d et (ô^ô^i),^!))

soient isomorphes. On a donc des diagrammes commutatifs :

?i (ô'® ô') Jp^ ?i (^) ?2 (6' ® 9^) -^ cp, (O^)
£(l)eid ^ T(l) P^i}®^ ^ Y'( l )

?i (ô^® 0') ̂  ?i (9") ?2 (O' © 0') - t̂ ?2 (O")

On a
^(6, 6, a, (3) ^^(^(^©e^) , ^(^©O^, a(Q ®ïd, (3©Id),

or
a (^ © Id == ̂  (£ (^) © Id) et (a (^) © Id) [^ == ̂  (9^ (^-1) ̂ (i) ?2 (/)).

Soit p((, u), tçD\ M€[o, i], un prolongement de

c^):^^^-1)^)^/)) à^x[o, i ]

qui coïncide avec a(() Q) Id pour u === i et qui est égal à l'identité pour( = o.
Un tel prolongement existe toujours car l'ensemble formé par deux côtés
consécutifs d'un carré est rétracte du carré tout entier. Comme

a ( ^ ) © I d = = ^ ( £ ( ^ © I d )

il existe S{t, u) €Aut(çi(9'® 6")) tel que

ô ( ^ i ) = £ ( Q © I d , ô(o, u)=ïd
et tel que

^(ô(^)):=(3(^).
Alors

6/(9, e, a, p) ̂ ^(^©e^ e^e", ô(^, o), y?)) ,
avec Y]|^==g-1 et ï ] { o } = Id.

C. Ç. F. D.

Parmi les nombreux corollaires de ce théorème (cf. [17]) retenons surtout
celui-ci, qui nous servira pour le calcul du groupe K des fibres projectifs
réels :
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COROLLAIRE (1.3.10). — Soit
e^>e'^>e"

une suite de catégories de Banach et de fondeurs linéaires continus quasi-
surjectifs. La suite

K(D^ 5°; ^p)-^(Z)1, S°',^)->K(^)->K(^)^K(^)

associée à la grille

e -^ e'
'^•y ^

e"-^^ e1'
est alors une suite exacte.

Soient maintenant C et (?' deux familles continues de catégories de Banach
sur X (Définition 1.2.12). Une famille continue y de foncteurs linéaires conti-
nus de e dans (3' est la donnée, pour chaque £7, de foncteurs linéaires continus
9^7: C(U) -> (3'(£7) commutant aux foncteurs restriction p^. On désigne
alors par K(U, T; <p) le groupe K de la grille carrée

W
e(U) -̂ -> C(T)
^U \<?y

^ çT,U ^
eF(U)—>ef(T)

PROPOSITION (1.3.11) (Excision). — Soient e et €' deux familles continues
de catégories de Banach et soit y : C -> €' une famille de fondeurs linéaires
continus de C dans C\ L'inclusion i : (X^ X,r\X^) -> (X, UX,, X^) induit
alors un isomorphisme f de K{X,\jX^ X^9, y) sur K{X,, X,C\X^, y).

Pour démontrer cette proposition, on aura besoin de la définition et du
lemme suivants :

DÉFINITION (1.3.12). — Un élément {E, F, a, ?) deF{(D),où^ : yE-^yF
et P ; E\T-^F\r, avec y ( ^ ) = = a [ ^ est dit quasi-élémentaire si E=F, ? = Id
et si a est homotope à l'identité dans une homotopie constante au-dessus de T.

LEMME (1.3.13). — Pour quun élément d{a} de K(U, T\ <p), avec
cr = {E, F, a, P), soit nul, il faut et il suffit qu'il existe un objet élémentaire T
et un objet quasi-élémentaire T' tels que O"®T soit isomorphe à T'.

Démonstration du lemme. — La condition suffisante est évidente. D'après
la définition de K(U, T; y) il suffit donc de montrer que pour tout
quadruple c r = = ( ô , ô , a , p ) tel qu'il existe des homotopies a(() et ?(<)
de Aut<p6 et de AutOjr respectivement avec ©(?( ( ) )== a(()[^ a (o )==Id ,
P(o) === Jd, a ( i ) = a, p( i ) = p, a- est isomorphe à un quadruple quasi-
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élémentaire. Comme le foncteur restriction <3(£7) -> <3(T) est un foncteur
de Serre, il existe un automorphisme ?(t) de Auto dépendant continûment
de ( tel que P(()(^= ?((). Donc cr est isomorphe de manière évidente au
quadruple (9, 0, ^(^(i))"1^ Id) qui est quasi-élémentaire.

Démonstration de la proposition (1.3.11).

(a) i* est surjectif. Soit rf(2?, F, a, p) un élément de K{X^, X^C\X^\ y).
Comme le foncteur restriction GÇXi UXs) -> <?(Xi) est quasi-surjectif,
on peut supposer que F^F')^, où F'eOb(3(Xi UXa). Soit E' l'objet
obtenu par recollement de E et de F'\^ grâce à l'isomorphisme P.

Fig. i.

En identifiant E'\^ et J^' v^ grâce à ce recollement, on peut prolonger a
et P en posant a = Id et ? == Id au-dessus de Xa. On a alors de manière
évidente

i^d(E\F'^^))=d(E^F^^).

(fc) i* es( injectif. Soit rf(£, .F, a, p) un élément de K(Xi\jX^ X^'y y)
tel que d!(cr) == o, avec

(7=(7r|^^,a|^Pknx,).

D'après le lemme précédent, il existe donc un quadruple quasi-élémentaire
(9, 9, £, Id) tel que a" lui soit isomorphe (à addition avec un objet élémentaire
près), soit

/: ^k^-9, ^: ^k-^0.

On peut alors prolonger P en un isomorphisme P de E sur F en posant P == P
au-dessus de X^ et ? = g"1-/* au-dessus de Xi. D'autre part, on a a == (pp
au-dessus de Xa et a === çg""1 .£.ç/* au-dessus de Xi. L'isomorphisme a est
donc homotope à ç^. Par suite

^(^, F, a, (3) ==^(7?, F, 9p, p)=o.

C. Ç. F. D.

Pour conclure, signalons que, dans de nombreux cas particuliers, on a
une propriété d'excision plus forte. Par exemple, en anticipant sur les
paragraphes 2.1 et 3.3, on a la proposition suivante dont la démonstration
est calquée sur celle de la proposition (1.3.11) :
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PROPOSITION (1.3.14). — Soit ç : (5 -> e' un fondeur linéaire continu
entre deux catégories de Banach. Soient X un G-espace compact, Y un sous-
ensemble fermé invariant par G et V un G-fibre de base XfY muni (Kune forme
quadratique non dégénérée. La projection TC :X->XfY induit alors un
isomorphisme

KR'^A/Y, {y})^W^(^ F).

CHAPITRE II;

COHOMOLOGIE DES CATÉGORIES DE BANACH.

2.1. Les foncteurs K^ et K P - ' / .

Soit e une catégorie de Banach et soit C73'7 l'algèbre de Clifford de R^'7

pour la forme quadratique
_^ _. . ._ ̂  + ̂  ̂ -. . . + x^ (cf. § 1 . 1 ) .

On désigne alors par C^'7 la catégorie formée des objets de (3 où Falgèbre C p ) ( ï

opère Çcf. § 1.2, exemples après le lemme 1.2.18). D'autre part, d'après la
proposition 1.1.20, les algèbres C^4'7 et C p ' q + ^ sont isomorphes. Expli-
citement, désignons par e-^ &/, z'. = i, . . ., p , j' = i, . . ., q, les générateurs de
l'algèbre C7"'7 en général. L'homomorphisme f : C7^4'7-^ C^'7^4 défini par

f(€i) = ̂ _4, /(Sy) •=- S/4-4

pour i > 4 e^ ] quelconque et par
/(^•)== £1 . . . t,. . . £4

pour i^4? es^ alors un isomorphisme de C^4'7 sur C^'^4.

PROPOSITION (2 .1 .2) .— U isomorphisme de C^4 '7 ̂ ur C7''7+4 défini ci-dessus
induit un isomorphisme des catégories de Banach (S^4'7 et C^'^4. Si G est
complexe, V isomorphisme évident de C7^1'7 (̂ ) C sur C7''7^1 (̂ ) C induit de même
un isomorphisme de Ê^4-1'7 sur (^.7+1.

On définit maintenant un foncteur linéaire continu 7. de epîq dans Ê/^1'^4-1

de la manière suivante : soit E un objet de <3 et soient <^, £/, i === i, . . . . p;
jr*=i, . . . , ç , les générateurs de C^'7. On pose alors ^(£) == EÇf)Ej
l'algèbre C7'4'1'74'1 opérant sur ^(£') par les formules

/^- 0 \ , /£y 0 \ , /O — I \ , /O I\

^^(.o -.J' ^=(0 -s,> ^^(.i o > ^^(i o>
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Pour un morphisme f quelconque de (S7''7, on pose de même

X(/)=({ ;).

PROPOSITION (2 .,1.3). — Le fondeur y^ est une équivalence des catégories de
Banach CP^ et C^4-1'^1.

Démonstration, — On va définir un foncteur quasi-inverse
„ ' . (^+i,y-M_^ (^y.

Soit E un C1^'^- module; r\ = £^_i e?+i est alors un automorphisme involutif
de E (considéré comme C^-module par « restriction des scalaires »).
On pose

^(^)=^=Ker(i-7î)/2 et xV^/k.

On vérifie trivialement que ^('.^ w Id^,<y. Démontrons maintenant
que ^.^/= ïdçp+i ̂ +1. Posons

^^Ker^+YîVs;

jE se décompose alors en la somme directe E°Q)E1 et ep,^ est un auto-
morphisme de E (considéré comme objet de C) qui s'écrit sous la forme :

o —or
a o

Le morphisme de £°®Ê° dans £°®£1 défini par la matrice
1 °,

.0 a

induit alors un isomorphisme de 7..^ sur le foncteur identique.
c. ç. F. D.

Remarque. — Dans cette démonstration on a utilisé implicitement le
fait que C^1'^1 w C^9 (2).

Les propositions précédentes nous serviront également sous une autre
forme qu'il est bon d'expliciter. Pour cela, nous aurons besoin d'une notion
un peu plus riche que celle de catégorie de Banach et qui est la notion de
catégorie de Banach graduée. Une telle catégorie est la donnée d'une caté-
gorie prébanachique C et, pour tout couple (M, 7V) d'objets de (3, d'une
Z.-graduation Hom(Af, N) = Hom°(M, N ) ® Hom^Af, 7V) sur l'espace
vectoriel des morphismes de source M et de but 7V. On suppose évidemment
que cette graduation est compatible avec la composition des morphismes
et la somme directe des objets. Donc Hom^Tl^, 7V)xHomg(7V, P) s'envoie
dans îîomp+<l(M, P) par la composition des morphismes et l'on a des
isomorphisraes

}îomP(MQ)N, P) î^ îîomP(M, P) © Hom^ (7V, P),

ïïomP (P, MQ) N) w îîomP (P, M) ® ïîomP (P, TV).
Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 26
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Enfin, on suppose que tout projecteur de degré zéro admet un noyau.
Si l'on désigne par (3° la catégorie prébanachique dont les objets sont ceux
de e et dont les morphismes sont les morphismes de Q de degré o, la caté-
gorie (3° est donc une catégorie de Banach. On laisse au lecteur le soin
de définir lui-même les notions de foncteur gradué, d'équivalence et d'iso-
morphie (de degré o) entre deux catégories de Banach graduées.

Si (3 est une catégorie de Banach arbitraire, les objets de C^4-1 peuvent
être considérés commes les objets d'une catégorie de Banach graduée qu'on
définit ainsi. Soient e^ £/, i == i, . . ., p; j ==• i, . . ., q + i, les générateurs
de l'algèbre O^' et soient E, F deux objets de (^+1. Un 0 ̂ -morphisme f
de E dans F est dit de degré o (resp. i) si/^y+i = £y+i./*(resp./*.£^+i == — ^q^.f)
On vérifie aisément qu'on a défini ainsi une catégorie de Banach graduée
qu'on désigne par ep)q. Elle s'interprète également comme la catégorie
formée des objets gradués de (3 où l'algèbre graduée C p ' f j opère. Il résulte,
de là que l'isomorphisme des algèbres graduées C^4^ et C7^^4 (resp.
ç/H-i,^0Q ^ (^'^(^C dans le cas complexe) induit un isomorphisme
de é^4 '^ sur Ê^'^4 (resp. de ê^1^ sur ê^^1). On montre de même que
les catégories C ? ' ' 1 et g/^4-1'^4-1 sont équivalentes. On vérifie que ces deux
sortes d'équivalence (dans les cas gradué et non gradué) sont compatibles
entre elles; on a ainsi les diagrammes commutatifs :

Y ^ y /\/^/?-t-4.<y /• \ (^/M-5, y+l (^.P+^f7——^(^/^+5^<7+l

|^ ^ |^ |^ ^ |̂
^ •[ ^ t ^ 4-

^,y+4 /- ^ ^4-l,y4-o CP,(J+^__A-^^+1,<7+5

et des diagrammes analogues dans le cas complexe.

Remarque. — La catégorie (C^''7)0 s'identifie de manière évidente à Cî^''74'1.

DÉFINITION (2.1.4). — 5o^ d une catégorie de Banach et soit n€Z.
On désigne par (3" [resp. C") ?a catégorie de Banach {resp. la catégorie de/\
Banach graduée) C?^'0 51 n^o ou C0'"^ 5^ n<^o~).

PROPOSITION (2.1.5). — Les catégories ^ et C^ {resp. ê11 et é^8) sont
canoniquement équivalentes. Si (3 est complexe, il en est de même de (3^ et e^2

(resp. ê^ et ê^2).

Démonstration. — Raisonnons dans le cas réel non gradué pour fixer les
idées. Il résulte de la proposition (2.1.3) que C^ est équivalente à la
catégorie C^ par la composition de p ou q équivalences %. Si p — q === n,
on a donc les équivalences

Cn^ eP^r^j <^/?+4'<7+4^ CP^'^r^i ^+ts.
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En raison des diagrammes commutatifs précédents, ces équivalences sont
indépendantes du choix des entiers p et ç.

Si <3 est une catégorie de Banach graduée, on a un foncteur « oubli de
structure graduée » 0 : Ê° —^ C, (5 désignant la catégorie prébanachique
sous-jacente à <5 : il est défini par l'identité sur les objets et les morphismes
de (3°. Le foncteur 0 est évidemment quasi-surjectif, mais n'est pas de
Serre en général.

DÉFINITION (2.1.6). — Le groupe K du fondeur 0, qu^on note K(G), est
le groupe de Grothendieck gradué de la catégorie graduée (5. En particulier^
si e est une catégorie de Banach arbitraire, on désigne par ^'^((5) [resp. IfÇC)]
le groupe de Grothendieck gradué de la catégorie graduée CP^ (resp. (3").

Remarque 1. — II résulte des calculs précédents qu'on a des isomorphismes
naturels

KP^(C) wKp^^+^e), Kp^^(e) w KP^+^C)

et des isomorphismes analogues dans le cas complexe. En particulier, les
groupes K11 sont périodiques par rapport à n, de période 8 dans le cas réel
et 2 dans le cas complexe.

Remarque 2. — On peut définir les groupes K p ) ( j , K^ sans avoir recours
aux catégories graduées. Ainsi le groupe ^'^((S) est le groupe K du
foncteur restriction des scalaires epfq~i~i-> C^7. Ceci résulte du fait que la
sous-catégorie pleine de CP^ engendrée par les images des objets de C^'^1

par ce foncteur s'identifie à la catégorie prébanachique [ e p ' q ) . Notons
que ce foncteur restriction est quasi-surjectif : si E est un Cp> ̂ -module,
désignons par E l'objet « conjugué » de E obtenu en faisant opérer C?'^
sur E via son involution canonique; alors, d'après la proposition (2.1.3),
EQ)E peut être muni d'une structure de C7^1'^1-module, donc de
C7^4'1-module, étendant la structure de C^-module initiale.

D'après les considérations précédentes, tout élément de Jï°((3) s'écrit
en particulier sous la forme d{E, F, a), où E et F sont des objets gradués
de e (i. e. muni d'un automorphisme s de carré i) et où a : E—^ F est .un
isomorphisme non nécessairement compatible avec les graduations. D'une
manière générale, si G est un objet de (3 muni d'une graduation £,
posons G'°== Ke r ( i—s) /2 .

PROPOSITION (2.1.7). — Uhomomorphisme g de K° ((3) dans K{e)
défini par g (d{E, F, a)) = { E ° } — { F 0 } est un isomorphisme.

Nous ne démontrerons pas cette proposition qui sera conséquence de
la proposition (2.1.10) plus générale. Notons qu'on peut aisément définir
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l'homomorphisme g' de K{C) dans ^°(e) en sens inverse. En effet, si E
est un objet de e, on peut le munir de la graduation -)-i ou — i . Dési-
gnons par E^ ou E~ les objets gradués obtenus. On a alors

g ' { E ) = d { E ^ ^ E - ^ ) ,

où a est l'identité sur les objets de (3 sous-jacents.

PROPOSITION (2.1.8). — Soit 9 : e -> € ' un fondeur de Serre (resp.
quasi-surjectif). Le fondeur évident 9^q : CP' ^ -> (3'̂  est alors de Serre
(resp. quasi-surjectif).

Démonstration. — On peut employer la méthode qui nous a servi à
démontrer la proposition (1.2.16) mais d'une façon plus élémentaire dans ce
contexte. Soit G le sous-groupe multiplicatif fini de (C^)* engendré pare,, £,.
Supposons que 9 soit de Serre et considérons deux objets E et F de (3^
ainsi qu'un morphisme a : 9^ {E)-> ̂ p l q {F). Soit a un morphisme de E
dans F (considérés comme objets de (3) tel que 9(00)== a. Alors.

S = î I a7^4-1 ̂  ̂ -1. a. v est un morphisme de C^ ^-modules tel que 9^'q (î) = a.
I'ÇG

Supposons maintenant y quasi-surjectif et considérons un objet E de <3'̂ .
Munissons É = 0^ 0 E (^ E2^9) de la structure de O^-module induite
par le premier facteur du produit tensoriel. Soient i : E -> Ê, j : Ê -> E les

morphismes définis par i(e) = i^^^1 ̂  ̂ -1. i (g) (^.e et par /(X (g)/') === X . /'
(•€0

(avec les abus de langage signalés dans le paragraphe 1.2). Alors j A = Id^;
donc E est facteur direct de É. D'autre part, soient £" un objet de C'
et F un objet de C tels que (f(F) w EQ) E\ Alors 9^^(^)== £®Ê'.

C. Ç. F. D.

Soit ç : (3 — (3' un foncteur linéaire continu gradué entre deux catégories
de Banach graduées. Nous dirons (par abus de langage) que 9 est un fonc-
teur de Serre quasi-surjectif si le foncteur ® : (3 -> (3' est un foncteur de
Serre et si 9° : e°-. C'0 est quasi-surjectif.

DÉFINITION (2.1.9). — Soit 9: e-^e' un foncteur de Serre gradué et
quasi-surjectif. Le groupe K de la grille

(T»0
(fî0———^ (3/0

'l i"•^ _ Y

e-^>e'
y<

qu on note K{f), est le groupe de Grothendieck gradué du foncteur 9. En parti-
culier, si ^ : e --^ e' est un foncteur de Serre quasi-surjectif entre deux caté-
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gones de Banach ordinaires y on désigne par K p ' q {^) le groupe de Grothendieck
du fondeur gradué évident ^p>q : CP^--^ C'̂ 7. Le groupe KP^^) est donc le
groupe K de la grille

^p'^1
CP> y4-1 -__>- C' ^' y4-1

Y ^/ ^
CP' y —-—> c' P' y

Comme dans la définition (2.1.6), on pose T^(^) = ̂ '°(^) si n est
positif et Kn{^}= K^^l^} si n est négatif. Ces définitions recoupent
évidemment les précédentes lorsque la catégorie d'arrivée est la catégorie
nulle.

D'après les considérations du paragraphe 1.3, on peut donner une défi-
nition directe simple du groupe K I ' ^ I ^ ) : considérons l'ensemble r^7^)
formé des triples (E, F, a), où E, FçOh Ê/^4-1 (i. e. sont des C^-modules
gradués) et où a : E -> F est un isomorphisme de 0 ^-modules, ^a : çE -> <yF
étant un isomorphisme de C1^ '^-modules (i. e. de degré o). Un triple (JS, F, a)
est dit élémentaire si a est de degré o. Deux triples (Eo? Fo, ao) et (Ei, Fi, ai)
sont dits homotopes s'il existe un triple (£, F, a) de P^(^[o, i]) dont les
restrictions en { o } et { i { soient isomorphes aux deux triples donnés.
Ceci revient à dire qu'il existe deux isomorphismes f : Eo -> £1, g : Fo-> Fi
de degré o et une application continue t\->oi(t) du segment [o, i] dans
Iso(£o, Fo) telle que oc(o)=ao, a ( i ) == g-1 .ai ./* et que ^(a(^)) soit de
degré o. L'ensemble quotient de r^''7^) par la relation d'équivalence engen-
drée par l'homotopie et l'addition d'objets élémentaires est le groupe
abélien K^'1^} [cf. aussi la proposition (2.1.14)]. On note d{E, F, a)
la classe du triple {E, F, a) dans T^(^).

Si ç Y ' x : eÇX)-> eÇY) est le foncteur restriction associé à une caté-
gorie de Banach C, à un espace compact X et à un sous-espace fermé Y,
on note K^^X, Y; C), K^X, Y; C) les groupes A^p^), ^(p^").

Dans la définition (2.1.8) considérons le cas particulier où p ==== q = o.
Tout élément de K°(^) s'écrit sous la forme d{E°Q)E1, F°®F1, a),
où a : E°(S)E1—F^F1 est un e-isomorphisme tel que ^a soit de
degré o, i. e. représenté par une matrice diagonale

'cp°a o N

< ° ^ l a/

Alors d{E°, F\ ^°a) représente un élément de K{^) et la correspon-
dance d{E, F, a) -^d(E\ F\ ^°a) définit un homomorphisme g de K°{^)
dans 7^ (^). La proposition suivante généralise alors la proposition (2.1.7).

PROPOSITION (2.1.10). — L9 homomorphisme g : K0^) -> K{^) est un
isomorphisme.
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On peut donner plusieurs démonstrations de cette proposition {cf. [17]).
Nous allons adopter celle-ci qui a l'avantage de mettre en valeur le lemme
suivant :

LEMME (2.1.11). — Soit
e -^> €3

W ^ k
^ ^ ^e,—^e,,

une grille carrée de catégories de Banach où Ci, y 2, ^i et ^2 sont quasi-
surjectifs et où ^2 est un fondeur de Serre. On a alors une suite exacte :

K(D\ ̂ ; cp,) ->K(D\ ̂ ; ^,) ^KW -^K(^) -^(^,),

où tous les homomorphismes, excepté à1\ sont déduits de la fonctorialité du
groupe K.

Démonstration du lemme. — Soit 3îl^ (resp. *5TtqJ la catégorie cylindre
d'application de 92 (resp. ^i) {cf. fin du § 1.2). D'après le théorème (1.3.9),
il suffit de démontrer que K(CD) est isomorphe au groupe K de la grille

^.-^^
W • ^1 k^ - 4.

3}i^—^e,

Mais ceci résulte de la comparaison des deux suites exactes :

K{D\ S ° ; ^)-^K(D\ S ° , ̂ ^>K(S))-^K(^)-^K(^)
t6, t6. to te, te,

K(D\ S0 ; cp,) ->K(D\ S° ; ̂ ) -^KW -^K(^,) ->K(^)

obtenues en considérant les grilles « symétriques par rapport à la diago-
nale ».

Démonstration de la proposition (2.1.9). — Puisque l'algèbre de
Clifford C0'1 s'identifie à R©R, C 0 ' 1 s'identifie à ex<3 pour toute
catégorie de Banach (3. Le foncteur restriction des scalaires y : C X C -> G
est défini par ç((£, F)) = EQ)F et le groupe K°{^) est donc le groupe K
de la grille carrée

exe^Ïe'x^
ç cp'^ ^ ^e—--—^^/

D'autre part, d'après le lemme précédent appliqué à la grille symétrique,
on a la suite exacte :

K{D^ S°-, ^x^)-">K(D\ S ° ; ^)-^K(CQ)->K^x^)-°>K(^).
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Comme
K(^x^) wK^)@JR'^) et K(D\ S°^x^) wKÇD^ S°^)^K(D^ S^^)

de manière évidente, il existe des homomorphismes fi et y inverses à gauche
de §1 et S respectivement. On a donc la suite exacte courte :

o->KO^)-^K(^)(S^(^)—KW^Q'

Le résultat annoncé s'en déduit, en comparant cette suite à la suite exacte
scindée :

o->K(^)-^K^)QK{^)^K^)-^o,

où
c(.(x)-=(x, —x) et (3(y, z) =y^-z.

Nous allons donner une autre interprétation des groupes K ' ' ^ ^ } qui
nous sera très utile dans le paragraphe suivant et dans les applications.

Considérons la catégorie additive A^'^) suivante : un objet est un
triple (JS, £1, £2), où E est un objet de C^ et où ^ et £2 sont deux gradua-
tions (8) de E telles que ^(£1) =^(^}'^ un morphisme de source (£, £1, £2)
et de but {F, ïj1, ïj2) est un morphisme f : E ->- F de C11' ̂ -modules tel
que ï]l./*=/'.£l et que ^2./*=/'.£2. Notons r'^'^) l'ensemble des objets
de A^'^) et -M7''^) l'ensemble de ses classes d'isomorphie. Un objet
(£, £1, £2) est dit élémentaire si £ l = = £ 2 . Deux objets 0-0== (£o, s^, £;)
et 0-1= (£1, £1, £3) sont dits homotopes s'il existe un objet (E, £\ £2)
de r'^^o, i])) dont les restrictions en { 0 } et { 1 } soient respectivement
isomorphes à o"o et o-i. Par définition, J?'^^) est le monoïde quotient
de r'^^) par la relation d'équivalence usuelle. Bien entendu deux triples
isomorphes sont équivalents. Comme il est d'usage, on note d{E, £4, £2)
la classe du triple (Ê, £', £2) dans K'P^^).

Soit d{E, £S £2) un élément de K^^^) et soit E1, 1=1, 2, le 0'7-
module E muni de la graduation £'. Soit a : JS1 -^ £2 l'isomorphisme de
CP. ̂ -modules égal à l'identité sur les objets de <5 sous-jacents. Alors la
correspondance d(E^ £1, £2) \->d(E1, JS2, a) définit un homomorphisme y de
Tr^(^) dans ^1^^).

PROPOSITION (2.1.12). — Uhomomorphisme 7 ̂  A:'^^^) rfan5 ^^(^)
défini ci-dessus est un isomorphisme. En particulier, K' p ' q ( ^ ) est un groupe
abélien.

Démonstration. — On va définir un homomorphisme y' : KP^^} -> K^^^)
inverse de y. Soient d{E, F, a) un élément de K^9^) et JS' (resp. F')

(8) On appelle « graduation » de E un automorphisme involutif de E qui anticommute
aux générateurs de F algèbre- CP'^ ou, si l'on préfère, une structure de CP^"^ ̂ module sur E
étendant la structure de C^-module initiale.
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le Cp'q-mod\lïe sous-jacent à E (resp. F). Soit £ (resp. ïj) la graduation
de E/ (resp. jF') et soient £', i = i, 2, les graduations de E ' définies par £1 = £
et par £2= a~'l.T].a. On pose alors

^ ' ( d { E , F ^ ) ) = d ( E ' ^ \ ^ ) .

On vérifie sans peine que y' est inverse de y.

Remarque. — Grâce à cet isomorphisme, ou bien directement, on démontre
la formule

d{E^\^^d{E^\^=d(E^\ ^) .

En particulier, d{E, £1, £2) est l'inverse de d{E, £1, £2).
Notation. — En raison de l'isomorphisme précédent, on conviendra

de noter K^9^) indifféremment le groupe KP^Ç^) ou K^'9^).

LEMME (2.1.13). — Soit d(E, £1, £2) un élément de 7^(4). Pour que
d(E, £1, £2) = o, il faut et il suffit qu^il existe un CP1qrmodule T muni d'une
graduation r\ [couple quon notera en abrégé (7', ïj)], tel que £ 4 ® ^ soit homo-
tope a £ 2 ®Yj parmi les graduations de EQ)T.

Démonstration. — Si d(Ey £4 , £2) == o, il existe deux C^-modules
gradués (T, Y]) et (T', Y]') et un isomorphisme f : E © T -> T de
C^-modules tels que ^(^Y] et s2®^ soient toutes deux homotopes
à /*-l.Y]'./l. Donc ^OTI et £ 2®^ sont homotopes (l'image par ^ de cette
homotopie étant constante). La réciproque est immédiate.

PROPOSITION (2.1.14). — Notons i Vhomomorphisme évident de Mp'q{^')
dans Kp'q(^). Soit G un groupe abélien et f un homomorphisme de AP'9^)
dans G qui jouit de la propriété suivante :

(H) /*({£, £1, £ 2 } ) = = o s'il existe une application continue £ de [o, i]
dans l''ensemble des graduations de E telle que £ (o )==£ 1 , £(i) = £2 et
que ^(£(<)) = ̂ (£1). Il existe alors un homomorphisme f de K1'^^} dans G',
et un seul, tel que f=f.i.

Démonstration. — Evidente à partir du lemme précédent.
Remarque. — La proposition précédente permet ainsi de caractériser

le groupe K p ' q { ^ ) à isomorphisme près.

2.2. Le théorème fondamental.

Soit W un fibre vectoriel réel de dimension finie, de base un espace
compact X, muni d'une forme quadratique non dégénérée Ç. Soit V
un sous-fibre de W tel que la restriction de Ç à V soit non dégénérée.
Si e est une catégorie de Banach et si Y est un sous-ensemble fermé de X,
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on désigne par K^ J \X, Y; (3) [ou simplement par K^'^'ÇX, Y) lorsqu'il
n'y a pas de confusion possible] le groupe K de la grille carrée

e^(^r)—^e^(A r)

4- t
e^ ( Y) —-> e17 ( Y)

soit E ^ ' ^ ^ X ^ Y) l'ensemble formé des triples (£', w1, w2), où E est un
objet de (3 et où w1 et w2 sont deux structures de C(W)-moduïes sur E
(considéré comme C-fibré trivial sur X) telles que w1 |r== w2 \y et que
w^ f.= w21^. Comme dans le paragraphe précédent, on démontre que le
groupe K7^1\X, Y) est le quotient de ê^^ (X, Y) par la relation d'équi-
valence engendrée par l'homotopie et l'addition de triples élémentaires
[i. e. de la forme (£', w, w)].

En particulier, soit T p ' q le fibre trivial XxR7^, muni de la forme qua-
dratique —^l 2 —.. .—^+a;^ l+ . . .+^y , et soit W=VQ)T°'\ On
note alors K1\X, Y; (3) le groupe K^ r obtenu. Bien entendu, si C^(X)
désigne la catégorie graduée formée des (3-fibrés gradués où opère le fibre
en algèbres graduées C[V), K1 (X, Y; C) est aussi le groupe de Grothen-
dieck du foncteur gradué Qr ÇX) -> (3^^. Dans la suite de ce chapitre,
on s'intéressera exclusivement aux groupes K T . On étudiera les groupes
plus généraux K^ r dans le chapitre suivant ( ( )). Si V == T^7, on retrouve,
bien entendu, les groupes K^ÇX, Y) = K^^X, Y; C) définis dans le
paragraphe précédent.

Soit V == V® V " une décomposition de V en sous-fibres orthogonaux
pour Ç, la restriction de Q à V étant définie positive. La projection ortho-
gonale de l'hémisphère supérieur S^^V'ç^i} sur B ( V ' } (i désignant le
fibre trivial T°'1) est un homéomorphisme laissant invariants les points
de 5(V). On identifiera désormais S+{V/(:f)ï) à B ( V ' } grâce à cet homéo-
morphisme. Soit t l'homomorphisme de K'^^ÇX) dans K^^\B (F'), 5(7'))
défini par la formule

t ( d ( E , ̂  ̂ n^^Tr^s^1)^^2)),

OÙ

a. TI : S^ÇV'Q)!) -> X désigne la projection canonique;
&. les structures de C(F"^i)-modules de ^* E sont représentées par

les applications continues
5 (wQ : V'^ï-^End^E (/=i,2),

(9) En fait, malgré les apparences, les groupes K^ nous seront plus utiles que les
groupes K ^ - r dans les applications (à l'exception du § 3.2).

Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 27
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qui sont définies au-dessus du point (^/, X) de S+(V/Q)ï) par
£ { W 1 ) (V\ ^) =W^(0, V\ 0) -+-^(^ 0, V}.

THÉORÈME FONDAMENTAL (2.2.1). — Z/homomorphisme

t : K^^^'W-^K^^" (B(V'), S(V'))

est un isomorphisme.

Avant de commencer la démonstration, qui occupera tout le paragraphe,
il est bon de faire les quelques remarques suivantes. Tout d'abord, ce
théorème a comme conséquence le théorème de périodicité de Bott en
^-théorie réelle. En effet, si l'on a y"=o, y'r^T0 '8^, l'homomorphisme (
définit un isomorphisme de K-^^X) ^ KÇX) sur KÇXxD8^ Xx S3^)
[e étant par exemple la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie].
Dans le paragraphe suivant nous donnerons une description plus précise
de cet isomorphisme ainsi que le lien entre le théorème (2.2.1) et les
résultats d'Atiyah, Bott et Shapiro [6]. Dans le chapitre suivant, nous
démontrerons des variantes et des généralisations de (2.2.1) qui auront
de nombreuses applications, en théorie KG et en théorie KR notamment.

Pour démontrer le théorème (2.2.1), plusieurs étapes vont être néces-
saires. Nous supposerons d'abord que X est réduit à un point (<3 étant
quelconque) et nous raisonnerons par récurrence sur la dimension de V.
Ceci démontré, le théorème résultera d'un argument classique de suite
exacte de Mayer-Vietoris. L'étape essentielle est la démonstration du
théorème suivant :

THÉORÈME (2.2.2) . — Soit e une catégorie de Banach. U homomorphisme
t : Kp'^^e) ->KP^{D\ s°; e)

est un isomorphisme.
La démonstration va utiliser des techniques déjà éprouvées par Atiyah,

Bott et Wood ([5], [25]). Elle diffère sensiblement de celle trouvée origi-
nalement par l'auteur (cf. [17]).

Explicitons l'homomorphisme t dans ce cas particulier en convenant
d'identifier l'action de C°'1 à la graduation définie par son générateur.
Tout élément de K^^^G) s'écrit alors sous la forme d{E, v, £g+i, ^, s2) :
v y représente l'action d'un vecteur générique de R^7, £ç+i la graduation
de (£', v) induite par l'action de C011 et s7,./ = i, 2, deux graduations (indé-
pendantes) de [E, ^, £y+i). On a donc en résumé les relations

^=Q(^).i, (e^i)2^!, (^^i,
^.Sy+i==— Sy-M^ V.^=z— ^ .V, £^i.£/'=:— £^.£y+i.

Considérons maintenant le (3-fibré trivial TC*£, TZ : D1 -> P, et munissons-le
de la structure de C^-module TI*^. Vu l'identification faite plus haut,
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on représente D1 par le demi-cercle du plan complexe formé des points ^°,
0^:9^71. Munissons TC*E des graduations £-7 définies au-dessus du
point ^9 par Zq+i cos9 + ^sinô. Avec des notations évidentes, on a
ainsi la formule

t ( d ( E , v, Sy+i, s1, ^))=d(E\ v, Sy+iCOsô+c^inO, Zq^ cos6 + £2 s in6).

LEMME (2.2.3). — Tout élément de K^ÇD^ S0) s'écrit sous la forme
d{E, v, £y+icos6 + s^inô, £ ( 0 ) ) ,

où {E, ^, £^+i, £1) est un C^^-module gradué et où £y+i cos6 4-£1 sinô
[resp. £(9)] représente les graduations de {E, ^, £^_i) au point ^8. Pour que

d(E^ v^ £y+i cos6 4- s1 sin6, £ ( 6 ) ) = o,

il faut et il suffit qu^il existe un C^^-module gradué {F, w, ^y+i, ïi1) tel que
£(9) ® (^+1 cos9 +'l1 sinô) soit homotope à

(£y+i cos6 +- £1 sin6) 0) (7îy+i cos6 + Y}1 sin6)

parmi les graduations de {EQ)F, P©W, £<y+i©ï)^i) (Vhomotopie restreinte
à S° étant constante).

Démonstration. — Puisque D1 est contractile, on peut supposer que la
première graduation £'(6) d'un élément d(E, ^, £'(6), £(9)) de K^ÇD^ S°)
est constante et égale à £^+i grâce à un isomorphisme convenable. On peut
aussi supposer, quitte à ajouter un triple élémentaire, que (£, ^, £^.1)
est la restriction d'un 0^1 -module gradué de graduation £4 (disons).
La première assertion s'en déduit compte tenu de l'identité

n û
£,/+i cos6 + £' s in6 = Ç.£y+i.Ç-1, avec Ç == cos - + ^ëq+i sin -•

La deuxième assertion est une conséquence immédiate de ce qui précède
et du lemme (2.1.13).

Notation. — Pour alléger l'écriture, on notera désormais ((^, £^_i, £ 4 )
une structure de C^'^-module générique sur E, F, etc.

LEMME (2.2.4). — Tout élément de K^^D1, S°) s'écrit sous la forme
d(E, v, £^icos9+ ^sinO, a.£^.a-1), où a = a ( 9 ) est un automorphisme
du C^^-module (E, ^) dépendant continûment de 6 et jouissant des propriétés
suivantes :

(i) a ( o ) = = i ;
(ii) £^i.a('K) ==—a(7i) .£^i .

Pour que d{E, v, £^+i cosQ + £' sin9, a.£^i. a-1) = o, il faut et il suffit
quil existe un C^^-module gradué (F, p, £^i, £') tel que a^^ soit
homotope à ^(3) ̂  parmi les automorphismes de {EQ)F) vérifiant (i) et (ii).



212 M. KAROUBI.

Démonstration. — Désignons par GL°{E) [resp. GL°(jE)j le groupe des
automorphismes a de {E, ̂  appartenant à la composante neutre [resp.
et tels que a (o)=i ] ; les objets de (S sont toujours identifiés ici aux
C-fibrés triviaux sur jD1. Désignons de même par GRAD°(E) [resp.
GRAD°{E)] l'ensemble des graduations £ de (£, ^ appartenant à la
composante connexe de Zq+, [resp. tels que £(o)=£^]. L'application s
définie par 5 (a) = a.£^ .a-1 est une application continue de GL°{E)
dans GRAD°(E) [resp. de ~GL°{E) dans GRADEE)]. En fait, on voit
aisément {cf. Wood [25]) que cette application est surjective et ouverte
et que son noyau est le sous-groupe H° (resp. AT0) formé des éléments a
tels que a.£^.i= £ç+i.a. Par passage au quotient, s induit donc un homéo-
morphisme de GL°(E)IH° sur GRAD°(E) donc de 'GL°(E)/H° sur
GRAD°(E). En particulier, s est une fibration de Serre de ~GL°{E)
sur GRAD°(E). Avec les notations du lemme, on en déduit qu'il existe
un automorphisme a (6) tel que a(o) =i et tel que

£(6 )==a(0 ) .£^ . (a (9 ) ) - ^ .

On a, de plus, — £ç+i = a(7i) .£^1 .(a(îi))-1 ; donc a satisfait à (i) et (ii).
La deuxième assertion du lemme résulte aussitôt du lemme (2.2.3) et de
la fibration précédente [compte tenu que Ç satisfait à (i) et (ii)].

On a ainsi ramené le problème de la recherche de £(9) à la considération
d'un isomorphisme a (9) satisfaisant à (i) et (ii), ce qui est relativement
plus aisé. On va maintenant tâcher de «simplifier » a (9) de manière à obtenir

A f\

un élément de la forme cos- + ̂ ^i sin-- Pour cela considérons dans la
•i 2

y\.

catégorie graduée (S^ la graduation canonique définie pour toute flèche f
— — A A

par f== £^_i./\£^i. On a alors ^ ='C~1 == cos - — ^ s.q+i sin - ' Introduisons
2 2

û

la variable <p = ̂  et posons Ç= cos 9 + ^Zq+i siny. Un automorphisme

de (Ê, P) paramétré par e^çS1 et qu'on écrira a(^) pour des raisons
qui apparaîtront plus loin sera dit permis s'il satisfait aux trois condi-
tions suivantes :

(a) a(-^)=-a(Ç);

(&)a(Ç)=a(Ç;

(c) a (^ )= i pour y=o .

Si un automorphisme a, défini seulement pour o^y^71? satisfait à (i)

et (11), il existe un seul automorphisme permis, qu'on notera encore a, qui
prolonge a sur S ' tout entier. Un automorphisme permis sera dit laurentien
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(resp. quasi-polynomial, resp. quasi- affine) s"'il s'écrit sous la forme
+/? / ^ \
^ ̂ -i Ç271-1 ( resp. ̂  ̂ -̂.i Ç2"-1, resp. a_i Ç-1 + ai U.

n-=-—p \ n-=.Q /

On définit de manière évidente une homotopie laurentienne, quasi-poly-
nomiale, quasi-affine entre morphismes laurentiens, quasi-polynomiaux,
quasi-affines. Si a est un automorphisme vérifiant (a) et (&), son norma-
lisé a est l'automorphisme (o^i))""^ (Ç) ; a vérifie (a), (fc) et (c). Si a est
laurentien (resp. quasi-polynomial, resp. quasi-affine), a est laurentien
(resp. quasi-polynomial, resp. quasi-affine).

Notation. — Pour alléger l'écriture, on écrira provisoirement d{E, ^, Ç, a)
l'élément d ( E , ^, £^1 cosô + £1 sin9, a.£^ .a"1).

Soit rî'^û1, 5°) [resp. r^fû1, 5°), resp. r^'^D1, S0)] l'ensemble des
quadruples (£, ^, Ç, a), où a est un automorphisme permis laurentien (resp.
quasi-polynomial, resp. quasi-affine). Introduisons dans les ensembles ^ p ' f l

les relations d'équivalence suivantes :
(E, ^, ̂ , a^)^(F, ç., ̂ , a^)

<=^ il existe (G, ^, ^) tel que a^(9^(9^ soit homotope à ^©^©^,
l'homotopie étant laurentienne (resp. quasi-polynomiale, resp. quasi-
affine). On note K^ {D\ 5°) [resp. K^{D\ 5°), resp. K^{D\ S0)] le
monoïde quotient par cette relation d'équivalence et à^ (resp. dp, resp. d^)
l'application canonique de l'ensemble r^ dans le monoïde K.

On a une factorisation évidente de ( :

KP^ (C) -"> KP^(D1, S°)-^K^(D1, S^-^K^(D\ S^^KP^ÇD^S0).

Dans les lemmes qui suivent on va démontrer que les homomor-
phismes tj sont surjectifs et de noyau réduit à o. Il en résultera que
les tj sont des isomorphismes, d'où le théorème (2.2.2).

LEMME (2.2.5). — Uhomomorphisme ti est surjectif et Ker^i===o.

Démonstration. — Considérons un élément d{E, ^, Ç, a) de jK^^Z)1, 5°).
Dans cette expression a représente une application continue du cercle e^
dans l'algèbre de Banach réelle A = End((Ê', ^)). La théorie des séries
de Fourier nous apprend que a est la somme d'une série de la forme

+00

—°4-^a^ cos^cp + (3^ silmcp,
2 ^——B

n=l

où les coefficients a^ et ^n sont des éléments de A qui s'expriment par les
intégrales

i r271 i r ' ^
G(.n= - f a (Ç) cosn^d^, ^n~= - ^ a (Ç) smn^d(ft.

7r ^o 7r Jo
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En écrivant

Ç^==cos^cp+ s^y+i sin^cp et Ç-^=cos7îcp — £1 £y+i silmcp,

on trouve finalement que a est la somme de la série convergente (au sens
4- oo

de Cesaro) ^a^, où les coefficients dn sont des éléments de A définis

par l'intégrale

an=^ f ^W^'1^
^ 0

et satisfont aux relations : dn= o pour n impair; an== a^ Posons
-+-/i

^(Ç)=^,ç/' , et ^<Ç) = ̂ iLt̂ )̂.
— n

Puisque l'ensemble A* des éléments inversibles de A est un ouvert loca-
lement convexe, uS^} + (i — u) a(^) est inversible pour N suffisamment
grand et vérifie (a), (&) et (c), V^€[o, i]. On voit ainsi que

d(E^^^)=d^^^S^\

ce qui démontre que ^ est surjectif. L'injectivité de t, va résulter d'un
argument analogue appliqué à la catégorie de Banach C([o, i]). En effet,
supposons que t,(d{E, v, Ç, a) = o). Alors, d'après le lemme (2.2.4),
il existe un O^-module gradué (F, p, £^, £1) tel que a®^ et ^©^
soient homotopes parmi les automorphismes de EQ)F vérifiant (a), (fc)
et (c). Cette homotopie représente une application continue a du cercle
dans l'algèbre de Banach -B([o,i]) , avec B = End(E®F, ^). D'après
la discussion ci-dessus, il existe une approximation laurentienne S
de a telle que u S + ( i — u ) a soit un élément de B([o, i]), V^€[o, i]
vérifiant (a), (&) et (c). On obtient alors une homotopie laurentienne ^(u)
entre a^Ç^ et î^^ en posant

^(u)=z3uS(o) +(i-3^) (a©^) , pour o^^1

o

y(<,)=S(3M-i) pour1^;/.^3,
0 0

Y(^)==(3-3^)S(i)+(3?/-2K^ pour |^^^:i.

LEMME (2.2.6). — Uhomomorphisme t^ est surjectif et Kert^=o.

Démonstration. — Considérons un éléments == d(E, ̂ , ^ a) de K^^D1 S0}

où a =^a^-i^-1. Alors P = a.Ç2^1 est un polynôme en Ç. Notons main-
-/?
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tenant qu'on a la formule

d^E, ̂  Ç, P^-2P-i)=dL(E, ̂  Ç, PC-') ^-pd^E, ̂  Ç, Ç-1);

considérer le produit des matrices
/p^-2p+i o\/cosu —s in^ \ /Ç - 2 o ^ / cos^ sm^\
\ o Ç}\smu cosu } \ o ï ) \ — s i ï î u cosu)

et raisonner par récurrence sur p. Donc t^ est surjectif. Montrons mainte-
nant que le noyau de t^ est réduit à zéro. Supposons donc que

t.(dp(E,^^P^))=o.

D'après la discussion ci-dessus, appliquée à la catégorie de Banach <3([o, i]),
il existe n tel que PC2"-4-1 soit homotope de façon quasi-polynomiale à ̂ n+l

si l'on ajoute un C^'^-module gradué convenable. Remarquons maintenant
que, quel que soit M, P^4'1® E^ est homotope de façon quasi-polynomiale
à P^^OÎ : considérer le produit des matrices

( p^în—i o \ /cosu —sin^\/Ç2 o\ / cosu smu\
o Ç - ' l / \s in^^ cosu ) \ o i/ \ — s m u cos^/

En raisonnant par récurrence sur M, on en déduit que PÇ'^ç^^+i est
homotope de façon quasi-polynomiale à -P^2^1^]) Cz^+i et que de même
^E^B^E^ est homotope à ^+1®^^.

C. Ç. F. D.

LEMME (2.2.7). — U élément d(E, ^, ^, Ç^7"1) est inversible dans
K^ÇD^S0) [resp. dans KV {D\ 5°) si p^o, r^p. ^an5 K^ (D\ S0)
si p = o] 6( 5on inverse est d { E * , ^, ^*, Çl^~1), ou JS* désigne le Cp'q-module E
muni de la graduation opposée à celle de E.

Démonstration. — En effet,

d(E, p, Ç^ ÇIT-1) +6^ p, Ç^, Ç^-^^^^C^ ^ ^©^ ïî),

où
/^r-1 0 \

•^=[ o r^-1)'\ ° ^E* /

Pour uç. o, - ? le morphisme défini par le produit des matrices
I- 2 J

/cosu — smu\ /Ç^ o \ / cosu siïiu\
\sm u cosu } \ o ^E*) \—smu cosuj

définit une homotopie de '^E@E* à Ç^^. De plus, cette homotopie est
quasi-affme de manière évidente. En écrivant î^j^== ^E^E^ÏQE* et en
raisonnant par récurrence sur p, l'assertion en résulte aussitôt.
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LEMME (2.2.8). —Uhomomorphisme ^ est surjectif et Ker^==o.

Démonstration. — Soit x=d{E, ^, ^, a), avec
a = a_i Ç-' + ̂ , Ç + . . . + a,n-i Ç'^-',

un élément de K^{D1, S°). Considérons Fendomorphisme de (£, ^) /<4

défini par la matrice
/ u-\ a\ • • • - ^-A

/ - Ç 2 i o . . . o \
/ .^(a)^! o -Ç2 i . . . o I.

Si l'on pose

on a l'identité

o o . — Ç'2 i

I 0 . . . . 0\

/ Ç2 i o . . . o \
h={ ^ S2 I . . . 0 1,

\^ Ç2"-2 . . . . i/

('a ai . . . . a,, .

Z-(a).Ç-./.= 0 ^ 0 ; ; ; °

, 0 0 . . . . Ç-1/
avec

^•==^^-iÇ^-V-1.

^^/

Elle montre en particulier que L"(a) est inversible. On a donc

t.,(d^{E, ̂  Ç, Z^a).^-1)^^^^ ^ Ç, a) + ndp (E, ̂  Ç, Ç-1).

D'après le lemme (2.2.7) , on a par conséquent
d^E, F, Ç, a) ==:t,(c^(E, p, Ç, £» (a) .Ç-') + nd^ (E\ ̂  ̂  ^4)),

ce qui démontre la surjectivité de ts.

Considérons maintenant un élément
d^ (E, (^ Ç, a) € K^i {D\ S0), avec a = a_i Ç-1 4- ai Ç

et supposons que dp(^E, p, Ç, a) == o. Quitte à ajouter un objet élémen-
taire, il existe donc une homotopie quasi-polynomiale entre a et Ç, soit

n

(Ç)=^^,_i(<OÇ2--1, t ç [o , i ] .^(Ç) == ^a-is-\

Alors L'^a^.Ç"1 est une homotopie quasi-affine qui va induire, de manière
évidente une homotopie quasi-affine de a ç^) ̂  à ^(f)^ s01^ ^e a © ̂ *"
à ^(B^s-*». Par conséquent, d^{E^ ^, ^, a) === o.

c. ç. F. D.
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LEMME (2.2.9). — Uhomomorphisme t', est surjectif et Ker^,= o.

Démonstration. — Soit

d^{E, r, Ç, a)-1^^/)1, ^°), avec y. == a^Ç-1^ a,Ç.

En revenant aux coordonnées cartésiennes a;==cosy, î /=siny, a s'écrit
sous la forme ix-{- gy, avec g = = — g. Du fait que cosy+ gsiny est inver-
sible quel que soit y, on déduit que le spectre de g dans l'algèbre de Banach
complexe A Ç?) G, avec A == End ((£', ^)), ne rencontre pas l'axe réel.
Soit Y^ (resp. y) un chemin fermé difîérentiable entourant la partie du
spectre d'ordonnée positive (resp. négative) choisis de telle sorte que y^
et y" soient symétriques par rapport à l'axe réel. Considérons les intégrales

— ̂  f^ • s - °-)-'rf3' — d. fj1 •3 - ̂ ds-
Alors e^ et e~ sont deux projecteurs orthogonaux de somme l'identité.
L'élément g=i(e+—e~) est un automorphisme de {E, ^) de carré — i
et satisfait à g ==-- — g.

i——>
(———^-

Fig. 2.

De plus, (i — u) g + u g, u€[o, i], est une homotopie de g à g parmi les
automorphismes h de (\E, ^) de spectre ne rencontrant pas l'axe réel et tels
que Zq+i-h= — / i .£<y+i. Si l'on pose s2^ g.^+i, on voit aussitôt que £2 est une
graduation de (£', (^, £^4-1) et que

t^(d{E, v, cy+i, £ ' , s2) =d^{E, v, Ç, a).

On démontre de même que t^ est injectif en remplaçant (3 par ^([o, i])
dans l'argument précédent et en remarquant que g == g si g est de
carré — i. Ceci achève la démonstration du lemme (2.2.9), donc de (2.2.2) .

Remarque. — On démontrerait de la même manière que
T^e^JQ w^ÇBÇT), S(T))

lorsque T est un fibre trivial de rang un. En anticipant sur le para-
graphe 3.3, remarquons qu'on a un isomorphisme analogue

KR^^^^KR^^B^T), S ( T ) )

si G opère trivialement sur T.
Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 28
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Avant de passer à la démonstration du théorème (2.2.1), il est bon de
donner une forme équivalente de (2.2.2) qui nous sera utile dans le para-
graphe suivant. On l'obtient en décrivant de manière explicite les isomor-
phismes K w K ' [cf. prop. (2.1.12)]. Soit donc x=d(E, F, a) un élément
de ^'^(C), où E et F sont deux 0 ̂ '-modules gradués et où a est un
isomorphisme non nécessairement de degré o. Si l'on désigne de manière
plus explicite par (J5, ^ £^i, s1) le C^^-module gradué E, il correspond
à x l'élément d{E, v, £^i, £1, £2) de TT^^e); £2 y désigne la graduation
de F « transportée » sur E par a, i. e. a-^.^.a, où £^ est la graduation
de F. En appliquant (2.2.2), on trouve l'élément

d ( E , v, s^+i cos6 -h £1 sin 6, £y+i cosO 4- £2 sin 6)

du groupe K'^^D^ S0) ; il s'agit d'interpréter cet élément comme un
élément du groupe K^ÇD1, 5°). Pour cela, considérons les isomorphismes
de degré o

/• : (E, v, £y^.i) —^ {E, p, £y+icos6 + ^'sinO) (^==1, 2)
n n

définis par fi= cos- + £/ £7+1 sin -• Alors
2 2

/ï1 •/l == ( COS - — £2 £y+i Sill - ) [ COS - + £1 £y+l SIH - )
\ 2 2 y \ ^ 2 2 y

- l ^ 0 • 9 ^ / / 6 i • ° \== a 1 cos - — £^£04-1 sin - a cos - 4- ^ £,7-4-1 sin - •
\ 2 2 / \ 2 / 2 /

Posons £^=== £1 ; on a ainsi défini un homomorphisme w de K^^ÇC) dans
KP^{D\ S°; 0) par la formule

w(d(E,F^)=d(E\Ef^f)^

dans cette formule £' est le C^-module E muni de la graduation £^+i
et a' est Tautomorphisme de £' défini au-dessus du point e^ de 2)1 par

,^ -i/ 9 . o \ / Q . e \a (y; == a 1! cos - — £^£y+i sm- j a 1 cos- 4- £^£y+i sm- ) .
\ 2 2 y \ ^ 2 .2 y

THÉORÈME (2.2.10). — U homomorphisme

w : AP'^ (e) -> KP^ÇD^ s0, e)

défini ci-dessus est un isomorphisme.

On va maintenant démontrer le théorème (2.2.1) dans le cas particulier
où V et V" sont triviaux. Pour cela, on raisonnera par récurrence sur la
dimension de F', le théorème (2.2.2) étant précisément le premier pas
de cette récurrence. Supposons donc le théorème (2.2.1) démontré
pour dimV < n. En fait, on peut définir un homomorphisme (10)

t : K^'^^'^X, r^^^x^n^x^nurx^n)
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qui généralise l'homomorphisme ( précédent pour Y= 0 (on impose aux
graduations d'être égales sur Y). Cet homomorphisme est aussi un isomor-
phisme pour dimV^n, comme cela résulte aussitôt de la proposi-
tion (1.3.14) [ou de la proposition (1.3.11) si X est un polyèdre
et Y un sous-polyèdre]. Ceci dit, soit V un espace vectoriel de dimen-
sion n (10). Soit £1, . . . , £„ une base orthonormale de V et soit V[
(resp. F;) le sous-espace engendré par ^, . . ., s^ (resp. £„). D'après Vhypo-
thèse de récurrence, on a donc un isomorphisme

f. KI•'^("•,(S^.)^^^•,Qr..^(V[Ql\S(V[))

qui est défini, avec des notations évidentes, par la formule

t(d(E, v [ , v',, v " , e«, £3) )= d{E,v',,v\ v\ cos9t+e» sin9i, v[ cos9i+ ̂  sin9i).

En appliquant de nouveau (, on obtient un élément de

^"(^(F;®i)x^(F,®i), ^(^©i)xx5(FOu5(FOx.v^(V,©i))

qui s'écrit d(E, v " , i1, ?2), avec

?'==('2cos92+ ((', cosOi+s'sinQi) sine,, 9,, Q.,çïo, "t.

Remarquons maintenant qu'on a un homéomorphisme relatif h de la
paire figurant dans le groupe K ' ci-dessus dans la paire

(S+(V[@V',@i),S(V[@V;)).

Cet homéomorphisme est défini de la manière suivante : à un couple
(PI cos0i+£sin9i ,p, cos6,+ YisinG,), où v,eS(V[), v,çS(V',) et où e
(resp. Y]) est le vecteur unité de la dernière coordonnée de T^Qi
(resp. V',Q)i) on associe l'élément (^ cos6i+ ^sinOi) sin92+ v[ cosôa,
Ç étant le vecteur unité de la dernière coordonnée de F'^i= V\@ V'^i.
L'assertion en résulte aussitôt en examinant les graduations en chaque
point et en appliquant de nouveau la proposition (1.3.14).

Démonstration du théorème (2.2.1). — Soit [T.] un recouvrement fermé
fini de X tel que les restrictions de V et V " à 7\ soient isomorphes à des
fibres triviaux. En raisonnant par récurrence surj, on est ramené à démon-
trer que si le théorème est vrai au-dessus de Ui, U^ et U^U^, il est vrai
au-dessus de U, U U,, avec U,= [j T, et U,= Tj. Pour cela, considérons

'•</
la suite de Mayer-Vietoris {cf. Eilenberg-Steenrod [13] ou [24])

^r(^)®^(K)->/rf(t/,n^)4-^({/^^)-^^(^)e^(^)-^A^n^),

('») On convient d'identifier les fibres triviaux aux espaces vectoriels qui leur donnent
naissance.
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où l'on pose
K^A, ^^K^ÇAxD^AxS^uBxD1).

L'homomorphisme A est défini comme le composé

^(^in^)-^^(^ U,r\U,)Ï-K^(U,\jU,, U,)->K^(U^U,)

[^.prop. (1.3.11)].

LEMME (2.2.11). — La suite de Mayer- Vietoris définie ci-dessus est
exacte.

Démonstration. — C'est une conséquence formelle du théorème (1.3.9),
de la proposition (1.3.11) et de la remarque précédant le théorème 2.2 10
{cf. [13] ou [24]).

D'autre part, on a également une suite exacte de Mayer-Vietoris (rela-
tive) à l'autre bout des homomorphismes t. D'après le lemme des cinq
et la naturalité des homomorphismes t, le théorème va être conséquence
du corollaire du lemme suivant qui exprime l'opérateur cobord de la suite
exacte en termes d'homomorphismes induits.

LEMME (2.2.12). — Pour tout couple (A, fi), Acfi, le diagramme suivant
est commutatif :

K^ÇAxD^AxS0)———————'——————^K^(B,A)
t 1
I' i'

K ^ ( B x { o } u A x D } , A x { i } u B x [ o } ) — > K ^ ( B x { o } uA xD\ A x { i } )

|Ax{l}

.Bx{0}

Fig. 3.

COROLLAIRE (2.2.13). — Le diagramme suivant est commutatif :

K^U^U,)—————A—————>K^(U,\jU.)

î' ï1 • . •
K','"((B(V), 5(7'))jy^^)-^^"(5(y'), S(V'))\^u,)

Une généralisation. — Soit 9 : C -> € ' un foncteur de Serre quasi-
surjectif entre deux catégories de Banach. On définit le groupe K^ÇX, Y; <p)
comme étant le groupe K de la grille « cubique » (fig. 4).
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II peut se décrire directement comme étant le groupe K construit à partir
d'éléments {E, ^ c1, £2), où E est un objet de e(X), où C{V) opère et où s1

et £2 sont deux graduations de (£, p) telles que : a. ^Lrr^L;
&. <p(£ 1) ==y(£ 2 ) . On définit alors aisément un homomorphisme

/ : .K^(^^^^K^"(n(v'),S(vf)^).

^\Y) ->^{Y)

V^iX) -̂ OC)

^̂
{Y}-

^
..^(Y}

^\X). ^e^ix)
Fig. 4.

PROPOSITION (2.2.14). — Uhomomorphisme t défini ci-dessus est un
isomorphisme.

Démonstration. — Exercice laissé au lecteur (appliquer le lemme des cinq
par exemple).

2.3. Les théorèmes de périodicité de Bott.

Soient G et Ê' deux catégories de Banach et soit y : & -> (3' un foncteur
de Serre quasi-surjectif. Au paragraphe 1.3, avant l'énoncé du théo-
rème 1.3.9, on a défini un homomorphisme

à : KP^{D\ S 0 ' , e')->KP^^).

Dans le paragraphe précédent [Théorème 2.2.10], on a défini un iso-
morphisme

w : KP^^ ce ' ) -.KP^^D^S^, e ' ) .

Le composé w.à est un opérateur « côbord »
,̂y+i : KP^+^C') ->KP^(^)

qui s'explicite ainsi. Soit d{E\ F\ a') un élément de K^^ ((3'). Puisque y^^1

est quasi-surjectif, on peut supposer, en ajoutant au triple (£', F', a')
un triple élémentaire, que E'= ̂ ^(E). Soient a, £y, i = i, . . ., p ,
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7=1, . . . , q+i, les générateurs de l'algèbre de Clifford O^ et soit £
(resp. Yj) la graduation de £' (resp. F'). Considérons l'automorphisme de E'
considéré comme C^-module (par restriction des scalaires) :

(^^-^(cos ^-+ ^+ir;sin^ a ^ c o s ^ — s^,£sm?\

où Oe[o, TT]. Puisque 9^ est un foncteur de Serre, il existe une application
continue 6 ^> ao de [o, 71] dans le groupe des automorphismes du
C" ^-module E, telle que ao= Id et que y^(ao) = ?o. En considérant £
comme un C^-module muni de la graduation £<^i, on a alors

à P ^ ^ ( d ( E ' , F ' , ^ ) ) = c l ( E , E, ^).

Pour n > o, définissons maintenant à~11 comme étant à° - n et ^-1 comme
étant le composé

^-J,G(^) ^K^^C') à-n^Kn^).

Les théorèmes (1.3.9) et (2.2.10) ont alors pour conséquence le théorème
fondamental suivant :

THÉORÈME (2.3.1). — Soient (3 et (3' deux catégories de Banach et soit
y : e -> Q' un fondeur de Serre quasi-sur jectif. La suite

(i) . . .-> K^ (C) -> K^ ( € ' ) ̂  K^ (cp) -> Kn (C) -> A^ ( € ' ) ->... ,

où les homomorphismes autres que à^1 sont déduits de la fonctorialité du
groupe K, est une suite exacte.

Remarque 1. — Si le foncteur y est seulement quasi-surjectif, on convient
que ^(9) représente le groupe K ' 1 du « cylindre d'application » de 9.
On pourra donc aussi écrire une suite exacte du type (i) dans ce cas un peu
plus général (11).

Remarque 2. — Fixons une catégorie de Banach C. Pour toute paire (X, Y),
où X est compact et où Y est un sous-ensemble fermé, posons

h-{A\ Y)=K-W,

où 9 est le foncteur de Serre quasi-surjectif e{X)->e(Y) défini par la
restriction à Y des (3-fibrés sur X. Définissons ^-1 comme ci-dessus.
D'après la proposition (1.3.11) et le théorème (2.3.1), on obtient ainsi
une théorie de la cohomologie vérifiant les axiomes d'Eilenberg-Steenrod
excepté l'axiome de dimension.

( l j) Avec cette convention le groupe K°(^) est donc isomorphe au groupe K(^) ordi-
naire défini avant renoncé de la proposition 1.3.5 (cf. la proposition 2.1.10 et la
remarque 3 précédant la proposition 1.3.6).
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La remarque précédente fait apparaître en particulier un isomorphisme
K(e) ^ K{D\ 57; C) [ou K{e) ^ K(D2', 51, C) dans le cas complexe]
obtenus par suspension et en appliquant la périodicité des groupes K"
qui résulte de leur définition. Cet isomorphisme est un isomorphisme de
périodicité de Bott généralisé. Pour obtenir la périodicité de Bott classique,
on choisit pour catégorie de Banach (3 la catégorie des fibres vectoriels
de dimension finie de base compacte X et l'on applique la propo-
sition (1.2.20). Nous allons maintenant retrouver cette périodicité de

V

Fig. 5.

manière plus élémentaire et plus directe (i. e. sans faire appel à la suspen-
sion).

D'après les propositions 2.1.5, 2.1.7, 2.1.10 et le théorème 2.2.1,
on a des isomorphismes successifs

K^^K^e^^K^^D^ s7', e)^K°(D\ s7; e)^K(D\ s1', e)

dont nous rappelons la définition :
(i) g' {E)=d{E, + i , - i ) ;

(ii) Le deuxième isomorphisme P est induit par l'équivalence des caté-^ ^\ /\ ^
gories graduées C° et C?0 '8. Plus précisément, on a ? (JS) == M 0 E, où M
est un C0'^module irréductible. En fait, Af==R1 6 est un module irré-
ductible pour l'algèbre C0 '8 ^ R (16) et la graduation de M est alors définie
par £ = = £ i . . . £ 8 , £t désignant les générateurs de l'algèbre C°'8.

(iii) L'isomorphisme ( : K0' ' { C ) -> K'(D\ 57; (3) a été décrit dans le
paragraphe précédent. On a donc ainsi

(t.^.g') (E) =d(^E1^ ps in6+£cose, p s m 6 — s c o s 6 ) , TT^ : Dn->P.

(iv) II reste à expliciter g. Pour cela, notons qu'on a des isomorphismes
de degré o

/i : (7T^16, £)-^(7T^16, psm6+scos6) ,

/, : (7T^16, — £) —— (7T^;16, ( ; s i n 6 — £ C O s 9 )
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définis respectivement par

. 0 . 0 , 0 . 0/i = cos - + r £ sin - et j-> == cos - — v £ sin - •
2 2 ' 2 2

Si T^^ F°(f)F1 est la décomposition de F = E16 par rapport à la gradua-
tion £,, on a donc en définitive [cf. prop. (2.1.10)] :

{t.^.g) (E)=d((r^F,E), (TT;^ -£),/^./,)

et
(g.t^.g') (E)=d(^F^7::F\^(E)),

où 0^(2?) est risomorphisme de r^F0 y sur r^F1 y défini au-dessus du
point ^ de S7 CC0 '8 par la multiplication par le nombre de Clifîord corres-

( 7T \pondant faire 0 == ^ ) • D'où le théorème :
p 2;

THÉORÈME (2.3.2) (périodicité de Bott). — Soit <3 une catégorie de
Banach réelle. Uhomomorphisme

pn: K(e)-^K(D^s1^e)

induit par Inapplication qui, à un objet E de Q associe Vêlement
d(^F\^F^ ^ ( E ) ) ,

de K[D8, S7; C) défini plus haut, est un isomorphisme.

Dans le cas où (3 est complexe, on a aussi une périodicité d'ordre 2.
En appliquant la même méthode, on peut l'expliciter ainsi. Pour tout
objet E de (3, désignons par ac(jE') l'automorphisme de ^E\si défini
au-dessus de chaque point ^ de 51 par la multiplication par le nombre
complexe de norme un associé à v. On a alors le théorème :

THÉORÈME (2.3.3). — Soit e une catégorie de Banach complexe. Uhomo-
morphisme

Pc: K(e)-^K(K^s^e)

défini par ^c{E) =d{'R^E, T^Ê, c(.c,{Ê))^est un isomorphisme.

Remarques. — Nous généraliserons ces résultats dans les chapitres
suivants. Notons que les théorèmes (2.3.2) et (2.3.3) sont bien
connus dans le cas particulier où (3 est la catégorie des fibres vecto-
riels réels ou complexes de dimension finie sur un compact [cf. [6]). Le théo-
rème (2.3.3) a aussi été démontré dans le cas où (3 est la catégorie des
G-fibrés complexes sur un G-espace compact (c/*. [8]). En théorie KG réelle,
le théorème (2.3.2) implique le résultat nouveau

KoW ^KG^XD\ ̂ xS1)
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quand G opère trivialement sur D8. Nous généraliserons ce résultat au
paragraphe 3.5.

Il est d'usage d'écrire le théorème de périodicité de Bott réel en deux
temps à l'aide des quaternions.. Pour cela, on se sert du lemme suivant
et de son corollaire dont les démonstrations sont évidentes :

LEMME (2.3.4). — Le fondeur gradué de (C°'4)0 dans C°'4 défini par

{E, £1, £3, £3, £4; £) h> (E, £1, £2, £3, £4; T3£),

avec ï] = £1 £2 £3 £4 est une équivalence de catégorie de Banach graduées
(£ désigne ici une graduation de E qui commute avec les générateurs ^
de C°'4).

COROLLAIRE (2.3.5). — Les groupes K(e0^) et K~"{e) sont isomorphes.
D'autre part, les catégories (non graduées) (2°'4 et C2 '0 sont équivalentes.

On définit en effet une équivalence q : Ê2 '0-^ Ê0 '4 de la manière suivante :
si E est un objet de C2 '0 et si <?i et e^ désignent les générateurs de C2 '0 ,
on pose q{E) = EQ) E, les générateurs ^ de C0 '4 opérant par les formules

/ o ei\ ( o e->\ ( o eie->\ /o i\
£1= ] - > £2= ? £3= h £4=\—^i oy \ — e ^ o } . " \—e^e.î o } \i o )

On obtient ainsi des isomorphismes

Kçe^^-^K^'^-^K^^e) -^K^{D\ s-, e) ~^K(D\ s3, e)

dont le composé s'explicite ainsi : si E est un objet de <32 '0 , désignons
par an(£) l'automorphisme de ri^E\^ défini au-dessus de chaque point v
de S3 par le quaternion de norme un correspondant. La correspondance
E^->d(^\E, <£, ^(-E)) définit alors un homomorphisme ?H de KÇe2'0)
dans K(D", S3', C). On obtient ainsi la proposition :

PROPOSITION (2.3.6). — Soit e une catégorie de Banach réelle. Uhomo-
morphisme PH défini ci-dessus est un isomorphisme de 7?((32' °) sur J?(2)4, S3 ; (3).

En composant de même les isomorphismes

K\e) r. K^ (e) -^K^°{D\ ^3; e)-^^°(/>\ 6'3; e4.0) ->K(D^ s3, e2 '0),

on démontre la proposition suivante :

PROPOSITION (2.3.7). — Soit e une catégorie de Banach réelle. Soit

PH : K(e)->K(D\ s3, e2'0)

Vhomomorphisme défini par

^(E)=d(7::{E^ïl),7::(E®ïl)^s(E)),
Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 29
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où an(E) est Pautomorphisme de ^(.E'0H)|^ ego; au-dessus de chaque
point v de S3 à la multiplication {à droite) par le quaternion de norme un
associé. Alors ?H est un isomorphisme.

Remarque. — Soit <p : (S -> (3' un foncteur de Serre quasi-surjectif (si 9
n'est pas de Serre on le remplace par son cylindre d'application). En compo-
sant les isomorphismes

K(^^^^)^K^W^K°(D\ ̂ ; ̂ )^K(D\ ̂ ; cp)

on démontre que K[<f} w K{D\ 57; y). Les propositions précédentes et
celles qui vont suivre se généralisent de la même manière aux groupes
« relatifs ». Nous en laissons le soin au lecteur.

Les théorèmes de périodicité de Bott s'expriment également en termes
de groupes d'homotopie. Pour cela, on doit considérer des catégories de
Banach de la forme ®(A), A étant une algèbre de Banach. Désignons alors
par GL{A) la limite inductive des groupes GL{A, n) suivant les inclusiojis
évidentes GL(A, n) -> GL(A, n+p) - On démontre aisément que GL{A)
est séparé et que toute application continue /*: X -> GL{A) de source un
compact se factorise à travers un GL{A, p). En particulier, sif: S71'1 -> GL{A)
est une application continue qui se factorise à travers un GL(A, p), elle
définit un élément x de K{Dn, 571-1; ®(A)), avec x=d{^AP, <AV). La
correspondance f\->x induit ainsi un homomorphisme de îi^_i(GL(A))
dans KÇD^ 571-1; ^(A)).

PROPOSITION (2.3.8). — Pour n > o, r homomorphisme
h : 7:n^(GL(A))-^K(D71, ̂ -1; ̂ (A))

défini ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. — On définit un homomorphisme h' en sens inverse
de la manière suivante. Tout élément de K{Dn, S71"1; ®(A)) s'écrit
dÇ^E, î^£^ a), où E est un objet de ®(A)$ en ajoutant un objet élémen-
taire, on peut supposer que E est libre et égal à AP. L'isomorphisme a
définit alors de manière évidente une application continue a de la sphère S^1

dans le groupe GL{A, p), donc dans le groupe G'L(A); d'où l'homomor-
phisme en sens inverse.

COROLLAIRE (2.3.9) (Wood). — Soit A une algèbre de Banach réelle
(resp. complexé). Alors

7:i(GL(A)w7i:i+s(GL(A)) [resp.7r,(GZ(^)) w TT^ (GL (A))].

COROLLAIRE (2.3.10). — Soit A une algèbre de Banach réelle (resp.
complexe). Alors

7:7 {GL (A) w K(A) [resp.TTi (GL (A)) w K(A)].
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En effet, TI,(GL(A)) ^ K(D\ 57; ^(A)) ^ J?(A). Le raisonnement est
analogue dans le cas complexe.

Soient maintenant A et B deux algèbres de Banach et soit y : A -> B un
homomorphisme continu. Alors le foncteur extension des scalaires
9^ : ^(A) -> ^{B) défini par ç^(M)=5(g)^M est un foncteur linéaire
continu quasi-surjectif de manière évidente. Considérons le cas parti-
culier où B est le quotient de A par un idéal bilatère 1 fermé contenu dans
le radical de A, y étant la projection canonique.

PROPOSITION (2.3.11). — Si A est une algèbre commutati^e ou de dimension
finie, la projection A -> A/J induit un isomorphisme J^(A)-^J^A/J)
quel que soit n.

Démonstration. — En raison de l'interprétation homotopique précédente,
il suffit de montrer que cette projection induit une équivalence d'homotopie
de GL(A) sur GL(A/J). Or la fibre de la fibration GL(A, n) -^ GL(A/J, n)
est contractile; en effet, celle-ci est formée d'éléments de la forme i + m,
où m est une matrice nXn à coefficients dans J. D'après le lemme de
Nakayama, la matrice ï-{-tm, <€[o, i], est aussi inversible. Donc l'homo-
topie t h-> i 4- tm== tu — t + i définit une rétraction par déformation de
la fibre sur la matrice identité.

c. ç. F. D.
COROLLAIRE (2.3.12). — Soit A une algèbre de dimension finie. Alors

Ki(A)=Kîi{A)=o.
Démonstration. — Si 1 est le radical de A, l'algèbre A/J est semi-simple,

donc est somme directe d'algèbres de matrices sur C, R ou H. D'autre
part, on démontre aisément que le foncteur ̂  de ^(A) dans ^?(A(n)) défini
par 'X(a) = a ̂ . . .©a est une équivalence de catégories (A quelconque).

n

On est ainsi ramené au cas où A = C, R ou H. Puisque Kl{C)=KS{C)
et que ^(R) ^ ^(H), K1 (H) w ^(R), il suffit de prouver la nullité
du groupe K1. Pour A = C, c'est évident car

7P(C) w A:-1 (G) w 7To(GZ(C)) =o.

Pour A = R ou H, K1 (A) est le groupe K du foncteur restriction des
scalaires ^ : C -> (3', où

e== (^(Ay'^^^A)) et où e'== (^(A))1 '0^^^).
Considérons ,la suite exacte associée à ce foncteur :

, K-^e^-^K-^e^-^K^-^K^e) -^A'(e').

Dans cette suite, K^ÇC') w ^oÇGL{C)) == o et l'homomorphisme ^* est
injectif de manière évidente. Donc K^) = o.

c. ç. F. D.
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DÉFINITION (2.3.13). — Une catégorie de Banach (3 est dite de dimension
finie si Hom^ (M, N) est un espace sectoriel de dimension finie pour tout
couple d'objets {M,N) de (3.

PROPOSITION (2.3.14). — Soit e une catégorie de Banach de dimension
finie. Alors K1 (Ê) = K6 (C) = o.

Démonstration. — La proposition résulte aussitôt du corollaire précédent
et de la proposition (1.3.4).

PROPOSITION (2.3.15) (comparer avec [6]). — Soit Q une catégorie de
Banach de dimension finie. Le groupe K^^l^e) est alors isomorphe au
conoyau de Vhomomorphisme de restriction naturel

y : Kçep'^1) -^K(ep^).

Démonstration. — Considérons la suite exacte associée au foncteur
restriction des scalaires

^ : e^y-^-^e^y,
K(ep^+ï) -^K^ep^^-^K^^-^K^ep^^) ->....

D'après la proposition précédente, le groupe K1^1^1) est nul. Le conoyau
de ^* est donc isomorphe à

K1^) w K^D\ S 7 ' , ^) ^AT(Z)7; S 6 ' , ^) w A>^ l><7(e).

C. Ç. F. D.

Remarque. — Pour n^i, on démontre aisément que K^ÇC) est
aussi isomorphe au conoyau de l'homomorphisme de restriction naturel
KÇe^0) -> KÇe^1^. En effet, la catégorie C0^2 est équivalente à la caté-
gorie <371'0 de manière compatible avec les foncteurs restrictions.

PROPOSITION (2.3.16) (Bott). — Les groupes

7i:p(0)=limnp{0(q))==n^(0(n))
(f

pour n ̂  p + 2 ne dépendent que de la congruence de p mod 8. Les huit
premiers groupes sont donnés par la table :

P . . . . . . . . . 0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.

î ^ ( o ) . . . . . . Zî Z-2 o Z o o o Z

Démonstration. — La fibration 0{n — i) -> 0{n) -> S^ montre que
^p{0) = ^p{0{n)) pour n > p +1. D'autre part, puisque 0(n) est rétracte
par déformation de G'L(R, n),

'KP ( 0) w Ti:p ( GL (R) ) ^ K-P-1 (R) = K^P^ (R).
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La proposition précédente ramène alors le calcul de K0'^1^) à un calcul
purement algébrique {cf. [6]), d'où la table.

PROPOSITION (2.3.17) (Bott). — Les groupes
7^(^)=lim7^(^)) WTc^U(n))

q

pour n > - ne dépendent que de la congruence de p mod 2. On a ^-o{U) === o
2

et T^(Î/) ^ Z.

Démonstration. — Elle est analogue à la précédente. Le calcul des deux
premiers groupes est cependant plus trivial car

7Ti(^) ^7Ti(GZ(C)) wK(C) wZ.

2.4. Structures multiplicatives.

Dans ce paragraphe, on se propose de démontrer quelques formules de
multiplication qui seront utiles pour les applications. Malheureusement,
la définition de structures multiplicatives « maniables » dans tous les
cas reste encore à trouver (pour des travaux antérieurs sur ce sujet,
voir [3], [6], [11]). En théorie KU « classique » par exemple, on ne
dispose pas de « formule » simple exprimant le produit de deux éléments
de KUi{X) w [X, GL(C)] comme un fibre vectoriel sur X, du moins pas
à la connaissance de l'auteur (12).

Soient (2, (3' et (3" trois catégories additives. Un foncteur bilinéaire 9
de (3x<3' dans <3" est un foncteur qui possède les propriétés suivantes :

(i) 9(£,© ̂  £;') ^ y(£i, £') © 9(^ £');
(ii) 9(E, E\ © E',} ^ y(E, E\) © y(£, £,);

(iii) L'application de Hom(Ei, £2) X Hom(£^, E[) dans
Hom(y(Ei, E\\ 9(^2, E[)) déduite de la fonctorialité de 9 est
bilinéaire.

Si <3, <3' et <3" sont trois catégories de Banach, on dit que 9 est bilinéaire
continue si l'application précédente est /c-bilinéaire continue, ce que nous
supposerons désormais.

L'exemple le plus important que nous ayions en vue est celui où <3(resp. (3',
resp. (3") est la catégorie des fibres vectoriels de base un compact X (resp. Y,
resp. Xx Y), 9 étant alors défini par le produit tensoriel externe des fibres.
Mais il existe bien d'autres possibilités. Par exemple, si (3 est une catégorie

(12) Voir cependant l'article de l'auteur « Algèbres de Clifford et opérateurs de
Fredholm » (à paraître).
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de Banach sur le corps k = R ou G, on a un foncteur bilinéaire continu y
de Cx^(/c) dans C qui est défini par la formule y((E, A^)) = E71.

Pour plus de commodité, nous désignerons par a 0 a' l'objet ou le
morphisme y (a, a').

Si X et Y sont deux espaces compacts, tout foncteur bilinéaire continu y
induit de manière évidente un foncteur bilinéaire continu

par la formule

9^,y): G(^) xC(Y)-^Gr(^xY)

CP(X,Y) ( (^, p ) , (E^ ̂ ) ) = (E (g) E\ p ® p '

(si C == (3'== (3"== ^(/c) et si y est le produit tensoriel des espaces vectoriels,
ceci n'est autre que le produit tensoriel ordinaire des fibres). D'autre part,
tout foncteur bilinéaire y (non nécessairement continu) définit, de manière
évidente, une application de K(C) xK^) dans KÇe"). Si y est continu,
la construction précédente permet de définir une application bilinéaire

U : Â:(JT;C) xAT(r; C)-^K(^x Y, C)

En raison des isomorphismes entre les groupes K et les groupes K°,
on en déduit une application de K°{X)xK°{Y) dans K°{XxY) (13)
notée de la même manière. Puisque tout élément de K°(Z) peut s'écrire
d{G, Ç, — ^) d'après les isomorphismes précédents, cette application
est définie par

d(E, 5, - z ) \ j d ( F , Y], —r))=d(E^F, s (g) YÎ, - s (g) Y î ) .

PROPOSITION (2.4.1). — Soient X et Y deux espaces compacts et soient X'
et Y' deux sous-ensembles fermés de X et Y respectivement. Il existe alors
une application bilinéaire et une seule

U : K^X, Â^) x K ° ( r , ¥')->-K^Xx Y, X x Y ' \ j X ' x . Y)

qui soit naturelle et qui coïncide avec Inapplication précédente lorsque
X ' = Y'= 0. Elle est donnée par la formule

d(L, s^s2) \ j d ( F , YîS Yî2) === d(E^F, ÇS S2),

avec
2 Ç 1 = (l + £1) (g) Tî1 + (l - S1) ® Tî2,

2^= (l + 52) (g) Yî1 + (I — £2) (g) Yî2.

Démonstration. — L'existence et l'unicité d'une telle application bilinéaire
est classique [cf. [3], [7]) et résulte de la propriété d'excision. Pour démontrer

( j3) Les catégories <°, (0/ et e" seront sous-entendues lorsque nous emploierons cette
notation.
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la formule précédente, il suffit donc de vérifier les points suivants, ce qui
est immédiat :

(i) Ç1 et Ç2 sont des graduations de E (^) F ' ,
(11) Si £^.= £2. (resp. r\^.= ï]2.) en un point x de X (resp. y de Y), alors

.̂= ,̂r, Vjer (resp.^,,.=^, v^e^);

(iii) L'application naturelle ainsi définie par la formule est bilinéaire;
(iv) Si s1 = — £2 == £ et si ï]1 = — ï]2 = ï],

^=—^=5®^.

Remarque. — On vérifie aisément que rf(E (g) F, Ç1, Ç2) = d{E (g) F, Î;1, ^2),
avec

2^= S1® (ï + Yî1) 4- S2®^ — Tî1),

2^=£ l (g)(I+y3 2 ) -+ -^ 2 (g ) ( I—YÎ 2 )

(on refait le raisonnement ci-dessus).
On a maintenant des isomorphismes canoniques tn (pour toute catégorie

de Banach C) de K0^^) sur K^D71, S71"1; C). On définit le « cup-produit »
(Tim élément x de X°'"(<3) par un élément y de K0^^) comme étant l'élé-
ment de K 0 ' ^ ^ " ) égal à x\Jy= f~^.^tnX\Jtny). D'après les considérations
du paragraphe précédent, on voit aisément que l'isomorphisme de
périodicité

K° (JT, Y) w KQ {X x D\ X x S^u Y x 2>8)

est défini par le cup-produit par un générateur de K°(D\ 57) w Z [voir
aussi prop. (2.4.2)]. De plus le cup-produit précédent est compatible
avec la périodicité K0^ w .K0'^8.

Comme il a été dit au début de ce paragraphe, le défaut de cette défi-
nition est de ne pas être assez explicite. On y remédie partiellement de la
façon suivante. Définissons r0'^^) comme étant (pour toute catégorie
de Banach (3) le sous-groupe de K0971^) formé des éléments pouvant
s'écrire d{E, w, ï], — ïj). On a alors la proposition :

PROPOSITION (2.4.2). — Soit x= d{E, v, £', £2) un élément de ^^{C)
et soit y = = d { F , w, ï], — ïj) un élément de T0^^'). Alors

x \ j y = d ( E ( g ) F , ^(g)Yî, ï (g) w, S^YÎ, s2 (g) Y?).

Démonstration. — Posons V='Rn,W='RP^ on a alors un homéo-
morphisme relatif h de la paire

(^(^©^x^^Ci), S+(V(Sï)xS(W)uS(V) x^-+-(ÏV©I))

sur la paire {S^ÇV ® W ©ï), S{V © W)) : à un couple
(^cosô + £ sin9, w cosa 4- TÎ sina), où vçS(V)^ wçS(W)
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et où £ est le vecteur unité de la (n+1)-coordonnée de V©i, YJ le
vecteur unité de la (p + ^-coordonnée de TV©i, on associée l'élément
(^ cosO + ^sin6) sina + wcosa, ^ étant le vecteur unité de la [n + p +i)-
coordonnée de V © W ®i (ô et ae L'?] ). Démontrons maintenant
1 5 - 1 • r L J /

1 identité annoncée. On a •
t ( d ( E , p, £1, £ 2 ) ) z=d(E, pcosO+s^ine, v cosO 4- s2 s inô),

t ( d ( F ^ w, YÎ, — Y ] ) ) == â?(F, w cosa + Y] sina, wcosa — n sina).

D'après la proposition (2.4.1), txUty est donc égal à d(E (g) F, Ç1, Ç2),
avec

^^ (PcosO+s^ine) 0 y î s i n a + ( i (g) w) cosa,

Ç2^: (pcos9+ s '-sinô) (g) y? sina + (i (g) w) cosa.

La proposition résulte maintenant de la définition explicite de l'homéo-
morphisme h donnée ci-dessus.

Remarque 1. — Si x = d{E, v, £, — ^eT0'7^) et si
y==d(F, w, D\ Yî2)eA'o^(e /) ,

on vérifie de même que

œ\jy=d(EÇ^F, v (g) i , £ (g)w, s (g) ̂ , £ 0 ̂ ).

Remarque 2. — Les considérations précédentes se généralisent sans
difficulté aux groupes relatifs. Ainsi, on a une application explicite de

K^{X, x1', e) x 7^(r; e') dans K°w(^x r, ̂ x r; e^.

Bien entendu, pour que la proposition (2.4.2) ait un certain intérêt,
il faut montrer que les groupes r°^(C) ne diffèrent pas trop des
groupes JÎ°'"(C). C'est maintenant le but des considérations qui vont
suivre.

En suivant Atiyah, Bott et Shapiro [6], désignons par Mn{e} le groupe
de Grothendieck de e03^1. Le foncteur restriction de Ê0'^2 dans e0^1

induit un homomorphisme in de M^ÇC) dans Af^e). Posons.

An(e)•=Cokerl^

On définit alors un homomorphisme a^ de M'1 ((S) dans K^ÇC) en posant

^((^ ^ s)) ==d(É\ p, s, — s )

[£ désignant ici la graduation du C°'^-module {E, ^)]. L'image de cet homo-
morphisme est précisément le sous-groupe T0'^). D'autre part, a^ s'annule
sur l'image de M^C) dans M^C) par i^ en effet, si ïj désigne une
graduation de (Ê, ^ £), 9 ^> (e cosO + ï]sin0) est une homotopie entre £
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et — £ parmi les graduations de (E, ^). On obtient donc ainsi en définitive
un homomorphisme de An(e) dans K0'71^) noté encore a^.

PROPOSITION (2.4.3). — Si n est congru à o mod 4 {resp. à o mod2
dans le cas où C est complexe), l9 homomorphisme a^ est bijectif, En parti-
culier, T0171^) = K^^e).

Démonstration. — [Voir aussi la démonstration du corrolaire 3.1.14]
Dans les cas envisagés, le groupe 7?°^((3) est le groupe de Grothendieck
de e0'^2^ e0971. Puisque

^o,n+i ̂ ^ ^o,/z+2 s^ /^o,714-1

on a une suite exacte

o-^M^çe) ->Mn{e) ̂ x^çe) ->o.

Il suffit de vérifier que ^n coïncide avec a^ par passage au quotient
[^.prop. (2.1.7)].

COROLLAIRE (2.4.4). — Sin == o mods, le groupe quotient K0'71^)!^'71^)
est formé ^éléments (Tordre 2.

En effet, si ^€^°'"(C), ix est dans l'image de l'homomorphisme
K 0 ' 7 1 ^ 1 ' 0 ) - ^ K^^C) qui applique T°^((21'0) dans T0'^). Or,
K0171^1-0) = r0'"^1'0) d'après la proposition précédente.

PROPOSITION (2.4.5). — L7 homomorphisme ^n est bijectif lorsque Q est
une catégorie de Banach de dimension finie.

Démonstration. — D'après l'argument déjà éprouvé de passage à la limite
inductive, il suffit de démontrer l'assertion pour G = ̂ (R), ^(C) ou S(H).
Dans ces cas particuliers, la vérification a été faite par Atiyah, Bott et
Shapiro {cf. [6] ou [17]).

Remarque. — On voit aisément que T0171^} ̂  K0171^) en général
(considérer par exemple la catégorie des fibres vectoriels complexes
sur 51).

Remarque générale sur le paragraphe 2.4. — Les structures multipli-
catives qu'on vient d'établir pour les groupes K0'71 s'étendent aisément aux
groupes K1'^ et même KR^(cf § 3.3) pourvu qu'on admette les résultats
du paragraphe 3.3. En effet, dans ce paragraphe, on démontrera que
le groupe K^ est isomorphe au groupe K d'un « espace de Thom »
convenable. Ainsi, par exemple, si r^(<3) désigne le sous-groupe de
Kplq[e-) formé des éléments pouvant s'écrire d(E, w, £, — £), on a

KP^==:TP^ si p—q^omoà^
Ann. Éc. Nom., (4), 1. — FASC. 2. 30
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(resp. = o mocb dans le cas complexe). La proposition (2.4.2) s'étend
de la même manière aux groupes K1'^ et ceci nous sera utile dans le
paragraphe 3.1 (pour démontrer la « multiplicativité » de la classe de
Thom notamment).

CHAPITRE III.
APPLICATIONS.

3.1. Le « théorème de Thom » en K-théorie.

Soit Y un fibre vectoriel réel de rang constant et de base un espace
compact X. L'espace de Thom de V est le compactifié V de l'espace loca-
lement compact V. Dans ce paragraphe on se propose de calculer le
groupe K* (V, P) (14) (P désignant le point base canonique de V) en fonction
du groupe K* de la base ( [6], [23] voir pour des calculs antérieurs).

En cohomologie ordinaire, le groupe H^ÇV, P) est isomorphisme naturel-
lement à la cohomologie de la base à coefficients dans le système local
défini par l'orientation des fibres (avec un décalage de degrés). En parti-
culier, si le fibre est orientable, le système local est trivial et

H1 (^) w H1^ ( V, P).

En TC-théorie, l'analogue de la cohomologie à coefficients dans un système
local va être fourni par les groupes K^\ De manière précise, ^(F, P) est
isomorphe au groupe 7^(B(V), S (Y)), où B(V) et S{V) désignent respec-
tivement les fibres en boules et en sphères associés à une métrique rieman-
nienne de V. Dans le paragraphe 2.2, on a établi un isomorphisme fonda-
mental

t: ^^(^)-^^(^(V), S(V)), avec ^ == F® 7^°.

Dans les pages suivantes nous montrerons que le groupe K^ ne dépend
que des deux premières classes de Stiefel-Whitney de V. Ceci explique
l'analogie avec la cohomologie à coefficients dans un système local (qui
ne dépend que de la première classe de Stiefel-Whitney de V). L'intro-
duction du groupe K^y en dehors de toute considération esthétique,
trouve là une de ses justifications.

PROPOSITION (3.1.1). — Soit V un fibre vectoriel de base compacte X
et de groupe structural 0(p, q) et soit (3 une catégorie de Banach réelle.
Si V est cliffordien {resp. spinoriel), les catégories (3^(X) et ^(X) [resp.
les catégories graduées eplq{X) et C^ {X)] sont équivalentes.

(i4) K" = 9^.
^€Z
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Démonstration. — Raisonnons dans le cas clifîordien pour commencer.
Soit P un fibre principal de groupe r(p, q) tel que V=P XF( ^p+q.
Si E est un fibre sur X muni d'une structure de C^-module, alors P X n }E
est de manière évidente un C(F)-module si l'on pose

(p^).(p, e)=(p^e), V/?€P, À€RW, eç.E

[on a « to rdu» la structure de C^-module de £; cf. la remarque suivant
la prop. (1.2.11)]. De plus, si f est un morphisme de O^-modules,
îdpXr(p^) f est un morphisme de C(F)-modules. Ceci définit un fonc-
teur u de CP'^X} dans er(X). Définissons maintenant un foncteur n'
en sens inverse. Pour cela, posons H=T{p, q) et considérons le fibre
en groupes H=P XfiH,H opérant sur H par la représentation adjointe :
c'est le quotient de PxH par la relation d'équivalence

(p, h) ̂  (pa-1, a^a-1).

Ce fibre opère à droite sur P par la formule p.(p, h) = ph~1. Il opère
à gauche sur F si F est un C(F)-module [car HcC(V) = P X nC^].
On pose alors u {F) = P X^F : c'est le quotient de PxF par la relation
d'équivalence

(P.f)^(P^ (T^)-/);

u{f) peut être muni d'une structure de C^-module si l'on pose

^/)=CP, O^)./).

On pose de même u\f) == \àpX nf- On vérifie alors directement que

u'.ur^îd et que u.u'^\à.

Dans le cas spinoriel, on recommence les raisonnements précédents
mais en remarquant que si E est un objet gradué, P Xspin(p,q]E peut être
muni de la graduation induite par celle de E et que u{f) est de degré o
si f l'est.

c. Q. F. D.

PROPOSITION (3.1.2). — Soit V un fibre sectoriel réel de base compacte X
de groupe structural 0(p, q) et soit C une catégorie de Banach complexe.
Si V est ucliffordien (resp. uspinorieï), les catégories C^{X) et C^(X) [resp.
les catégories graduées ê^{X) et ^(X)] sont équivalentes.

Démonstration. — Elle est analogue à la précédente : il suffit de remar-
quer que r^p, q) est un sous-groupe de (O^C)* de manière évidente
et que,, pour une catégorie de Banach complexe, les notions de C^-module
et de C^Ç?) C-module coïncident.
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COROLLAIRE (3.1.3). — Soit V un fibre spinoriel (resp. uspinorieï)
de type (p, q) et soit C une catégorie de Banach réelle (resp. complexe).
Le fondeur u induit alors un isomorphisme des groupes KP>q(X) et K^^X).

THÉORÈME (3.1.4). — Soit e une catégorie de Banach réelle (resp.
complexe) et soit V un fibre sectoriel réel de dimension n muni d^ une structure
spinorielle (resp. uspinorielle) de type (o, n). Uhomomorphisme de KP'q(X\ C)
dans K^^ÇBÇV), 5(7); e) défini comme le composé

K™ (^) ̂ K^^ (JT) -^Tr^7®^^) -^K^^ {B ( F), S{ V))

est un isomorphisme (dit « de Thom »).

Démonstration. — Le théorème résulte immédiatement de ce qui précède
et du théorème (2.1) (compte tenu que le groupe K^(X) est le groupe
de Grothendieck de la catégorie graduée (3^(X)).

Considérons en particulier le cas où p == q === o et où (3 est la catégorie
des espaces vectoriels réels (resp. complexes) de dimension finie. L'image
de ±çK°(X) dans Kn{B{V), S(V)) par cet homomorphisme est la classe
de Thom Ur de V.

PROPOSITION (3.1.5). — La classe de Thom U^ dépend multiplicatwement
et fonctoriellement de V [vis-à-vis des morphismes cartésiens de fibres).
On a en particulier la relation

^F^W^ U^\J Uf^.

Enfin, l^isomorphisme de Thom {dans le cas Sune catégorie de Banach
quelconque) est défini par le cup-produit par U^

Démonstration. — La classe Upr provient d'une classe Vy de ^"'^^{X)
qui se décrit de la manière suivante : soit P le fibre principal de groupe
H=Spin{n, n) [resp. Spin" (n, n)] associé à F® 7^° et soit M==AR7 1

muni de sa structure de (^'"-module gradué canonique [cf. prop. (1.1.2)].
Désignons par £ la graduation de Af. Alors U^== d[M, i, — i), où

M= P Xspin(n,n]^ et 1 = Up X Spm[n,n) £.

Si l'on pose de même U^= rf(iV, ^, — 7j), la même méthode que celle
qui nous a servi à démontrer la proposition (2.4.2) nous apprend
que U,AJ U^= d{M (g) IV, i (g) ̂  — i (g) 7\) == d^M (g) N, i (g) ̂  — i (g) ^).
La proposition résulte alors de la proposition (2.4.2) et du fait que
AR^~ AIT (g) AR7' comme C^'^-modules gradués (15). La démons-

(15) Dans R2/^= R^^R^ soit er (resp. ef) la base canonique du premier (resp. second)
facteur R71. En suivant Atiyah, Bott et Shapiro [6], un C^-module E est dit un
a-module (a =± i) si le produit e\e~i ... e^e-n agit sur E° comme la multiplication
par a. On voit alors aisément que l'équivalence / de CP^P dans (^+1,^+1 transforme un
a-module en a-module. Il s'ensuit que AR^ doit ici être considéré comme un 4- i-module,
ce qui fixe sans ambiguïté le signe de Ur.
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tration dans le cas complexe est la même à condition de remplacer Spin
par Spin^.

Supposons maintenant que la dimension de V soit un multiple 8p de 8.
On a alors des isomorphismes

^(^r)^^w(^)^^(^(^),^(ï/)),

P étant risomorphisme de périodicité. Le composé ^.t.u est égal au cup-
produit par une classe fondamentale u^çK{B{V), S{V)). Si l'on regarde
cette classe comme un élément de K^ÇX), on peut la définir simplement
de la manière suivante : on choisit un C01 ̂ -module gradué irréductible L
de graduation Ç. Alors, si P désigne le fibre principal de groupe Spin(o, 8p)
de Y, on a

Ur==d{L,?[, —Ç'), avec L=z P Xspin(o,8^, ^== Id^ Xspin(o.8^)Ç.

Il suffit de vérifier en effet que, dans l'équivalence
(^(R^W-^^R))^^

(L, î) a bien comme image (Af, s). Or ceci est toujours vrai à condition
de bien choisir le signe de C(16). Dans le cas complexe, on a bien sûr une
discussion analogue en remplaçant Spin par Spin^ et 8 par 2. On a ainsi
démontré la proposition suivante, due essentiellement à Atiyah, Bott
et Shapiro [dans le cas où la catégorie de Banach de base est S(/c)] :

PROPOSITION (3.1.6). — Soit V un fibre sectoriel réel de groupe Spin (0,8 p)
[resp. Spin17 (0,2 p)] et soit C une catégorie de Banach réelle {resp. complexe).
Alors, le cup-produit par u^ définit un isomorphisme de K(X\ (S) sur
K(B(V^S(V)-,e).

Pour pouvoir appliquer le théorème (3.1.4) et la proposition (3.1.6),
il nous faut des critères permettant d'affirmer qu'un fibre V peut être
muni d'une structure spinorielle ou ^spinorielle. On trouvera évidemment
ces critères dans le paragraphe 1.1. Notons qu'un fibre complexe n'est
pas spinoriel en gén-éral. Par contre, un fibre complexe est ^spinoriel
{cf. [6], p. 10); la classe u^ de la proposition (3.1.6) coïncide alors (au signe
près) avec la classe définie par le complexe d'algèbre extérieure complexe
de V {cf. [6], p. i4).

PROPOSITION (3.1.7). — Soient V et V deux fibres de même rang tels
que Wi{V} = ̂ (F7), i = i, 2. Alors les groupes K^ÇBÇV), S{V), C) et
K^{B(y'), ^(F'); G) sont isomorphes.

(16) Explicitement, il faut choisir Ç de façon que le produit Ci ... esp agisse par la
multiplication par + i sur la partie homogène de degré o de L.



238 M. KAROUBI.

La démonstration de la proposition repose sur le lemme suivant :

LEMME (3.1.8). — Avec les hypothèses de la proposition (1.3.7), il existe
deux fibres W et W spinoriels de rang 8r tels que V'(BW et V'ç^W soient
isomorphes.

En effet, soit Vi un supplémentaire de V tel que le rang de V CE) Fi
soit multiple de 8. On pose alors

W=V'@V, et W'^-VQV,.

Démonstration de la proposition (3.1.7). — Grâce au théorème (2.1),
on est ramené à démontrer que K^^X) ^ K^'ÇK.}. Or, d'après le lemme
précédent,

K^(X) w K^^W w K^^(^)

et, de même,
K^'ÇA') wK^'^^'{^).

C. Ç. F. D.

Dans le cas où la catégorie de Banach (3 est complexe, on peut énoncer
une proposition légèrement plus forte qui se démontre de la même manière.

PROPOSITION (3.1.9). — Soit e une catégorie de Banach complexe et
soient V et V deux fibres vectoriels réels de même rang tels que

w, ( V) = w, ( V) et que (3 ( ̂  ( V) ) = P ( ̂  ( V) ),

où P désigne le Bockstein (17). Alors, les groupes K^ÇBÇV), 5(F); (?)
et K^ÇB^), S(F'); C) sont isomorphes.

Si V est un fibre orienté de rang n, non nécessairement spinoriel, on peut
construire une nouvelle classe Sr de ^(5(F), S (Y); ^£(R)) de la manière
suivante. Soit e[ une base orthogonale d'une fibre Vx de V définissant
l'orientation de Vyc et soit de même e~^ les sections orthonormales canoniques
du fibre y'0. On voit aisément que le produit e[e\ . . . e^e^ ne dépend pas
du choix des e^ et définit une section £ de carré i du fibre en algèbres
C^^ÇQV). En fait, cette section anticommute de manière évidente
à l'action des vecteurs de TnloQ)V et induit donc une graduation ï] du
fibre N= C(r"'°®F), considéré comme module sur lui-même, définie
par ï](^) == zx. Posons alors S^= d{N, Y), — Y)).

PROPOSITION (3.1.10) — Si V est un fibre trivial de rang n, la classe S p
est égale à 271 fois la classe de Thom U^.

(17) i. e. l'opérateur cobord associé à la suite exacte
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Démonstration. — On doit montrer que C^" muni de la graduation ï] est
isomorphe à i71 fois l'algèbre extérieure de R" considéré comme O^-module
gradué. Si on décompose C^ en parties homogènes on voit aisé-
ment que

' I 0

< 0 1 ,

071 étant identifié à I^) ^ R(271-1) (2). Par conséquent, si

^: ' A B^
.0 D .

est un élément quelconque de R(2"), A, B, C et D représentant des
matrices 27^~l X 27^~l, on a ^)=(^>
Donc C71'71 ̂  rfcs^AR71 comme C71'"-module gradué. Avec la convention
signalée en Note (15), il reste à vérifier que C " ' ' 7 1 est bïen un (+ i)-module,
ce qui est immédiat.

c. ç. F. D.

COROLLAIRE (3.1.11) (comparer avec Shih [23]). — Soit A un anneau
sans torsion tel que 2 soit inversible et soit C une catégorie de Banach réelle.
Le cup-produit par S p. induit alors un isomorphisme s de K^'^tX-, (3)0 A
sur K^'^BÇV), 5(F); C)(g)A.

Démonstration. — La proposition est vraie pour V trivial (donc spino-
riel) puisque S^= 2" U^ dans ce cas. Pour V non trivial, l'assertion résulte
de manière évidente de l'argument de suite exacte de Mayer-Vietoris
exposé au paragraphe 2.2.

Remarque. — Par souci de simplicité, nous n'avons pas parlé dans ce
qui précède des groupes K1 et K1'^ à coefficients dans un foncteur linéaire
continu quasi-sur] ectif. Mais, bien entendu, les raisonnements que nous
avons faits se transposent facilement à ce cadre un peu plus général.

Les groupes K^^ ; Z^). — II n'y a pas lieu ici de définir la
7^-théorie à coefficients dans un groupe abélien quelconque. Cepen-
dant, on peut définir pour tout espace compact X et tout sous-
espace fermé Y, le groupe K^^X, Y$ Z,) [resp. ^{X, Y; Z,)] comme le
groupe K^'^X, Y; y) [resp. K^ÇX, Y; ç)], où 9 est le foncteur quasi-
surjectif de C dans (3 défini par

^{E)=E@...@E
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((3 étant une catégorie de Banach arbitraire). D'après le théorème (2.3.1),
on a donc une suite exacte

K- (^ Y) ̂  K- (^, Y) -^ K- ( X, r; Z,) -^ 7^ (^ F) ̂  7^ (^T, Y).

PROPOSITION (3.1.11). — Soit x un élément de ^{X, Y; Z^). Afor5
y2^ = o.

Démonstration. — C'est une conséquence directe de la suite exacte
précédente.

Remarque (Atiyah). — II est faux en général que rx= o (18). Cependant,
un calcul simple montre qu'il en est ainsi si la catégorie de Banach de
base (2 est complexe ou si r est de la forme [\m ou 4 m + i (cf. [17]).

Du point de vue des structures multiplicatives notons qu'en général,
si y est un foncteur linéaire continu quasi-surjectif de (?' dans (3", les
foncteurs bilinéaires continus de ® {k) X C' dans (S' et de ^( /^XC" dans (3"
induisent un homomorphisme bilinéaire de K{^)xK{X', ^(/c)) dans ^(ç).
On en déduit, par excision et en appliquant les isomorphismes t et la pério-
dicité, une application bilinéaire de K^^X-, Z^) x7^°(fi(F), S(F))
dans K^'^B^V), 5(7); Z,) (dite encore « cup-produit »).

PROPOSITION (3.1.12). — Soit V un fibre réel orienté de rang n muni
d'une forme quadratique définie positive. Le cup-produit par S^ induit alors
un isomorphisme de K^^X', Z,) dans K^'^BÇV), S (F); Z,) lorsque r est
un entier impair.

Démonstration. — II suffit de démontrer l'assertion quand V est trivial
d'après l'argument de Mayer-Vietoris déjà éprouvé. Or, dans ce cas,
S^= 271 U^ et l'assertion résulte alors du fait que r2 et 271 sont premiers
entre eux.

Remarque. — Le cas où r est pair est plus délicat et son étude nécessite
la cohomologie ordinaire. Il fera l'objet d'une publication ultérieure.

Pour conclure, nous allons rapidement faire le lien entre notre travail
et celui d'Atiyah, Bott et Shapiro [6]. En suivant ces auteurs, désignons
par M{V) le groupe de Grothendieck de la catégorie des fibres en
C'(F)-modules gradués {les morphismes étant de degré o) et par A{V) le
conoyau de l'homomorphisme de restriction naturel M{VQ)i) -> M {V) (19)'
[où A(F$ C) si l'on veut spécifier la catégorie de Banach de base]. Soit (D^
l'homomorphisme de M {V) dans K^{X) défini par

^(^,£))=û?(^, £ , — — £ ) ,

(18) Par exemple K-^P^)^ Z^ lorsque e == P(R).
(19) Notons ici que la catégorie des C (Y, Q)-modules gradués est naturellement isomorphe

à la catégorie des C (V,—g)-modules gradués car les fibres en algèbres C°(y, Q) et
C°(y, — Q) sont isomorphes par Phomomorphisme 6 défini au § 1.1.
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où £ désigne la graduation. Alors (^ s'annule sur l'image de M{VQ)i)
dans M{V) et définit par passage au quotient un homomorphisme, noté
encore co^, de A (F) dans K^(X}. Soit maintenant

^: A ( V ) - > K ( B ( Ï ) ^ S ( V ) )

rhomomorphisme défini par la formule

^((^, e)=d(E\E1^),

où E= E°Q)E1 est la décomposition de E suivant la graduation £ et
où a est l'isomorphisme défini au-dessus de chaque point v de S{V) par
la multiplication par ^€C(V) .

PROPOSITION (3.1.13). — Le diagramme suivant est commutatif :
(O^

A(V) ———y-——^K^(^)

^l l1
K ( B ( V ) , S ( V ) ) w K ^ ( £ ( V ) ^ S ( V ) )

Démonstration. — Elle est calquée sur celle du théorème (2 .3 .2) : il
suffit d'expliciter Pisomorphisme de K° {B (F), S{V)) sur K{B{V), S (F)).

COROLLAIRE (3.1.14). — Uhomomorphisme ̂  est un isomorphisme pour
une catégorie de Banach réelle (resp. complexé) si V est orientable et si son
rang est multiple de 4 (resp. de 2) [comparer avec la proposition (2.3.15)].

Démonstration. — Raisonnons dans le cas réel pour fixer les idées.
Puisque ( est un isomorphisme (théorème 2.2.1), il suffit de montrer que co^
est un isomorphisme. Choisissons une orientation de F; le fibre en
algèbre C{V) possède alors une section canonique £ = ei . . . en défini par
le produit de vecteurs de base orthonormaux induisant l'orientation
donnée. De plus, si n est multiple de 4? cette section est de carré i et
anticommute aux vecteurs de V. D'après un argument déjà éprouvé il en
résulte que, pour un fibre W quelconque, le produit tensoriel gradué
C(F)(g)C(ïy) s'identifie au produit tensoriel non gradué C{V) (g) C{W).
Donc

C(VQï)w C(V)^C(V) et C(F®2) w C(V) (2).

Le groupe K^ÇX) s'identifie donc au groupe de Grothendieck de la caté-
gorie des C(V)-modules [i. e. des C(V @ 2)-modules]. L'assertion en résulte
alors de manière évidente. Explicitement, l'application en sens inverse
co^: K^ÇX) ->A{V) est définie par la formule

^(d(E, s1, ^))=(E\ ïi1) - (E\ ^),

où l'on pose 2?'= Ker((i — ^Y^) et ^ == restriction de la graduation £
à E1.

Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 31
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3.2. JC-théorie des fibres projectifs réels.

Soit W un fibre vectoriel réel de rang fini r et de base compacte X et
soit V un sous-fibre de W de rang i. On désigne par P{W) [resp. P (F)]
le fibre projectif réel de W (resp. Y). Dans ce paragraphe, on se propose
de calculer de manière explicite les groupes Kn{P(W), P{V)', <£), (3 étant
une catégorie de Banach quelconque. On retrouvera ainsi en particulier
les résultats de Milnor (non publiés), d'Adams [1] ainsi que ceux d'Atiyah,
Bott et Shapiro [6].

Munissons le fibre W d'une forme quadratique définie positive et le
fibre V de la forme quadratique induite. D'après un argument déjà
éprouvé [prop. (2.1.12)], tout élément de ̂ el; ̂ {X) s'écrit d (E, TI, w1, w2),
où Y) est un automorphisme involutif de E (représentant l'action de T0'1)
et où w\ i=i, 2, représentent deux structures de C(ÏV)-modules sur E
telles que ï ) .w '==—W' .Y] . On définit alors un homomorphisme p de
K^^X) dans K°^{P(W), P(V)) par la formule

p(d(E, -n, w\ w 2 ) ) =d(E', Y/, s ( w 1 ) , s ( w 2 ) ) ,
où :

a. E'==EXz,S{W), Z^ opérant sur E par Pinvolution T] et sur S{W)
par l'involution antipodique. C'est évidemment un fibre sur P(W).

fc. T]' est l'automorphisme involutif de E' (représentant l'action de C°'1)
défini par

n' (<?, w) ==. (-ne, w) = (<?, — w)) .

c. £(w') est la graduation de E' définie au point (e, w} de E' par

£(w1) (e, w) == (w1 (w) e, w).

THÉORÈME (3.2.1). — Uhomomorphisme

p : K^^1^^1^)-.^'1^?^), P(V))

est un isomorphisme,

Démonstration. — D'après la suite exacte de Mayer-Vietoris [24], il suffit
de démontrer l'assertion pour V et W triviaux. Raisonnons maintenant
par récurrence sur la différence des dimensions de V et de W. Pour
V^^V^^V^^ on a des foncteurs restriction

^^(^î-^e^^^jr)^^®^^).
T—————————^

?3,1

On en déduit une suite exacte :

-> A-1 (cp3,2) -^K(^) -^(cp.3,i) -^(93,2) —K^ (cp2,i)



/C-THÉORIE. 243

{cf. [24] ou cor. 1.3.10) et une suite analogue avec les groupes K de
fibres projectifs. Comme l'homomorphisme p est naturel, le lemme des
cinq permet de se ramener au cas où W = VQ)ï. Mais on a alors le dia-
gramme commutatif :

^ / K ^ ( P ( F © i ) , P ( F ) )
^®2;^©1(^/ ^ ^

^K^(S^(VQi),S(V):

où
r, : S+(V^ï)-^P(V@i)=S(VQï)/Z,

désigne la projection canonique.
Remarque. — Dans cette démonstration, nous avons admis implicitement

que l'homomorphisme p était compatible avec l'isomorphisme de pério-
dicité de Bott et avec l'opérateur cobord à. Mais ceci résulte facilement
du lemme (2.2.12).

COROLLAIRE (3.2.2). — Le groupe Kn{P(W), P{V)) est isomorphe natu-
rellement au groupe ./^"^(y), où

cp : e^91^) -^^(Jr)

est le fondeur restriction des scalaires.

Démonstration. — Le théorème (3.2.1) implique que K {D\ S'~1 ; 9)
est isomorphe au groupe

KÇD^xPÇ^.D^x P(F)u^xP(H7));

le résultat s'en déduit en appliquant la périodicité de Bott.

COROLLAIRE (3.2.3). — Soit /c=R. Les groupes K^PÇW), P{V))
et Kn+A{P^W(^)^), P(F®4)) ^^ alors isomorphes. En particulier, les
groupes K^PÇW), P{V)) et K^PÇWQ) 8), P(F®8)) sont isomorphes.
Soit / c=C; les groupes K^PÇW), P{V)) et Kn(P(WQtî), P(V^^))
sont isomorphes.

Démonstration. — Raisonnons dans le cas réel pour fixer les idées.
Puisque l'algèbre de Clifîord C°'4 est positive, le fibre en algèbres C (W Q) 4)
est canoniquement isomorphe au fibre C^W^^C0 4 , i. e. C(W)0H(2)
Le résultat annoncé s'en déduit en appliquant la proposition (2.3.6).

COROLLAIRE (3.2.4) (conséquence et généralisation du corollaire précé-
dent). — Soit k = R et soit T un fibre spinoriel de rang [\p; les groupes
K^PÇW), P(V)) et K^ÇPÇW^T), P(F®T)) sont alors isomorphes.
Soit k = C et soit T un fibre u-spinoriel de rang pair ; les groupes
J^(P(W), P{V)) et Kn{P{WQ)T), P(V®T)) sont isomorphes.
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Démonstration. — Puisque T est un fibre orienté de rang multiple
de 4? oi1 a

C(TT® 77)w G(W) (g) C(r) ̂  G(W) 0 ̂ (r).

L'assertion résulte alors du fait que les catégories ^{X) et e°'^(X) sont
deux catégories équivalentes [prop. (3.1.1)]. Le raisonnement dans le cas
complexe est analogue.

Soient maintenant V et V deux fibres spinoriels. Alors W=V@Vt

est de manière naturelle un fibre spinoriel en raison du diagramme commu-
tatif

Spin (n) x Spin(^) ——> Spin (n + p )

\ \
o(n) x 0(7?) —————>o(n -4-7?)

On en déduit une équivalence de catégories

u: e0^4-1^)-^^^)

compatible avec les foncteurs restriction, r étant le rang de W. D'où le
théorème :

THÉORÈME (3.2.5). — Soit k=B. (resp. k=C) et soient V et V deux
fibres spinoriels (resp. u-spinorieT). Alors W=VQ)V/ est un fibre spino-
riel (resp. u-spinorieï) et Vhomomorphisme

p.u : KO'r-}-ï•'o'l+l(Ar)->KQ^(P(W),P(V))

est un isomorphisme (20). En particulier, le groupe ./^(P^), P{V) ; (3)
ne dépend que de n, X, (3 et des dimensions respectives de V et de W.

COROLLAIRE (3.2.6). — Soient V, F', W, W quatre fibres sectoriels
réels tels que

VcW, V ' c W , ^(FQ^rg^),
w,(V)=w,(V), ^(F)==JT(F)==^(n, rg^^rg^),

w^(W) ==Wi(W), w^(W) = w.,(W)

{resp. les mêmes conditions en remplaçant Wi par VFs). Si k = R (resp. k = G),
les groupes K^PÇW), P{V)} et K^PÇW^^P^)) sont alors isomorphes.

La démonstration de ce corollaire est analogue à celle de la propo-
sition (3.1.7) [appliquer le corollaire (3.2.4)].

COROLLAIRE (3.2.7). — Soit /c=R, r=l-{-8t, l==ï ou — i m o d 8
(resp. 1=3 ou — 3mod8); si V et W sont des fibres spinoriels, les groupes
K^PÇW^^PÇV)) et K^X^Z^) {resp. et K^ÇX^Z^) sont isomorphes.

(20) On note ̂ ^(X) le groupe ̂ "^^(X).
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Soit /c==C, r==lî+2^ l=î mod2$ si V et W sont des fibres u-spinoriels,
les groupes ^(P(TV), P(V)) et ^"(X; Z^) 5on( isomorphes.

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la table de
algèbres de Clifford et du fait que les algèbres C p ' q sont centrales simples
lorsque p + q est pair.

Par souci de simplicité, nous n'avons considéré dans ce qui précède que
des fibres spinoriels au lieu de fibres cliffordiens. Or, pour affirmer que
les catégories C^{X) et (3° '(X) sont équivalentes, il suffit que le fibre W
soit clifîordien [prop. (3.1.1)]. Pour étendre les résultats précédents au cas
clifïordien, il nous faudrait définir un homomorphisme de r(o, yi)xr(o, p)
dans r(o, n+p) compatible avec les projections sur les groupes ortho-
gonaux. Or ceci est impossible en général (cf. § 1.1). Cependant, si n est
multiple de 4? on peut définir un homomorphisme

Spin(o, n) x r(o, p ) —^r (o , n + p )

compatible avec les projections sur les groupes orthogonaux. En effet,
si £ = êi. . . en, l'application a de R^ dans C0^^ définie par x^->ex induit
un homomorphisme de C0^ dans C0'^, donc de r(o, p) dans r(o, n+p) ,
d'où rhomomorphisme cherché de manière évidente. On en déduit la
proposition :

PROPOSITION (3.2.8). — Soit /c==R (resp. k=C). Soit V un fibre
spinoriel [resp. uspinoriet) de rang 4p— I (resp. 2p—i ) et soit V un
fibre cliffordien {resp. ucliffordien). Alors VQ)ï est spinoriel {resp. uspino-
rieï) et W Q)ï=V (^i^V est cliffordien {resp. u cliffordien}. Le groupe
Kn{P(W), P{V)) est donc, ^ous ces hypothèses, isomorphe au groupe
j^n+i^y^ ̂  y ̂  ̂  foncteur restriction

e0'7^1^)-^0'^-1^),

r étant le rang de W et l celui de V.

PROPOSITION (3.2.9) (comparer avec [6]). — Soit X = Point et soit <3
une catégorie de Banach de dimension finie. Le groupe K(P(W), P{V)) est
alors isomorphe au conoyau de l7 homomorphisme de restriction naturel
Mr-> Mi, où Mn désigne le groupe de Grothendieck de (3°>71-4-1.

Démonstration. — La proposition résulte de la suite exacte de cohomo-
logie [th. (2.3.1)]

Kçe0'^1) -^^(e0'^) ->K^ (cp) -.x1 /e0'1^

associé au foncteur restriction des scalaires y : g0'^1-^ go^+i^ Q^ démontre
de même la proposition suivante :
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PROPOSITION (3.2.10). — Sous les hypothèses de la proposition précé-
dente, le groupe K1 (P (W), P (V)) [resp. K-^PÇW), P(V)) est isomorphe
au noyau {resp. au conoyau) de Vhomomorphisme de restriction naturel
M^M] (resp. Af;1 -^ M^), où M[ désigne le groupe A?'(e°'71-4-1).

COROLLAIRE (3.2.11) {cf. [l], [3]). - Soit e=^{C) la catégorie des
espaces sectoriels complexes de dimension finie. Si l'on désigne par P,_i
l'espace projectif réel de R, (^o), les groupes K(Pr,Pe) {l^o) à
coefficients dans (3 sont donnés par le tableau

K(P^P^) =Z,n-,, ' K^P^P^) =0,
K{P^P^) ==Z^Z,n-,, K^P^P^ ==o,
K{P,n^P^ =Z,n-,, K^P.^P^ =Z,
KP^, 7^+i ) = Z ® Za.-7-i, K1 (P^i, P,^, )=Z.

En particulier, on a
K(P^) =Z^Z,n, K^(P^) =o,

K{P,n^) = Z © Z,n, K^ (P,n^) == Z.

COROLLAIRE (3.2.12) {cf. [l], [6], [17]). — Soit e=^{-R) la catégorie
des espaces sectoriels réels de dimension finie. Soit br,i le nombre d'entiers m
tels que l< m^r et m==o, i, 2, 4 mod8 et soit âr,i= <2.br'l. Alors, si l^o,

K(Pr, Pi)=Z^,, si /^-imod4,
K(P,, Pi) =Z©Z^^ si /=-i mod4,

K^P^Pi)=K(P^P^).

Remarque. — En fait, les techniques employées ici permettent de
calculer le groupe A^(Pr, Pi) quel que soit n {cf. [17]). Nous n'avons
donné que les résultats les plus intéressants.

3.3. Théorie KR.

Récemment, Atiyah a introduit une nouvelle 7^-théorie notée KR [4].
Le but de ce paragraphe est de montrer comment cette théorie s'insère
dans notre cadre général. En particulier, la relation avec les algèbres de
Clifford est examinée de manière plus précise que dans [4]. Ceci nous
permettra de retrouver plus loin les suites exactes d'Anderson sous une
forme plus générale et plus utile.

Soient G une catégorie de Banach réelle, G un groupe compact augmenté
{cf. § 1.2), X un G-espace compact et V un G-fibre sur X muni d'une

forme quadratique définie positive invariante par G. On désigne par C^ÇX)
la catégorie de Banach réelle graduée formée des objets de <3'(Z) où opèrent
le groupe G et le fibre en algèbres de Clifford graduées C(V). On suppose
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évidemment que les actions de G et de C ( V) sont compatibles entre elles
en un sens qui a été précisé au paragraphe 1.2. Notons maintenant KR^{X)

le groupe de Grothendieck gradué de CR^{X). Avec l'écriture d'usage, tout
élément de KR^[X) se représente donc sous la forme d{E, g, ^, £4 , £2),
où (JE, g, ^) est un objet de (3'(X) où opère G et C(y), £1 et £2 étant deux
graduations de cet objet. Plus généralement, si Y est un sous-ensemble
fermé de X invariant par G, on peut définir le groupe relatif KR^{X, Y)
comme le groupe de Grothendieck du foncteur gradué de (3(%^(X)
dans (3^l^(Y) défini par la restriction des fibres. Dans l'écriture précé-
dente, ceci revient à considérer des graduations £', i=ï, 2, qui coïncident
au-dessus de Y.

Supposons maintenant que le G-fibre V soit la somme de deux G-fibres V /

et Y". Par les mêmes formules que celles du paragraphe 2.2, on définit un
homomorphisme t de KR^'^^ÇX} dans KR^^BÇV"), 5(7")).

CONJECTURE (3.3.1). — Uhomomorphisme

t : K ^ o ^ ' ' " W-^KR^\B(V"'), S ( V " ) )

est un isomorphisme "(21).

Dans ce paragraphe et les suivants, nous nous proposons de démontrer
cette conjecture dans un certain nombre de cas particuliers importants.
Tout d'abord, il est bon de remarquer qu'on obtient le théorème (2.1.1)
comme cas particulier de cette conjecture en considérant G = Za opérant
trivialement sur la base et sur V " (mais non nécessairement sur T7'),
l'augmentation de Za étant l'augmentation identique. En effet, si ï) est
une involution d'un fibre W induisant l'identité sur la base, posons
W+='KeT(r\—ï), W~= Ker(ï] +1). Si Q est une forme quadratique
sur W définie positive invariante par T), Q s'écrit Ç^QÇ". La caté-
gorie (3(îl^(X) est alors équivalente à la catégorie (3^(X), où W est le
fibre W muni de la forme quadratique Q+ÇS){—Ç"). Il en résulte que
KR^{X, Y) est isomorphe à K^{X, Y) de manière compatible avec
l'homomorphisme t.

On obtient une forme équivalente de cette conjecture lorsque les fibres V /

et V " sont « G-^spinoriels » en un sens qui va être précisé; pour simplifier
les raisonnements, nous supposerons V = o dans ce qui suit. Sur
R"== R^^R'7 considérons l'involution définie par (x, y) }-> ( — x , y). Elle
induit une involution de ^==6'°'^ qu'on notera ~ (celle-ci généralise

(21) Cette conjecture est maintenant résolue. Une démonstration, utilisant les techniques
développées ici, paraîtra prochainement (Note ajoutée a 1̂  correction des épreuves le
Ier février 1968),
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rmvolution définie au paragraphe 1.1 pour q = o seulement). On note
également ~ l'involution de

Spin^(/^) =z Spin (n) x^U(ï)

définie par (rc, ^) ^-> Çx, A). Le fibre V sera dit maintenant G'-^spinoriel
(relativement à l'involution ~) s'il existe un fibre principal P sur X de
groupe 7î = Spin^(M) jouissant des propriétés suivantes :

a. V=PXH^nï,

b. G opère à gauche sur P de manière compatible avec la projection
sur X;

c. Vp€P, V g € G ° (resp. G1), V aeSpin^yi), on a
g . ( p . a) == ( g ' p ) . c t . [resp.^.(/?.a) = (^.7?).aj;

cL Vp€P, V^eR", on a la formule

^.(7?, À)=(^.^ À ) s i^eG 0 et ^.(^^)==(^.^,À) si^e^1 .

Si V est un fibre (î-^spinoriel, on définit un foncteur

-u : e^g'7 (^T) -> C^G^A )

par u{E)=PXiiE, G et Y opérant sur u(JS) par les formules
^.{p, e) = (g-.p^.e) et (p, À ) , (p, e) =z(p, 7,.e).

PROPOSITION (3.3.2). — Le foncteur u est une équivalence des catégories
de Banach graduées êûi^^X) et é^(Z).

Démonstration. — C'est, à Faction de G près, la même démonstration
que celle de la proposition (3.1.1).

COROLLAIRE (3.3.3). — Si la conjecture (3.3.1) est vraie, t.u est un
isomorphisme de KR^^X) sur KRc^BÇV), 5(7)).

Supposons maintenant que V soit muni d'une structure complexe et
que G opère sur V de manière compatible avec l'augmentation. Le fibre V
peut être muni canoniquement d'une structure ^spinorielle (cf. [6)] de
telle sorte que si P désigne le fibre principal de groupe Spin^^yz) associé
à V, G opère sur P de la manière qui a été décrite plus haut. L'involution
de jR271 qu'il faut prendre est bien sûr celle définie par la conjugaison
complexe de C^^.R271. Dans ce cas, la conjecture (3.3.1) est équivalente
au fait que t.u est un isomorphisme de KR^71 {X) sur KRo{B{V), 5 (F)).
Mais, d'après les considérations générales du paragraphe 2.1, les groupes
KR^^ÇX) et KRç(X) sont isomorphes. En utilisant l'homomorphisme
explicite de U (n) dans Spi^^n) (cf. [6], p. 10), on voit aisément que le
composé p des homomorphismes

KBGW^W^A^KB^W-^KPG^ÇV), S(V))
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est défini par le cup-produit par l'élément u^ de KR{B(V), S(F); ^(R))
induit par le complexe d'algèbre extérieure de V, où G opère de manière
naturelle {cf. [5], § 2 et p. i4). Si V est un fibre de rang (complexe) i,
ce complexe se réduit à

o-^Tr^r^^Tr^-x),

î i :5(y)^X. L'élément de KR^B{V\ S{V)) qu'il définit s'écrit
dÇk'^V^T^V, a), où a est l'isomorphisme de \°^V = B(V) X C
su rX l Tl*y=Tc*y défini au-dessus de chaque point v de 5 (F) par la
multiplication par v. On a donc la formule

^ ( E ) = d ( ^ E , 7r*^(g)7T*F, Id((g)a).
c

THÉORÈME (3.3.4). — Soit V un fibre complexe de rang i où G opère
de manière compatible avec V augmentation. Uhomomorphisme

(3: KRGW-^KRo(B(V),S(V))

défini plus haut, est un isomorphisme.

Démonstration. — Le théorème (3.3.4) est, en fait, une version géné-
ralisée du théorème de périodicité d'Atiyah-Bott [5]. La démonstration
d'Atiyah-Bott se transpose sans difficultés à ce cas plus général (voir
aussi [8]). D'une manière précise, tout élément de KRoÇBÇV), S (V))
s'écrit sous la forme d{^E, îi*.F, /*), où E et F sont deux G-fibres sur X
et où f : ̂ *E —^ ^*F est un isomorphisme au-dessus de 5(F). Pour chaque
point x de X, la fibre S{Vx) est isomorphe à 51 (par une carte de V) et si
l'on transporte la mesure de Haar de S1 sur S{Vx) grâce à cet isomorphisme,
on obtient une mesure ^ sur S(Vx) qui ne dépend pas du choix de cet
isomorphisme et qui est invariante par G. Soit z (resp. ^-1) la section
de ii*y (resp. 7li^V*=^*V~l) au-dessus de S{V) qui est définie comme
le composé

S(V) ^S(V) XxS(V) ->S(V) XxV,

où A désigne l'application diagonale. On note ^ (resp. jsT71) la section
de v.^V"' (resp. r^V^) définie par le produit tensoriel n fois de z (resp.
le produit tensoriel n fois de ^~1). On écrit maintenant un « développement
en série de Fourier » de f de la manière suivante : si l'on désigne par an
la section du fibre HOM (£, F (^) V~11} définie par l'intégrale

dn (^) = f fx^"- d^,
^S (/^)

On^ est de manière évidente une section du fibre HOM (^*2?, ^ * F ) et la
+ 00

série ^.anZn converge au sens de Césaro vers la section /*. Le reste de la
—— 00

Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 32
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démonstration est classique {cf. [5] ou [12]) en remarquant que On et z71

sont des sections invariantes par l'action de G,

Remarque. — Atiyah et Bott démontrent, en fait, le théorème (3.3.4)
(pour G=ï) sous une forme légèrement différente en considérant le fibre
projectif complexe de F©i, (2 2) ce qui permet de préciser la structure
de .ZGRç(X)-module de KRc{P{V ®i)). Nous laissons au lecteur le soin
de retrouver ce résultat en remarquant que P(V®i) = S(F(E)i)/51 et en
appliquant le théorème (3.2.4) pour le groupe GxS\

THÉORÈME (3.3.6). — Soit V un fibre complexe où G opère de manière
compatible avec l'augmentation. Désignons par ^ ' . X - ^ X / G la projection
canonique et supposons que tout point y de XfG possède un voisinage U
tel que F/îi""1 ( U) s'exprime comme une somme de G-fibres de rang i (on dit
dans ce cas que V est localement décomposable). Le cup-produit par Up.
définit alors un isomorphisme de KRo(X) sur KRc(B(V), S (F)).

Démonstration. — D'après la suite exacte de Mayer-Vietoris, il suffit de
démontrer l'assertion si V est une somme de G-fibres de rang i, soit
V =V^Q). . .Q)Vn. Pour cela, notons d'abord que

t,: Kfi^(B(V;),S(V;))^KB^(B(V;_,),S(V;_,))

est un isomorphisme si l'on pose

V[= F,®.. .© F,, V\= P^®.. .© F,.

En effet, on a le diagramme commutatif :

KB^(B(V;), S(V;))——'—^KB^-^B^V'^^ S(V;_,))

t t
I' |'

KRîr^^^ÇBÇV"^, SÇVy-^KB^-^ÇBÇV^)^ S(V;_,))
t t
1 . I'

KB^(B(V",),S(V",))——W——^KB^B{VII^^S(V"^.

II suffit de remarquer maintenant que l'homomorphisme t de KIÎ^ÇX)
dans KRoÇBÇV), S{V)) est le composé tn. . . ^i, par exemple en raisonnant
par récurrence sur n [cf. démonstration du théorème (2.2.1)].

Remarque. — Le théorème précédent s'applique notamment lorsque G
est un groupe abélien fini. Tout G-fibre complexe est alors localement
décomposable.

THÉORÈME (3.3.7). — La conjecture (3.3.1) est vraie pour G=Z^
muni de l'augmentation identique (V étant un G-fibre réel quelconque).

(22) i désignant ici le fibre complexe trivial de rang un.



Â-THÉORIE. 251

Démonstration. — D'après la suite exacte de Mayer-Vietoris, on est
ramené au cas où V == Xx (R^R^), Finvolution T sur V étant définie
à partir de Pinvolution cr de X par la formule

^(^^e,f)=z(a^,—e,f).

Dans ce cas, le groupe K1\X) n'est autre que le groupe TGR^^X). L'homo-
morphisme

t : KRP^^)->KÉ^XDP^, A x SP^) (23)

est alors défini par la formule

t ( d ( E , v, £1 , s 2)) ^^(Tr^^cosô+e1 sinO, ^ cos9 + £2 sin6),

où ^ = ^ 1 + ^ 2 es^ un vecteur de R^^R7 et où ? désigne 1^1+^2. On a
maintenant deux diagrammes commutatifs :

KRP^ (JT) ——————^—————^ KRP^^ (^)

'[ ['PBK R { X X D P ' I , X ^ S P - ' ' } ——> KR {X x DP-I^, ^ • x S / ' - ^ )

KRP'I (^) ——————7-—————>K/ÎP+l'f+l (^)

- 'i " i-^ 0 +

KR{^xDP^, ^ x S P ' v ) —^KR^xDP^^, A xS^1-^1)

où P- désigne la périodicité de Bott ordinaire et où P est défini par le
cup-produit par le générateur de KR{D1 S 5151) ̂ KR^ ^{P} ̂ Z : C/'. théo-
rème (3.3.4) (la commutativité des deux diagrammes résulte des formules
explicites de multiplication données au paragraphe 2.4). Grâce au premier
diagramme, il suffit de démontrer le théorème pour ç^p. On raisonne
alors par récurrence sur p en utilisant la commutativité du second
diagramme.

c. ç. F. D.

COROLLAIRE (3.3.8). — Soit V =V~ç^)V+ un fibre vectoriel réel sur X
muni d'une forme quadratique non dégénérée Q= Ç~Q)Ç+, où Q~ (resp. Ç^)
est définie négative (resp. définie positive). Munissons V de l'involution
(x, y) M^ (— x, y). Uhomomorphisme

t : K^^)->KJR(B(V),S(V))

est un isomorphisme.

C23) En suivant Atiyah [4], on note DP^ (resp. SP^) la boule (resp. la sphère) de R^©RA
muni de l'involution induite.
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COROLLAIRE (3.3.9). — Avec les notations du corollaire précédente suppo-
sons que V soit un fibre spinoriel {pour la forme quadratique Ç). On a alors
un isomorphisme u de K^i^X) sur K^{X) (p=dimF-, q=dimV+) ett.u
est un isomorphisme de K^^ÇX) sur KR{B(V), S (F)).

Remarque. — Bien entendu, on a un résultat analogue si l'on considère
des groupes KR 0 A, A étant un anneau sans torsion où 2 est inversible
ou si l'on considère des groupes KR à coefficients dans Z^ n impair.

Les considérations du paragraphe 3.2 se généralisent sans peine en
théorie KR. Ainsi, soit W = W~@ W^ un fibre vectoriel réel muni d'une
forme quadratique non dégénérée Q=Ç~Q)Ç+^ avec Ç~<o et Ç+>o.
Soit V^V-ç^V^ un sous-fibre de W tel que V~CW~ et que V+CW+.
Soit e^{X) [resp. Q^ÇX)] la catégorie de Banach (non graduée) formée
des (3-fibrés où le fibre en algèbres de Clifford C{W) [resp. C{V)] opère.
Alors, en suivant le paragraphe 3.2, on définit le groupe K^'^ÇX) comme
le groupe K du foncteur restriction C^{X) -> (3^(X). D'autre part, P{W)
[resp. P{V)] est un Za-espace de manière naturelle. Ceci permet de définir
un homomorphisme

p ; K ^ ^ T O > l • ' ^ T o l l ( ^ ) - . K I Î O A ( P ( ] V ) , P ( V ) ) ,

lequel généralise l'homomorphisme p du paragraphe 3.2.

THÉORÈME (3.3.10). — U homomorphisme p défini ci-dessus est un
isomorphisme.

Démonstration. — C'est une conséquence du corollaire (3.3.8) de la
même manière que le théorème (3.2.1) est une conséquence du théo-
rème (2.2.1).

Remarque. — Si les fibres V et W sont spinoriels (ou clifîordiens
dans certains cas particuliers) on peut calculer J^®770'1^®770'1^ suivant
une méthode déjà maintes fois éprouvée {cf. § 3.2). Nous laissons les
détails au lecteur.

Pour conclure ce paragraphe, donnons une application numérique. Soit
à calculer le groupe KR{Pr,i, P r ' , r ) , où Pn,p désigne S^/Za muni de
l'involution induite. Alors, d'après le théorème précédent, ce groupe est
isomorphe à ^(9), où y est le foncteur restriction des scalaires
<^+1—<^+S <3 désignant la catégorie de Banach de référence.
Si e= ^(R), par exemple, la suite exacte de cohomologie :

K(er'l+i)-^K(er''l'+i) -.K1 (cp) -.K1 ((^-M)
II
0

fournit le résultat suivant :
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PROPOSITION (3.3.11). — Le groupe KR{Pr,i, Pr',r) {r-{- V> o) est
isomorphe au groupe Z^ (resp. Z(^)Zç), a^ec

q = 2/'—^'a/__/_l^/_/./_l '̂ / /— ^/^ o mod4 {resp. = o mod4)

(pour n<p, OM confient que ân,p= ï6~san+8s, p lorsque s est suffisamment
grand).

3.4. JC-théorie réelle et JC-théorie complexe.

Il y a quelques années, Anderson avait établi dans sa thèse l'exis-
tence de suites exactes fondamentales reliant la A^-théorie réelle et la
7^-théorie complexe [2]. Malheureusement, la démonstration de l'exactitude
de ces suites était longue et compliquée et se prêtait fort peu à une géné-
ralisation en K-théorie équivariante par exemple. Le but de ce para-
graphe est de retrouver, en suivant la méthode d'Atiyah, les suites
d'Andersen dans le cadre général des catégories de Banach [voir aussi
[17] pour une autre démonstration d'esprit différent n'utilisant pas
la théorie KR ). Ceci nous permettra d'étendre le théorème de Segal
K^(X}'wKic{XG)' en théorie Ko réelle. Nous verrons dans le paragraphe
suivant comment ces suites exactes permettent de résoudre partielle-
ment la conjecture (3.3.1), notamment pour des fibres G-spinoriels.

Dans tout ce qui suit <3 désignera une catégorie de Banach réelle et
(3' = (31'0, (3"= (3250, désigneront respectivement les catégories complexifiée
et quaternionisée de C. On note XO^C) [resp. KUn{e), Kspn{e)] le
groupe K'1 de (3 (resp. <3', C"). Si X est un espace compact on note aussi,
par abus de langage, KO^X) [resp. KU^X), Ksp^X)] le groupe KO^eÇX))
[resp. K^ÇGÇX)), Kspn(e(X))]. On définit aussi de manière évidente les
groupes KO^X, Y), KO71^}, etc.

Considérons la suite exacte de cohomologie associée à la paire (2)^' °, S ' 1 ' °) :
ri?Kfi^ÇD^'0) -^KR^ (S^ 0) -^^7^(7^'°, ^•0) -> K^ (Z^'°) — . . .

^ 11 ^
K^çe) KR^çe)

(les groupes KR étant pris à coefficients dans C). Compte tenu de l'iso-
morphisme ( [théorème (3.3.8)], le morphisme rf n'est autre que l'homo-
morphisme induit par le foncteur gradué restriction des scalaires de (3^4^'0

dans (S"10 (on suppose TZ^O pour fixer les idées).

LEMME (3.4.1) . — Si q ̂ 3, le morphisme r^ est nul.

Démonstration. — Avec des notations évidentes, on a
^(dÇE, é?i, ..., en+q\ £S s2) =d(E, é?i, ..., en', s^s 2 ) .
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Mais, si q ̂ 3, e = ^+^2 Cn+q-i ên+q est une graduation de (E, ^i, . . ., <^) qui
anticommute avec les graduations £1 et £2. L'homotopie définie par

£'cos 9 + e sin 6 pour o^O^^ et par — £2 cos6 + esinô pour 7r ̂ 6^ 71

est une homotopie entre £1 et £2.
c. ç. F. D.

Pour ç^3, on a donc, d'après le lemme précédent, une suite exacte :

o-^A'/?/^-l(7)y'o)->Â'/?7^-l(^•o)^^/?^(Z)y>o^ s^-°)-->o
^ w ^ t

A^-i(e) K^çe)

PROPOSITION (3.4.2). — La suite exacte précédente se scinde canoniquement.

COROLLAIRE (3.4.3). — Si ç^3,

K^ ( S ^ ' 0 ) ^ Kn(e) ® K^^ (e).

Démonstration. — On va définir un homomorphisme de K^ÇC) dans
KH^^S9'0) inverse à droite de r1^-1. Pour cela, en raison du théo-
rème (2.2.1), il suffit évidemment de définir un homomorphisme à '
de K^ÇC) dans 7GR"(Û°'1 X ̂ '°, 50 ' lx5^0) inverse à droite de Phomo-
phisme (-1^, où

à : ATP^Z^x^'0, ̂ x^'0) -^K^ÇD^-0, S^-0)

est l'opérateur cobord défini dans le théorème (1.3.9). Représentons D0 ' i

comme le sous-ensemble du plan complexe formé des points e'0, — 7r ̂  6 ̂  7r •
On pose alors

y = ô ' ( d ( E , e^ .. ., e^\ s1, s2)) =d^E, e^ ..., ̂ ; •n\ Yî 2 ) ,

TT : D^^S^0-.?,

où ïl7, 7 = 1 , 2 , est la graduation de ii*JS définie au point (^, 6) de 57' ° x2)°'l
par

Trr)^'==e sinô 4- s7 cos6 pour — - ^ 6 ^ 0 ,r ^ — — ?

ni •==- iv sin 6 + £7 cos 6 pour o ̂  9 ̂  7r •
—— —— 2

Soit maintenant fj : (TC*E, ^i, . . ., e^ £y) ̂  (îi*E, e^ . . ., ^; Y)7) l'isomor-
phisme défini par

A Q

fj= cos- + ^5^ sin- pour —-^6^0 ,

. 9 . . . 9 7T/^•== cos - + iv^ sin- pour 0^6^-.
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On a donc
j=^((^s1), (7^ s2),/),

où F = {^-*Ey 61, . . ., en) et f=f^'f^' Paramétrons

B(V) ^+(F©i) ( r= :Ry°)

comme il est d'usage :

Fig. 6.

Soit /i(a, 9) une fonction numérique continue définie pour

et — - ̂ - 0 ̂  - telle que
0. ——— ——— 9. -1

(i) A(o, 6)
' • • \ L (/ 7r û '11) /^, 9^

o:

n

/ • • • \ 7 / 7r \ a

(m) À^a, ̂  = ̂

/ • \ 7 /" 7^^ a

(iv) A(a,-^=-^.

Une telle fonction existe toujours car R est contractile. L'isomorphisme f
(qui dépend continûment de 9) se prolonge alors au-dessus de D^^XZ)011

en un isomorphisme (non gradué) de {F, £1) sur (F, £2), noté encore /*,
défini au point (^, a, 9) par

f=z ( cos (A(a , 9 ) ) —^sm^a, 6 ) ) )

X (cos(À(a , 0 ) ) + ^ p s l s i n ( A ( a , 0 ) ) ) si À (a, 0)^o,

/= (cos (A (a, 9) ) — e £2 sin (A (a, 6) ) )

X (cos(A(a, 6 ) ) +e s^in^a, 6 ) ) ) si À ( a , 6 ) ^ o .

Les morphismes écrits sont continus car ^sin(/i(a, 6))-^o quand a-^ o
[pour a == o, on convient que ^sin(/i(a, 9)) == o bien que v ne soit pas
défini a priori]. D'après la définition de l'opérateur cobord à [th. (1.3.9)],
on a donc

^(j)=û?((F,£l), (F,£2),^),
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/ a . , . a \ / a . . a N

."' === cos — — iv s- sin — cos — 4- iv s1 sin —
\ 2 2 / \ 2 2

En faisant un calcul analogue à celui précédant l'énoncé du théorème (2.3.2),
on voit alors que

à(y)=t(d(E, e^ ..., e^\ £\ s2 ) ) .
C. Q. F. D.

La proposition précédente nous apprend en particulier que, parmi les
groupes TCR*^7'0; C), seuls ceux correspondant à q<3 peuvent donner
des invariants nouveaux de la catégorie (3. Pour ç=i , on a, en fait,
le lemme suivant :

LEMME (3.4.4) (Atiyah). — Le groupe TCR^S150; C) est isomorphe
naturellement au groupe K^Çe),

9

Démonstration. — Le Za-espace 51'0 est un ensemble réduit à deux
points { i } et { — i } muni de Pinvolution échangeant les deux points.
Soit ç: e'-^e^^1'0) le foncteur défini par y(.E) = .F, où F est le fibre
sur 51'0 égal à E au-dessus de { i } et à É au-dessus de — i , Pinvolution
antilinéaire de F étant induite par le morphisme de E dans É égal à l'iden-
tité sur les objets de (3 sous-jacents. Le foncteur <p est une équivalence
de catégories de Banach de manière évidente, ce qui établit l'assertion.

DÉFINITION (3.4.5). — Si e est une catégorie de Banach réelle, on pose
KCn(e)=KRn{S2'o; e).

Pour comparer KC71^) aux autres invariants de la catégorie (3, l'idée
naturelle (due à Atiyah) est de regarder la suite exacte de cohomologie
associée à la paire (S^'0, 51'7'0) :

KB^ÇSP-0) -^AT^-1^'0) -^K^ÇSP'0, S^'0) -^.AT?^^'0) -^ A7^(6^°).

LEMME (3.4.6) (Atiyah). — Le Z^-espace S^^S^0 est isomorphe à
SP-V^XD^^/SP-^^X. S^ • 0 .

En particulier^ on a des isomorphismes naturels

K^çsp'0, ̂ '°; e) wKB^çsp-v'0, e).

En effet, cet isomorphisme provient par compactification de Phoméo-
morphisme évident de S^ 0 —^ 0 sur S^^Xl^'0.

La suite exacte précédente devient donc

A7^-1 ( S P ' ° ) —AT?72-1 (^<7 /0) -^KR^^SP-^^) - ^ K ^ Ç S P ' 0 ) -—7^/? /^(^0).
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Les couples (p, q) intéressants sont les couples (2, i), (3, i) et (3, a).
On obtient alors trois suites [les deux dernières en appliquant la propo-
sition (3.4.2)] :
(1) ...-^KU^^-^KU^-^C) -> KC11 (<°) -^ KU^ (C) -^A^(e);
(2) ...-.KCn+i(e)->KOn(C) ® Kspn (e) ->- KUn (e) -^KC^çe)-^...;
(3) ...^KC^çe)->KUn(e)-->KOn(e) QKspn(e)--^KCn(e)--^...

THÉORÈME (3.4.7). — Soit e une catégorie de Banach réelle. Les
suites ( i) , (2) et (3) définies ci-dessus sont des suites exactes naturelles en C.

Remarque 1. — La démonstration du théorème (3.4.7) donnée ci-dessus
est directement inspirée de celle d'Atiyah [4]. Cependant, la propo-
sition (3.4.2) n'est démontrée dans [4] que pour la catégorie C des fibres
vectoriels de dimension finie. D'autre part, avec certaines hypothèses
restrictives sur (3, une deuxième démonstration du théorème (3.4.7) est
donnée dans [17]. Elle est plus longue que celle-ci; mais les techniques
employées (essentiellement la notion de « cône d'application d'une trans-
formation cohomologique ») sont en un certain sens plus naturelles.

Remarque 2. — La forme qu'on a donnée au théorème (3.4.7) n'est pas
la forme la plus générale. On peut remplacer la catégorie de Banach (3
par un foncteur linéaire continu quasi-sur] ectif entre deux catégories de
Banach. On peut aussi remplacer les sphères 57'0 par des produits XxS^0,
où X est un Za-espace compact quelconque.

Voyons maintenant, en suivant la méthode d'Andersen pour X == Point,
comment on peut étendre le théorème de Segal en ./^-théorie réelle. Rappe-
lons d'abord l'énoncé du théorème de Segal en .K-théorie complexe (sous
sa forme la plus simple). Soit X une variété différentielle compacte où
opère différentiablement un groupe de Lie compact G. Alors, V n, K^ÇX)
est un module de type fini sur R{G) = ̂ (Pomt) qui est une Z-algèbre
de type fini. Soit I ( G ) l'idéal noyau de l'homomorphisme d'augmen-
tation £ : J Î ( G ) - ^ Z qui associe à chaque représentation sa dimension.
Soit maintenant E{X) la catégorie des G-espaces compacts E au-dessus
de X, G opérant librement sur E (on peut supposer que E est une variété).
Si F est un G-fibré sur X, il définit, par image inverse, un G-fibré sur E
On en déduit un homomorphisme a de Ko{X) dans Ko{E) = jK'*(jB/G)
ainsi qu'un homomorphisme a" de K^{X)^ dans lim K-oÇE) (les complétions

~E~(X)

sont prises suivant la topologie J(G)-adique).

THÉORÈME (3.4.8) (Segal [8]). — L9 homomorphisme a^ est un isomor-
phisme de KG{X)" sur lim Ko{E) [expression qu'on notera par la

ËW
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suite K*{XG)]. De plus, R1 lim K^(E) = o. [Dans cet énoncé, la catégorie
E{X)

de Banach de base est évidemment S (C).]
Supposons maintenant que C soit la catégorie des espaces vectoriels

réels de dimension finie. On désigne par RO{G) et RC{G) les sous-anneaux
de R(G) engendrés par les représentations réelles ou autoconjuguées de G.
On désigne par Rsp{G) le sous-groupe de R(G) engendré par les repré-
sentations symplectiques de G. Posons

IO(G)=I(G)r^RO(G), IC(G) = 1 (G) r\ BC (G).

LEMME (3.4.9). — Soit B une Z-algèbre de type fini et soit g un groupe
fini d'automorphismes de B. Soit A = B°\ Alors B et A sont des anneaux
noethériens, B est un A-module de type fini et A une Z-algèbre de type fini.

Démonstration. — Atiyah-Hirzebruch ([7], p. 24).

COROLLAIRE (3.4.10). — RC (G) est une Z-algèbre de type fini {donc est
noethérien) et R(G) est un RC{G)-module de type fini.

Démonstration. — On fait opérer g = Z^ sur B = R{G) par la conju-
gaison complexe.

LEMME (3.4.11). — Reprenons les notations du lemme (3.4.9). Soit b
un idéal de B stable par g. Soit a = bf\A. Alors les topologies a-adique et
b-adique coïncident sur B.

Démonstration. — Atiyah-Hirzebruch ([7], p. 20).

COROLLAIRE (3.4.12). — Les topologies IC {G)-adique et I{G)-adique
coïncident sur R(G).

LEMME (3.4.13). — Soit p€7?C(G); alors ^çRO(G).

Démonstration. — En effet, p s'écrit pi+ PS? où ÇiçRO(G} et ^^Rsp{G).
Donc

p^p^ (pip2+pip.o + pi;
qui appartient à RO(G).

Remarque. — Le fait que toute représentation autoconjuguée d'un groupe
compact soit somme d'une représentation réelle et d'une représentation
symplectique est un résultat élémentaire bien connu. On peut aussi le
déduire de la suite (3) compte tenu que KCoÇP) = RC(G) {voir plus loin)
et que Ri{G}= Ka{P) == o [prop. (2.3.14)].

LEMME (3.4.14). — RO(G) est une Z-algèbre de type fini {donc est noethé-
rien). De plus, RU (G), RC{G) et Rsp{G) sont des R0( G)-modules de type fini.
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Démonstration. — D'après le corollaire (3.4.10), il suffit de démontrer
que RO[G) est une Z-algèbre de type fini et que RC{G) est un JÎO(G)-module
de type fini. Soient Xi, . . ., Xn les générateurs de RC{G) comme Z-algèbre.
Soit R la sous-algèbre de RC(G) engendrée par les x[. D'après le
lemme (3.4.13), on a R/C.RO{G)C.RC(G). Puisque x^çR\ les monômes
x^1. . .x^ avec nii= o ou i engendrent RC{G) comme jR'-algèbre. Donc
RC{G) est un Jî'-module de type fini. Du fait que R est noethérien,
il s'ensuit que R0{ G) est une Z-algèbre de type fini et que RC{G) est
un R0{ G) -module de type fini.

c. ç. F. D.

LEMME (3.4.15). — Soient B = RC(G), A = RO{G), b==IC(G},
a= br\A = IO{G). Soit &'== aB Vidéal de RC(G) engendré par a. Il existe
alors un entier n tel que f c ^ C & ' C f c .

Démonstration. — Dans un anneau noethérien, pour démontrer qu'une
puissance d'un idéal b est contenue dans un idéal &', il suffit de démontrer
que tout idéal premier p qui contient V contient aussi b. Or, si xGb,
a ^ e & n A = a C & ' H p ; donc x ^ p .

COROLLAIRE (3.4.16). — Les topologies IO{G)-adique et IC(G)-adique
coïncident sur RC{G). Les topologies IO{G)-adique et I(G)-adique coïn-
cident sur RU {G).

Soit maintenant X un G-espace compact. Supposons que, V M , KU'oÇX)
soit un R ((î)-module de type fini. D'après les lemmes précédents, c'est
un JîO(G)-module de type fini et les topologies J(G)-adique et 10 (G)-
adique coïncident sur KUoÇX). La complétion de KU'cÇX) suivant les
deux topologies sont donc canoniquement isomorphes.

LEMME (3.4.17). — Supposons que, V n, KU'aÇX) soit un RO(G)-module
de type fini. Il est est alors de même de KO^^X) et de KC'!.(X).

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate des suites exactes (i),
(2) et (3) et des propriétés élémentaires des modules de type fini sur un
anneau noethérien.

LEMME (3.4.18). — Soit Xy, un système inductif de G-espaces compacts
tels que KU'o(X^ soit pour tout n un Z-module de type fini. Supposons
que R1 Hm KU'^X^) = o. Alors

TMim KCk (^a) •==- ^lim KO'o (^a) = o.

Démonstration. — On a une suite exacte

KU'o (A\) -4 KO& (A\) -> A11 (^a) -> o,
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où r est la « réalification » et où An(X^ est un groupe fini qui est une
puissance de Za; donc R1 lim A(Xa) = o et R1 lim KO^X^ = o. Le fait

—-> —->
que R1 lim KC^X^ = o est moins évident. Il faut d'abord remarquer

que, dans la suite (i), Thomomorphisme de KUn(e) dans KU'^e) est
x \-> x — x. On doit donc vérifier que le système projectif Ker(^) avec
^:KUrG(X^X}^KUÎG(X.^ vérifie R1 lim Ker^-- o. Pour cela, consi-

dérons Phomomorphisme y^ de KU'c(X^ dans KU'o^X^ défini par
<f^(x) === x + ï- Alors Jî1 lim Imy^= o et l'on a la suite exacte :

o -> im^-> Ker^S-^ BÎ-> o,

où B^ est un groupe fini qui est une puissance de Z^. Donc R1 lim Ker^== o.

c. ç. F. D.
Observons maintenant les deux faits suivants :

a. Si A -> B -> C est âne suite exacte de modules de type fini sur un
anneau noethérien, la suite A"-> B' -> C" obtenue par complétion suivant
une topologie m-adique, est une suite exacte.

b. Si
. J^-l__^ J^——s.. _/t'i+i \« • • —7~ -2l Q^ —~r~ J'JL Q^ —7~ yï Q^ —7~ ...

est une suite exacte infinie de systèmes projectifs de groupes abéliens telle
que R1 limAa== o, alors la suite

.. .->An•-l->An->An+ï->...,

avec Al= lim Aa, est une suite exacte.

En utilisant les lemmes précédents, on en déduit les suites exactes et
les diagrammes commutatifs suivants :

KUo (AT——> KUo (A) '——> KCc W——> KU^ W——> KUo {A) -

•^ -^ ^ •^ ^
KU^ (^c) ——> KU^ (ATc) ——> KC^ (ATc) ——> KU^ (^o) ——> KV (A^)

KCo(Ar——>KUG(AT——>KOGW@KspG{AT——>KC^W——>^UGW

K^ (Ac) ——> KV^ (ATc) ——> KO- {Ao} © Rsp" (A^) ——> KC^ (^) ——> KV {A a)

En appliquant deux fois le lemme des cinq, on obtient enfin le théorème
que nous avions en vue :
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THÉORÈME (3.4.19). — Soit X une G-^ariété différentielle compacte.
Les homomorphismes canoniques a" de KCç{XY dans KC* (Xo) et de
KOa{XY dans KO* {Xo) sont des isomorphismes, De plus,

7?1 lim KOo ( E) = 7?1 lim KCo (E) = o
É(\) E(X}

(la catégorie de Banach de base est la catégorie des espaces vectoriels
réels de dimension finie).

Remarque. — Pour X = P, les groupes KOo{X) se calculent aisément.
La catégorie &o{P} es^ en effet une catégorie de dimension finie. En appli-
quant la proposition (2.3.15), on trouve ainsi les résultats d'Andersen :

KO0 (Bc) = RO (G)', KO^ (Bo) = Rsp (G)',
AW(^)==o, KO5 (BG)^O,
KO^BG)=RU{G)^/RO(G^, KO<)(BG)=RU(G^/Iîsp(G)/',
KO^^G)=RspW/RU(G^, KO^BG) =RO(G^/RU(G^.

w

Pour conclure signalons qu'il existe bien d'autres suites exactes reliant
les théories KU, KO et KC^ mais nous n'aurons pas à nous en servir.
Signalons cependant la proposition suivante :

PROPOSITION (3.4.20). — Soit e une catégorie de Banach réelle. On a
alors les suites exactes naturelles en (3 :

KO^ (C) -> KU^1 (C) -> KO^ (C) -> KO71 (C) -> K^ (C) (Bott),
KC^ (C) -.KO71 (C) -> KO^ (C) -> KC71-2 (C) -> KO^ (C) (Anderson).

Démonstration [4]. — On écrit la suite exacte de cohomologie de la
paire (Z^'0, 5^'°) avec q ==1,2. Une deuxième démonstration, ne faisant
pas appel à la théorie KR, est décrite dans [17].

3.5. Le « théorème de Thom » en K-théorie équivariante.

Dans les paragraphes précédents, la conjecture (3.3.1) a été vérifiée
dans un certain nombre de cas particuliers intéressants [th. (2.2.1),
(3.3.4), (3.3.7)]. Nous nous proposons d'allonger ici la liste de ces cas
particuliers en utilisant notamment certains résultats obtenus par Atiyah
et Segal [8].

Pour simplifier les raisonnements, nous supposerons que le groupe
augmenté de la conjecture (3.3.1) s'écrit Gxï-2 (en changeant légèrement
les notations), l'augmentation étant définie par la projection sur le second
facteur; nous supposerons aussi V = o (24). On définit maintenant

(24) Comme on le voit aisément, toutes ces hypothèses ne restreignent pas, en fait,
la généralité.
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de manière évidente un autre homomorphisme t de K^ÇX', (3) dans
KG{B{V), S(V); (?) (on n'a pas eu besoin de complexifier la catégorie de
Banach (3 ni de considérer d'involution sur X).

CONJECTURE (3.5.1). — Uhomomorphisme de K^(X', 0) dans Kc(B(V),
5 (Y); (3) défini ci-dessus est un isomorphisme.

PROPOSITION (3.5.2). — La conjecture (3.3.1) pour le groupe aug-
menté GxZa et la catégorie C est équivalente à la conjecture (3.5.1) pour
le groupe G et la même catégorie (3.

La démonstration va résulter des deux lemmes suivants :

LEMME (3.5.3). — La conjecture (3.3.1) [resp. (3.5.1)] pour la catégorie
de Banach £(G et V étant fixés) est équivalente à la même conjecture pour
la catégorie complexifiée <3'.

Démonstration. — Le lemme résulte directement du théorème (3.4.7)
et de la proposition (3.4.20) (exprimés en termes de foncteurs linéaires
continus au lieu de catégories) qui relient les ./^-théories réelle et complexe
(appliquer le lemme des cinq deux fois).

LEMME (3.5.4). — Pour tout Gxï^-fibré V sur le G X Z a -espace X,
les catégories graduées (37(J^^^(X) et (3'^(X) sont équivalentes.

Démonstration. — En effet, on a un isomorphisme f de C (^) C sur C (3) G
R

défini par f[i (^)i) == (i, i) et/*(i(^) i) == Ci, — i). Grâce à cet isomorphisme,
la première catégorie s'identifie à la catégorie des triples {E, F, a), où E
et F sont deux objets de C^(X) et où a : E -> cr* F est un isomorphisme
(a désignant l'involution de X et de V associé à l'action de Za) compatible
avec l'action de G et de V. Un tel triple est évidemment isomorphe au
triple CE, ( J * É, Id). La correspondance E ̂  CE, a*E, Id) définit alors
l'équivalence des catégories en question.

La proposition (3.5.2) est maintenant une simple conséquence du
diagramme commutatif :

K^{X; e ' ) -^KR^^X', € ' )

K G { B ( V ^ S ( V ) ^ e ' ) ^ K B ^ ( B { V ) , S { v y ^ e ' )

Grâce à la proposition (3.5.2), nous allons pouvoir nous concentrer sur la
conjecture (3.5.1) seulement. Nous laissons au lecteur le soin de transcrire
les résultats que nous obtiendrons par la suite en théorie KRo.
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THÉORÈME (3.5.5). — La conjecture (3.5.1) est vraie pour le groupe G = Za
si V ensemble des points fixes Xc de X par Faction de G est rétracte par défor-
mation Sun voisinage de Xç.

Démonstration. — D'après les hypothèses faites et d'après la suite exacte
de Mayer-Vietoris, il suffit de démontrer le théorème pour X = P ((3 étant
une catégorie de Banach arbitraire). Pour cela, nous aurons besoin de
trois lemmes :

LEMME (3.5.6). — Soit ï) Vinvolution de V représentant l'action de Zs
sur V. Posons Vi= Ker(i-ï)), V^= Ker(i+ïj). Le groupe K^{€) est
alors isomorphe naturellement au groupe ^'(C^2^1).

Démonstration. — Le groupe K^(€} est le groupe K du foncteur restriction
^ie^©i_^^i©^

Or la catégorie C^9^2 est isomorphe naturellement à la catégorie ((^a91)^1 :
si ^1,^25 s représentent l'action de Vi, Va,^ sur un objet E de (3, ^ i£ repré-
sente une action de V, sur ( E , ^, ^eOb^291. De même, Ê^®1 est
isomorphe à (g^2®1)^1®1^ d'où le résultat annoncé.

LEMME (3.5.7). — L e diagramme suivant est commutatif :

K^C)—>K^(e^1)

^ ^
K^(B(V,),S(V,))—>K(B(V^,S(V,Y,C^)

COROLLAIRE (3.5.8). — II suffit de démontrer le théorème (3.5.5)
pour X = P et Vi= o (appliquer l'excision).

Considérons maintenant le diagramme :

K^(B(V))^Kïï(S(V))^K^B(V)^S(V))-^>K^(B(V))——>K^(S(V))

A .t- B p C ^n D ^

K-^(C^)——'——-> KW———^———->K(e^1}———^——^K(e^)————>KiW

Dans ce diagramme, y est le foncteur restriction (3^91-^ e°'1 et p est
Phomomorphisme défini au paragraphe 3.2. L'isomorphisme u exprime
que l'action de l'algèbre de Clifford C°'1 revient à la donnée de l'action
du groupe Z^. De manière précise u : J^((3°'1) -^ Kz,(e) est défini par

u((E, n)) =E^—E^ avec E^= Ker(i — 73), E^= Ker(i + Y}),

Za opérant par l'identité (resp. par la multiplication par — i) sur Eo
(resp. £1). En termes de graduations (i. e. en identifiant K à J?°) on a
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la forniule
u(d(E, Y Î ; ïi1, Y î 2 ) ) =d(E, ï î ; w1, w2),

où Y] représente à la fois l'action de Z^ et l'action de C0'1.

LEMME (3.5.9). — Le diagramme ci-dessus est commutatif.

Démonstration. — a. Commutatwité du carré A. — Donnons-nous un
élément x - d((E, Y]), (Ê, Y]), f) de ^C-1^0'1) ^ K{D\ 5°; e°'1). Alors
a^)^^, T), ^, ^2), où (T), ^1) est une structure de C(y ©i)-module
sur E et où ^2=/ ' .^1 ./• '. Avec les notations du paragraphe 3.2, on a
donc

(p.^) (A') ==.d(E\ YÎ, Y Î ; î^ r)2

=d(E<SE, Y Î ® Ï Î , ^©( -y î ) ; î î l ©(- î 5 1 ) , î 5 2 e( -^ ) )

^ ^\Action Action
de Z, de (7°»1

=d{E@E, Y Î © 7 Î , 7î9.(-Y3); gl, £ 2 ) ^

avec
£-=(° I) et e——^ ^C0 'V^ ^ - f 0 ^Y

\ i o ) \o ï j \ i o } \ o i / V - ' oyf

L'image de (p.a1) (a;) dans ̂ .(I^XS^), 5° x5(F)) est donc rf(F, F, g),
avec

/''=Ker(ïi®(-Yi) : (£'® £', yi®ïi )->(£• ® £', Y2©ïi)) et ^^^s1]/,.

Mais, dans la décomposition Ey (S) Ei de E relativement à la graduation Y],
f s'exprime sous la forme

. / V . o\
' ^ o /,;

Posons alors
?_//» o \
7-^ /7^

On a donc
(p.^) ( x ) = d { { E , ïi), (£-,r,),/)=(a.;() (,r).

6. Commutativité du carré B. — Soit y = c?('E, YJ, p1, p2) un élément
de K(^). On a

f t ' ( y ) = c l ( E , n , ^ } - d ( E , Y l , v î )

avec des notations évidentes. Donc ((?') (y) a comme image dans
K^{B{V), S(V)) l'élément

d{E^ E,, T;') - d(E,, E,, 7'2)=d(E», ./l'o,?-^'),
D'autre part,

/?(a?( /?,Yl , f ' , F2) )=</(£', YÎ, Y) ; î5i,P)
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(^ représentant comme ci-dessus à la fois l'action de Za et celle de C°'1).
Soit D1 l'ensemble des nombres complexes s'écrivant e'0, avec o^- O^TI.
Alors l'image de l'élément précédent dans J^z,(-D1 X 5(F), 5°X 5(F))
s'écrit d(Ê, ïj; T] cosô -)- ?4 sin6, ïj ces 9 4" ^2 sm9) avec les notations stan-
dard. On a maintenant des isomorphismes

/•: (^ 7i)->(^, Y î C O s O + ^ ' S m O ) ,

i =i, 2, définis par /*(== cos - -\- î^ïj sin-- On obtient donc en définitive

un élément de Kz,{D1 X S{V), S°XS(V)) qui s'écrit d(E^ £o, g), où g
est la trace sur Eo de l'isomorphisme (f~^ 'ft)\s^-xs^' En faisant 9 t=r-o
et 0 == T et en appliquant l'opérateur cobord, on obtient finalement
d(£o,£o,?2 .?1).

c. Commutatwité de C : Triviale.

d. Commutatwité de D. — Elle résulte de la commutativité de A et de
la périodicité de Bott.

c. ç. F. D.

Soit maintenant V un G-fibre quelconque. On dit que V est G-spinoriel
s'il est de la forme PXspin^)1171? où P est un fibre principal où G opère
(à gauche) de manière compatible avec l'action (à droite) de Spin(n).
On définit de la même manière les fibres G-^spinoriels en remplaçant le
groupe Spin(n) par le groupe Spin^n). Supposons maintenant que la
catégorie (? soit réelle (resp. complexe) et que V soit G-spinoriel (resp.
G-^spinoriel). On définit alors un foncteur

u'. e^W-^e^X)

par la formule

u(E) -^P XuE, où V^PXii^, II=Spin(n) [resp. Spin^)]

PROPOSITION (3.5.10) [comparer avec la proposition (3.3.2)]. — Le fonc-
teur u est une équivalence de catégories graduées. En particulier^ les
groupes K^{X) et K^^X) sont isomorphes.

Démonstration. — A l'action de G près, c'est la même démonstration
que celle de la proposition (3.1.1).

Remarque. — Si W est un deuxième G-fibré quelconque, on montre
de même que les groupes K^^{X) et K^^^I^X} sont isomorphes.

PROPOSITION (3.5.11). —• La conjecture (3.5.1) est vraie pour un G-fibre
complexe V et pour une catégorie de Banach (3 {réelle ou complexe) de dimen-
sion finie.

Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 34
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Démonstration. — D'après le théorème (3.4.7), il suffit de démontrer
le théorème précédent pour C = ̂ (C). Considérons la suite

KGW^KyPW^K^W-^^KcAB^V)^^)^

où 2p = dimF. Le morphisme u est bien défini car un G-fibre complexe
est canoniquement G-^spinoriel ([6], p. 10). D'autre part, t.u^ est induit
(au signe près) par le cup-produit par la classe de Thom

'U^KG(B(V), S(V)^f(C))

définie à l'aide du complexe d'algèbre extérieure de V -[8]. D'après
Atiyah [8], t.u.^ est un isomorphisme ; donc t l'est aussi.

THÉORÈME (3.5.12). — La conjecture (3.5.1) est vraie pour un G-fibre
u-spinoriel et pour une catégorie de Banach de dimension finie,

Démonstration. — D'après le théorème (3.4.7), on peut supposer
que G == ^(C). Considérons alors la suite :

K^^^W^K^r(B(V),S(V))

-^^(Z?(F® V)),S(V@V))-^Ka\B(V@ F® V), S(V^ V@ V)).

Puisque V ^ V est un G-fibre complexe de manière évidente, (3.^2 est
un isomorphisme. Donc (2 est injectif. D'autre part, (2.^1 est un homo-
morphisme de K^^X) dans K^B(T}, 5(T)), où T == V © V est un
G-fibré complexe. En utilisant l'isomorphisme u, ce qui est légitime
puisque V est G-^spinoriel, on montre que (2 .^1 est un isomorphisme
en montrant que

f.K^^W-^K^ÇBÇT), S ( T ) }

est un isomorphisme. En effet, on a le diagramme commutatif où trois
flèches sont des isomorphismes [cf propr. 3.5.11 et la remarque précé-
dant le théorème 2.2.10]

K^ To>n (.¥) ——————f-—————> K^ ( B ( T ) ^ S ( T ) )

i w w \t
^ 4-

Kl(X x Dn, X x ^-1) 4 Ko (B ( T) x Dn, B ( T) x ^-1 u S ( 7) x Dn

Des raisonnements précédents il résulte en particulier que ^ est un isomor-
phisme; d'où, en remplaçant VÇ^V par T°'271 et en appliquant la pério-
dicité, le résultat annoncé.

Nous allons clore ce paragraphe par un exemple « concret » d'appli-
cation du théorème de Thom en théorie Kç. Soit (3 la catégorie des espaces
vectoriels réels de dimension finie et soit V un espace vectoriel de dimen-
sion n=4p, où G opère. Supposons que (pour une certaine métrique)



^C-THÉORIE. 267

la représentation de G dans ^{V) se remonte dans le groupe spinoriel
et que G opère librement sur la sphère S{V). On a alors la suite exacte :

K G ( B ( V ) , S ( V ) ) - ^ K G ( B ( V ) ) - ^ K G ( S ( V ) ) - ^ K k ( £ ( V ) , S ( V ) )
^ ^ ^ ^

K^P{P) KG{P) K(S(V)/G) K^(P)

II en résulte que tout fibre stable sur S{V)fG est induit par une repré-
sentation de G. En particulier, si G est fini (il est alors nécessairement
cyclique), on voit que tout fibre sur S { V ) I G est plat (i. e. est un fibre
associé au revêtement universel de S ( V ) I G ) , du moins stablement (2 S) .
Dans le cas où p=iq (G non nécessairement fini), on peut établir un
résultat plus précis. L'homomorphisme ç est en effet un homomorphisme
de J?o( G) -module. L/anneau K ( S { V ) I G ) (pour le produit tensoriel des
fibres) est donc le quotient de jRO(G) par l'idéal principal engendré
par ç(i). Pour calculer ç(i), on remarque que puisque la représentation
de G se remonte dans le groupe Spin(8ç), G opère sur un C0 '8^ module
gradué M° Q) M1 de manière compatible avec la graduation. L'élément ç(i)
est donc la différence des G-modules M° et M1.

BIBLIOGRAPHIE.

[1] J. F. ADAMS, Vector fleids on sphères (Ann. Math., vol. 75, 1962, p. 6o3-632).
[2] D. W. ANDERSON, Thèse (non publiée).
[3] M. F. ATIYAH, K-theory, Notes par D. W. ANDERSON, Harvard, 1964.
[4] M. F. ATIYAH, K-theory and reality.
[5] M. F. ATIYAH et R. BOTT, On thé periodicity theorem for complex uector bundies (Acta

Math., vol. 112, 1964, p. 229-247).
[6] M. F. ATIYAH, R. BOTT et A. SHAPIRO, Clifford modules (Topology, vol. 3, 1964,

p. 3-38).
[7] M. F. ATIYAH et F. HIRZEBRUCH, Vector bundies and homogeneous spaces (Proc.

Symposium in Pure Math., vol. 3, American Mathematical Society, 1961).
[8] M. F. ATIYAH et G. B. SEGAL, Equivariant K-theory (Lecture notes). Oxford, 1965.
[9] H. BASS, K-theory and stable algebra, Publ. math. I. H. E. S., n° 22, 1964, p. 5-6o.

[10] N. BOURBAKI, Algèbre, livre II, chap. 9 : Formes sesquilinéaires et formes quadratiques,
Actualités Se. Ind., n° 1272.

[11] H. CARTAN et L. SCHWARTZ, Le théorème d'Atiy ah-Singer, Séminaire E. N. S.,
1963-1964, exposés 3 et 15, Paris, 1964.

[12] A. DOUADY, Démonstration élémentaire d'un théorème de périodicité de Bott, Sémi-
naire Bourbaki, t. 16, 1963-1964, no 259.

[13] S. EILENBERG et N. STEENROD, Foundations of algebraic topology, Princeton Univer-
sity Press, 1952.

[14] P. GABRIEL, Des catégories abéliennes (Bull. Soc. math. France, t. 90, 1962,
p. 323-448).

('23) Cette interprétation a été suggérée à l'auteur par D. Lehmann.



2(5^ M. KAROUBI.

[15] P. S. GREEN, A cohomology theory based upon self-conju gacies of complex uector
bundies (Bull. Amer. Math. Soc., vol. 70, 1964, p. 522).

[16] E. HILLE et R. S. PHILIPS, Functional analysis and semi- groups, American Mathe-
matical Society Colloquium Publications, vol. XXXI, 1957.

[17] M. KAROUBI, Fondements de la K-theorie (Notes de séminaire), Faculté des Sciences,
Département de mathématique, Alger, 1966.

[18] M. KAROUBI, Cohomologie des catégories de Banach (C. jR. Acad. Se., t. 263, série A,
1966, p. 275-278, 34i-344 et 357-36o).

[19] E. R. LORCH, Spectral theory. Oxford University Press, 1962.
[20] E. MICHAEL, Conuex structures and continuous sélections (Canad. J. Math., vol. 11,

i9^9» P. 57i).
[21] J. MILNOR, Axiomatic homology theory (Pac. J . Math., vol. 12, 1962, p. 337-341).
[22] G. D. MOSTOW, Cohomology of topological groups and solumanifoids (Ann. Math.,

vol. 73, 1961, p. 20-48).
[23] W. SHIH, Une remarque sur les classes de Thom (C. R. Acad. Se., t. 260, 1965,

p. 6259-6262).
[24] C. T. C. WALL, On thé exactness of interlocking séquences (L'enseignement mathé-

matique, t. 12, 1966, p. 95-100).
[25] R. WOOD, Banach algebras and Bott periodicity (Topology, vol. 4, 1966, p. 371-389).

(Manuscrit reçu le 17 juillet 1967).



INDEX TERMINOLOGIQUE.

Algèbre de Clifîord. . . . . . . . . . . . . . . .
ATTT Fi'

a u ^ E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A (Y\

P R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .* s\
3 p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(-Q

? „ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 JX
R7p g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Catégorie :

complex i f iée . . . . . . . . . . . . . . . 184,
de B a n a c h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fïch T^ ci "n ci f*Ti crpîi/liif^p

de Banach de dimension finie.. ..

pseudo-abél ienne. . . . . . . . . . . . . . . .

Clifîordien ( f i b r e ) . . . . . . . . . . . . . . . . . .
^Clifîordien ( f i b r e ) . . . . . . . . . . . . . . . . .
Cylindre d'application d'un foncteur.

e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
^>o

e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
en, ê ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
<^'y... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ê p ' v , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e ^ g ( X ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
^ ( X ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C ( X ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C(Y), C(Q), c<y,e), co (6 ) . . . . . . . .
c ^ y ( y\^G\^) . . . . . . . . . . . . • • . . • • • • • • • • • • •
C ^ ( X ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
/7/77 gl e2\^V-0» 6 » 6 / . . . . • . • • • • • • • • • • • • • • • • •
dCE, JP, a ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191,
^>y+1, ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

D^'y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Élémentaire (triple). . . . . . . . . . . 191,
Équivalence (de catégories de

Banach) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
END E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pages.

166
180
184
2^0
224

224

225

225

253

178
201

228

178
177
253
175
176
i88
171
177
177
202

203

202

200

202

i85
179
i8o
166
187
231

200

24l

194
207
193
221

25l

193

178
i8i

ê(X),^(X),ê^(X),ê^(X).
Famille continue de catég

B a n a c h . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Famille de foncteurs linéai

t i n u s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Foncteur

linéaire con t inu . . . . . . . . .
quasi-surjectif.. . . . . . . . . .
de Se r re . . . . . . . . . . . . . . . .
bilinéaire continu.. . . . . . .

Gradua t ion . . . . . . . . . . . . . . .
Grille c a r r é e . . . . . . . . . . . . . .
Groupe

augmenté . . . . . . . . . . . . . . .
de C l i f îo rd . . . . . . . . . . . . . .
de Grothendieck 189, 191,
symétr isé . . . . . . . . . . . . . . .

G-spinoriels ( f i b r e ) . . . . . . . .
G-^spinoriel ( f i b r e ) . . . . . . . . .
g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
G L ( A ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
r(o'\ î(o^ ^0(0}
r(p,ç), F(p,ç), ro(p ,ç) . . . . . . . . . . . .
r^, ly, T y . . . . . . . . . . . .
Homomorphisme gauche. . .
Homotopes (foncteurs).....
Homotopes (triples)..... . .
HOM(£', E) . . . . . . . . . . . . . .
K(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
V/~^n (fi\S\.\jt"\^) . . . . . . . . . . . . . . . . . .
v fp\A\^) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

K W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Vfft\K(C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X ( ? ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

KG(X) . . . . . . . . . . . . . . . . . .Kç(xr . . . . . . . . . . . . . . . . . .
^(C), K^^ (€ ) . . . . . . . . . . . .
K^), KP^(^). . . . . . . . . . . .
^(X, Y), KP^(X, Y).. . . .
K'^W. . . . . . . . . . . . . . . . . .
K^^'^'ÇX). . . . . . . . . . . . . .
Vp.q( • ^7 \

KRW..................
K0n. K^, KSD"... . . . . . . .

ories

res

i93,

178,
de

con-

203,

248,
203,

191,

Pages.

210

i8i

198

178
i79
i79
229
•207
192

i84
168
204

189
265
265
205

226
i68
171
2l3

169
i88
205

181
189
256
189
191
203

204
247
253
203

205

205

207
244
239
247
253



M. KAROUBI.

Pages.

Kr
9 K^F 209

K(X\ K(X, Y) 189, 209
K(XG)... 253
Laurentien 212
3Mç 188
M»(C). 232
M(V) 240
Négative (algèbre de Clifïord) 171
Neutre (forme quadratique) 167
Norme spinorielle 168
0 2o3
0)^ 24l

2 (A) 178
Périodicité de Bott... 223, 224, 226, 228
Permis (automorphisme) 212
Pinoriel 174
^pinoriel 176
Positive (algèbre de Clifïord). . . . . . . 171
Principal (fibre en A-modules) 181
p 242
Pin(p, q) 171
Pin"(p, q) 176
Pin(V) i8.5

Pages.

Pin'(V) i85
9°, ? 204
<p^ 204

Quasi-affine 213
Quasi-polynomial 213
?™ 181
RO(G), jRC(G) 258
Spinoriel (fibre) 174
^spinoriel (fibre) 176
Spin(p, q) 171
Spin^(p, q) 176
S^'7 25l

S+(V0i) 209
Sr 238
t 210

TP«(C) 23i
TP* 209
6 170

235
237

236
242

lx,x*,x 167

u..
Ur.
Ur
fl>'.




