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1. ま え が き

鉄筋 コンクリー トスラブの極 限解 析法 として, 破壊パ

ター ンを仮 定 して仮想仕 事法 またはつ り合い条件法 によ

って終局荷重 を求 め る上界法があ る. 上界法 としては広

く用 い られてい る降伏線 理論, 運動学的許容速度場 によ

る塑性 ポテ ンシ ャル理論 があ る. 一方ス ラブのすべて の

点 においてつ り合 い条件 と境界条件, そ して降伏条件 を

満足す るよ うな終 局荷重 をみっけ る下界法があ る. 下界

法 としてはス トリップ法, 静的許容応力場 による下界 ア

プ ローチ法 がある. 

これ らの解析方 法は, ス ラブの形状, 支持条件そ して

載荷方法 によって定まる破壊パ ター ンを用いてい る. こ

れ に対 して, 異方性 ス ラブの鉄筋方向に関 してい かなる

方向 に働 く2方 向作用 曲げモー メン トに も適用で きる降

伏条件 を, Kemp, K. O. 1rが 求めてい る. またJain, S. 

C. とKennedy, J. B. 2)はKempの 理論 を用い, 1方

向お よび2方 向曲げを受 け る等 方性 そ して異方性 スラブ

の実験 を行 い, 実験結果 よりKempの 降伏条件の有効

性 を支持 している. 

以上述べ た解析方 法は, ス ラブの終 局状態のみ を考慮

した極限解析 である. これに対 し, ひびわれが生 じた 曲

げを受 けるスラブを引張 力 を受け るシ ャイベ とみ なして

断面力 を求 め, これ より曲げに よる抵 抗モー メン トを求

める方法 がある. この方 法に よれば, ひびわれ発生か ら

鉄筋降伏後 の荷重4応 力 関係 を解析で きる. この 解析方

法 についてはLenschow, R. J. とSozen, M. A. 3), そ し

てBaumann, Th. 4)の 研究 がある. 

本論文 では, 極 限解析 法 として, 作用主モー メン トに

よる曲げ を受け, 破壊パ ター ンが未知で任意の方向 にひ

びわれ が生 じる場合 に適用 できる塑性 ポテ ンシ ャル理論

を展 開 し, 終局荷重 お よびひびわれ方 向 を求 めた. さら

に断面 の応 力状態 を考 慮する方 法 として, シャイベ理論

を用 いて求 めた値 と比較 検討 した. 普通塑性 ポテ ンシャ

ル理論 による極 限解析 は破 壊パ ター ンに対 して運動学 的

許容速度場 を考 え, エネルギー散逸率 と外部仕事率 を等

しい とおいて上界荷重 を求 めている5r, 6). 本解析 では, 

Lerner, S. とPrager, W. 7)が剛 な完全 な塑性板 に対 し

て用 いたたわみ速度 とKempの 降伏条件 を用いて 流 れ

法 則よ り終局荷重 とひびわれ方 向 を求 めた. またシ ャイ

ベ理論 としては, Baumannの 理論 を用いた. Baumann

は引張荷重 を受 けるシ ャイベ を曲げ を受け るス ラブに転

じる とき, モーメ ン トの 腕 の 長 さを断面 の有効高 さの

0.9倍 と仮定 し, 曲げ圧縮領 域の影響 に よるモー メン ト

の腕 の長 さの減少 を, 終局時 の コンクリー ト圧 縮ひずみ

0.35%と おいて 考慮 している. この方 法は非常に煩雑

である. そこで ここでは互いに直交す る2鉄 筋層 を1っ

の鉄筋層 に置 き換 えてモー メン トの腕の長 さを求 め, 作

用主 モーメ ン ト方 向の抵抗 引張力 とコンク リー ト曲げ圧

縮力 のつ り合 い より, 抵抗 モー メン トを用いた. 

これ ら両理論 より求 めた終局荷重お よびひびわれ方向

の妥 当性 を検討 す るた めに, 互い に直交す る鉄筋層 をも

つ1方 向そ して2方 向ス ラブの実験 を行 った. 変数 は鉄

筋量, 作 用主 モー メン ト方 向 と鉄 筋方向の なす角, さら

に2方 向曲げの場合作 用モー メン ト比 とし, 計25個 の

供試体 につい て 比較 検討 を行 った. ただ し2方 向曲げ

は, 比較 的簡単に実験で きる反対符号の主モー メン トに

よる純 曲げについて行 った. この実験方法 によれば, 鉄

筋 コンク リー トス ラブは直 交す る方向に正負の作用主モ

ーメ ン トを受け, どちらの場合の曲げに対 して も検討す

る ことがで きる. なお, 供試体はモル タルで作製 した. 

これ は供試体 が小 さい こと, 鉄筋間隔が狭い ことお よび

正確 なひびわれ方 向を得 るためであ る. 
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2. 塑性ポテンシャル理論による鉄筋コンクリ

ー トスラブの極限解析

Hopkins, H. G. とPrager, W. 8)は, 対称荷重 を受 け

る剛な塑性 円板の曲 げに関 して, Trescaの 降伏条件 を

用い, 流れ法則 よ り終局荷重 を求 めている. またLerner, 

S. とPrager, W. 7)はHopkinsとPragerの 理論 を直

接 チェ ックす るために, 反対符号 の2方 向曲げを受け る

正方形板 の実験 を行 っている. これ らの理論 は軟鋼 に対

して用 い られ ている. 一方鉄筋 コンク リー トス ラブの場

合 ほ とん どつ り合 い鉄筋比以下 であ り, 曲げひびわれ発

生後鉄筋 が荷重 を負担 し, 鉄筋 降伏後 も降伏線 が塑性 ヒ

ンジとして動 き, 大 きな変形 に耐 える ことがで きる. し

た がってLernerとPragerが 軟鋼 の正方形板に対 して

仮定 した理論 は, 鉄筋 コ ンクリー トス ラブの場合 に も適

用 できると思 われ る. 

そこで鉄筋 コン クリー トスラブに, LernerとPrager

が仮定 したたわみ速度 と, 鉄筋方 向 と任 意の傾 きをなす

作用主 モーメ ン トを受 ける場合 の降伏条件 を適用 し, 流

れ法則 よ り終局荷重 を求 めた. また この降伏条件式 を降

伏関数 として, 塑性 ポテ ンシャル理論 よ りひびわれ方向

を求 めた. 

(1)鉄 筋 コン ク リー トスラブの降伏条件

鉄筋 コンクリー トス ラブの降伏条件 では, 降伏線上 の

鉄 筋の方 向変化 が問題 とな る. Wood, R. H. 9)は, 対角

線 方向に補強 した等方性 の1方 向 スラブそ して単純支持

の正方ス ラブの終局荷重 が, 端 に平行 に補強 したスラブ

よ りも約15%小 さい ことよ り, 鉄筋 コ ンクリー トス ラ

ブ の 降伏条 件 はSquare yield criterionとComplete

kinking theoryの 間 にあ るとしてい る. しか しなが ら

Woodは, 鉄筋 コンクリー一トス ラブで は厳 密な限界解

析 は必要ない として, 小 さなStepか ら成 る降伏線 に鉄

筋が直交す るとす るStepped yield line theoryを 用い

てい る. またKwiecinski, M. W. 10)・11)は等 方性 ス ラブ

について降伏線上 の鉄筋 の方 向変化 を考 慮 し, 降伏線 に

垂直方 向の抵抗 モー メン トは鉄筋 の傾 きに関係す るとす

るPartial kinking theoryを 提案 してい る. これ に 対

しLenchov, R. とSozen, M. 12), そ してMorley, C. 

T. 13)・14)は, 降伏線 を横切 る鉄 筋の方向変化は小 さ く, 

抵抗 モーメ ン トの増大は無視で きるとしてい る. 以下 で

は 降伏線上 の鉄筋 の方 向変化 は無視 し, Stepped yield

linetheoryに 従 う降伏条件 を用 いる. 

直 交する2方 向鉄筋z, yを もつひびが入 った鉄筋 コ

ンクリー トス ラブ要素 を 図一1に 示す. この要素 は1お

よび2方 向にそれぞれ作用主モー メン トM11, Mf2を 受 け

ている. ここで, 

必, ッ 方 向 に 垂直

な断面 の単位幅 当

た りの 終 局 モ ー

メ ン トをそれぞれ

Mfμ, Mfβ, z方

向鉄筋は1方 向か

ら時計回 り(2方

向)に 測 って α, 

そ して降伏線の方

向fの 垂 線方向 κ

は1方 向か ら反時計 回 りに測 って φ の 方 向 にある とす

る. この とき, κイ 軸系 の終局 モーメ ン ト成分 は次式 と

なる. 

Mρ=Pvρzcos2(α+φ)+M7ρ. ysin2(α+φ)

Mfρ, f=Mfρ1sin2(α+φ)+M1ρycos2(α+φ). 

Mρ κf=(Mfρy-Mf 6ρz)sin(α+φ)cos(α+φ)

(1)

ここに終局 モーメ ン トMfρ, Mfρアは, ス トレス ブロ ッ

クよ り求 まる15). また 降伏線上 の κイ 軸 系の作 用主モ

ー メン ト成分 は次式 となる. 

M1κ=Mf1cos2φ+M12 sin2φ

M7, =Ml1sin2φ+Mf2 cos2φ

M1η, =(Mf2-M11)sinφ cosφ

(2)

降伏線 に 垂直方 向の作 用モー メン トM1"に 対す る終

局 モーメ ン トMf加 の比は, 降伏線上において最小で あ

る とする最 小抵抗 の原理(∂/∂φ)(Mf4M7ρ η)=0よ り, 

MpntMn-MntMpn=O

を得 る. 上式 よ り降伏線上 においてMf"=M1ρ"よ り, 

Mf4=M1ρ κ'が求 まる. よってこの2式 よ り降伏線方 向

φを消去 して, 次の正の降伏条件 が求 まる. ただ し正 の

降伏は, 図一1に おいて作 用主モー メン トM71に よ り上

面が引張 りとなる場合 とす る. 

M11M1ρ, κ(sin2α+μcos2α)+M724ρ=(cos2α

+μsin2α)-Mf1Mf2-μMfρ8=0 …… (3)

また負の降伏条件 は, 式(3)に おいてM7ρ5の 符号 を変

えることによ り, 次式 となる. ただ し, 簡単化 のために

以下で スラブ上下端 のz, y方 向鉄筋量 はそれ ぞれの方

向 で等 しい とす る. 

M1M7ρ=(sin2α+μcos2α)+MβM65(cos2α

+μsin2 α)+Mf1Mf2+μM7ρ8=0 …… (4)

ここに μ は異方性係数で, μ=Mfρy/Mfμ であ る. なお

等方性 スラブでは, μ=1と なる. 

(2)塑 性ポ テンシャル理論 による終局 モーメン ト

およびひびわれ方 向

鉄筋 コンクリー トス ラブのたわみは荷 重 とともに増大

図一1 降伏線の方向
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し, 初期の塑性流れを生じたとき, 弾性ひずみは微小で

一定より, ひずみ速度全体は塑性ひずみ速度のみを考慮

すればよい. 以下では鉄筋のひずみ硬化は無視し, 理想

塑性体であると仮定する. 2方向曲げを受ける板 に対

し, 図一1に おいて1, 2を それぞれ ξ, ηに置き換え, 

初期の塑性流れによるたわみ速度 切 を, 次式のように

仮定する. 

τ∂=J(η2+kξ2) …… (5)

ここに6お よびkは 定数であ る. ξ, η方向の 曲率速度

2ξ, xお よびね じ り率速度 諺ξηは, 式(5)よ り, 

zεξ=-αw=-kqzε η=-Zw=-q

zξη=γ ∂=0

したがって極限解析 の一般的 な理論 に より, これ らの曲

率速度 とね じり率速 度に関係 する曲げお よびね じ りモー

メン トは次式 とな る. 

Mfξ=-λk6, Mfη=-λ6, Mfξ η=0

ここに λ は 正 の比例定数 で, 鉄 筋 コンク リー トス ラブ

の降伏条件 か ら決定 できる. 上式 においてMfξ η=0よ

り, Mfξ とMfη は主 モーメ ン トである. よって ξ, η を

それぞれ1, 2に 置 き換 えれば, 図一1に おいて, 

Mf1=-λk6, Mf2=-λ6 …… (6)

なお, kは 作用主 モー メン ト比に よって 定 ま り, k=

M2/Mr1(-1≦k≦1)で ある. ここで定数 λ を決定す

る. 正の降伏の とき, 式(3)に たわみ速度 よ り求 めた式

(6)の 主モー メン トMf1, M2を 代入 して, 

(k+μ)sin2α+(1+μk)cos2α

λ=
+{(k+, u)sin2a+(1+, uk)cos2a}2-4, uk

・M1μ …… (7)

した が って 式(6), (7)よ り, 終 局 モ ー メ ン トM1ρ1が

求 ま る. 

4p1=

(k+μ)sin20=+(1+μk)cos2α

+{(k+μ)sin2α+(1+μk)cos2α}2-4μk

・M1μ …… (8)

また 負の降伏は, M2<0(-1≦k<0)の とき生 じ

る. この とき作用主 モーメ ン トM12方 向の 終局 モー メ

ン トMfρ2は, 正の降伏 の場合 と同様 な方法 に より次式

とな る. 

Mp2=

(k+u)sin2a+(1+uk)cosZa

-{(k+μ)sin20=+(1+μk)cos2α}2-4μ'

・Mfρ, Z …… (9)

降伏線の傾 き φ は, 塑性 ポテ ンシ ャル理論 より求ま

る. 図-1に お いてスラブの 必, ツ 方 向鉄筋 に垂直 な断

面の単位幅 当た りに働 く曲 げモ ーメン トをMp, Mp, ね

じりモー メン トをM7zン とす る. この とき, 主 モーメ ン

トM11, M2, 曲げお よびね じ りモー メン トM15, M右 そ

してMf5y間 の関係は次の ようにな る. 

Ml cost a+MZ sin2 a=Mx

M11 sin2 α+M2 cos2 α=Mfツ

MIM2=MxMy-Mxyz

(10)

よって式(3), (4)のMf1, Mf2を 消去 して, 正お よび負

の降伏条件 はそれぞれ次式 とな る.

(Mpx-Mx)(uMpz-M)-Mxy2=0 …… (11)

(Mρx+M5)(μMfρz+M1y)-M7zy2=0 …… (12)

降伏線上 の曲げおよびね じリモーメ ン トMκ, Mp, そ し

てMfzyを 一般化 された合 力 とみなせば, この合力が関

係す る一般化 され たひず み速度 は, 曲率速度 姦, 勾 お

よび ね じり率速度 の2倍 の2姦 ッであ る. ここで 降伏

関数 をF(Mf5, Mfy, Mfκy)=0で 表 わせば, 塑性流 れが

生 じるとき, 流れ法則 に より, 

zε5=β-444y5, 2=y=β4≒ZW, zD51y=2・6∂

なる関係が成立する. ここにβは, 合力とひずみ速度に

依存する任意の比例定数である. 正の降伏の場合, 降伏

関数として式(11)を 用いて曲率およびねじり率速度は

次式となる. 

zDz=-β(μMfρ=-Mfy), zεy=-β(Mfρ=-Mf5), 

z8z. y=-βMlzy

流 れ法則 に より, 一般化 された主ひずみ速度は降伏面に

垂直 な外 向きのベ ク トル成分 であ る. したが って一つの

主曲率速度 は降伏面 に垂直 で, 他 の主曲率速 度は0で あ

る. 主 曲率速度 の方 向は, g=α+φ とお いて, 

tan29=21 Wy=(MrM1y)-(1-μ)Mρ5

とな る. ここに ψ は, 図一1に おいて, 2方 向鉄筋 か

ら 反時計 回 りに 測 った 方向 κ とのなす 角 である. 式

(10)を 用い, 上式 よ り降伏線の法線8と1方 向の なす

角 φは

tan2φ=r1 -β1μ1-1α24 …… (13)

こ こに, μ=Mfρ1/Mρzで あ る. ま た負 の降 伏 の場 合, 

tan2φ=(1
-klν+ρmμ, 2α) …… (14)

したが ってMf2<0(一1≦k<0)の 場合, ひび われ

は, lklMfρ1>Mρ2の とき上面 に生 じ, その方 向は式

(13)よ り求 まる. またlklMfρ1<M7ρ2の ときひびわれ

は下面に生 じ, その ときの方向 は式(14)よ り求 まる. 

等方性 スラブの場合 μ=1よ り, 正 および負の降伏 の

ときMρ1=M1ρ2=M1ρz, φ=0° となる. これ は作用主 モ

ー メン ト方向の終局 モー メン トはx, または ッ方 向断面

の降伏モー メン トに等 し く, 降伏線 は作用主 モーメ ン ト

方向に垂直に生 じることを示 して いる. このこ とよ り, 

等方性 ス ラブ は 鉄筋量 が 等 しい場合, いかな る鉄筋方

向, 作 用主モー メン ト比に対 して も同 じ抵抗モー メン ト
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をもつ ことがわか る. 

また1方 向 曲げ モーメ ン トM11の み を受 ける とき, 

終局モー メン トM1ρ は式(4)に おいてM2=0, 式(5)

においてk=0よ り求 まる. この ときのひびわれ 方 向

は, 式(13)に おいてMf2=0よ り求 まる. ここに1方

向曲 げの場合, μ=Mfρ/Mfρzで ある. 

Mρ=
sinea+, ucosta

tan2φ=
(1-μ)si112φ

μ-(1-μ)cos2φ

(15)

3. シ ャイ ベ理 論 に よ る 鉄 筋 コ ン ク リー トス ラ

ブ の極 限 解 析

Baumannが 導 いた シ ャイベの抵抗 引張力 を用い, 2

方 向曲げを受 ける鉄筋 コンク リー トス ラブの終局 モー メ

ン トを求 める. 3. (1)でBaumannの 理論 につ いて説 明

し, 3. (2)でBaumannが 導いた抵抗引張力 を曲げ引張

領 域の鉄筋引張力 とみな し, 互い に直交す る2鉄 筋層 を

1鉄 筋層に置 き換 え, 曲げ圧縮領域 に生 じる コンクリー

ト圧縮力 とのつ り合い よ り, 終局 モーメ ン トを求 めた. 

そ して, 2鉄 筋層の応力状態 につ いての検討 を行 った. 

(1)シ ャイベ と しての抵抗引張力 およびひびわれ方

向

図一2に 厚 さ4の シャイベ要素 を示す. この シ ャイ

ベ要素 には 単位幅 当た りN1, N2=kN1の 外力 が働 いて

い る. N1は 常 に引張 力で, 一1≦k≦1と す る. 互い

に直交す る鉄筋層 をz, yで 表 わ し, それぞれの単位幅

当た りの鉄筋断面 積 をAx, 4y, 

z方 向鉄筋 は外力N1方 向か ら時

計 回 りに測 って角 α, ひびわれ方

向はy方 向鉄筋 か ら反時計 回 りに

測 って角9を なす とす る. 

図一3(a)に ひびわれに 沿 う, 

(b)に ひびわれに垂直 な断面 に働 く力 を示す. これ よ り

以下 のつ り合 い式 が求 ま る. ここに, Zz, ろ はそれぞ

れ 単位幅当た りのz, y方 向鉄筋 引張力, PPは ひびわ

れに沿って働 くせん断力, そ してDbは ひびわれ に平行

に働 くコンクリー ト圧縮力で ある. 

Zz=N1cos2α(1+tan α tang)

+Nb sin2α(1-cot α tanψ0)+PP tanψ0

Zy=N1 sin2α (1+cot αcotψ)

+2>hcos2 α(1≒tanαcot g))-PPcotg)

Db=(N, -NZ)-α-2PP・cot2g

(16)

次にひずみの適合条件 として, ひずみエネルギー を考

え る. 厚 さ4の シャイベ断面 に対 し, 単位 幅当た りの

ひずみ エネ ルギーAは 次式 となる. 

A=
Zx2 Zy2 Db2 H2

-2=Z3

6z4z-r2r136. λy12Eb412E3ε, 4

ここに, 

E3θ=鉄筋のヤ ング係数

E3b=コ ンクリー トのヤ ング係数

E.=ひ びわれ面におけ るせん断弾性係数

ひず みエネルギー最小 の原理 ∂A1∂H=0よ り, せ ん断

力Hが 求 まる. コンク リー トには圧縮力Db, せ ん断

力PPが 働いてお り, ひびわれ問 のコンク リー トの引張

応 力を無 視す るとき, PP=0と なる. この とき, 鉄筋層

の応力 に及ぼす コンクリー ト圧縮力Dbの 影響 が小 さい

とすれ ば, 次式 が成 立す る. 

σ=tan29 …… (17)

上式 は, g<45° の とき最初 にz方 向鉄筋 が, g>45°

の とき最初 にy方 向鉄筋 が降伏 する ことを示 し

てい る. したがって抵抗 引張力 は, g≦45° の

とき式(16)の 第1式 よ り, g>45° の とき式

(16)の 第2式 よ りそれ ぞれ式(18), (19)と な

る. 

Mp=
cos2α(1+cot α tanψo)

+ksin2α (1-cot α tanψ)

(18)

Nρ1=

{sin2(z(1+cot α cotg))

+kcos2α(1-tan α cotg)}7

(19)

ここに, r=451. aYで, fyは 鉄筋の降伏点応

力 である. 

ひびわれ方 向 ψ は, 図一3(a)よ り, ひびわ

れ に沿 う外 力の合 力 と内力の合力 の大 きさと方

向が一致 する ことより求 まる. 

tanψ=-
1+(k-1')tan2a-rk

2(1-k)tana
図一2 ひび われが生 じた

シ ャイベ要素

図一3 ひびわれが生 じた シャイベ断

面の外力と内力のつ り合い

(a) Equilibrium along crack

(b) Equilibrium perpendicular 
 to crack
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+VP45≡1274≠ ρα41'κhr …… (20)

(2)曲 げを受け る鉄筋 コンク リー トスラブの

終局モー メン ト

Baumannが 求 めた抵抗引張力 を用 い, 曲げを受 ける

鉄筋 コンク リー トスラブの終局 モーメ ン トを求 める. 

引張外力 を受 けるひびわれ が生 じたシャイベ には, 鉄

筋層に よる引張力, ひびわれ に沿 って働 くせ ん断力 そ し

てひびわれに平行な圧縮力 が働 く. 一方 曲げを受 けるス

ラブは, 曲げ引張領域 において鉄筋層 による引張力, コ

ンクリー トに よって 生 じるせ ん断 力そ して 圧縮力 が 働

く. また曲げ圧縮領域 には, コンク リー ト曲げ圧縮力, 

せん断力 お よび せ ん断力 に よるね じ りモー メン トが 働

く. したが って, 曲げ引張領域 にお ける応力状態 はシ ャ

イベのそれ と同 じであ る. 曲 げ圧縮領域 におい て, コ ン

クリー トに よって生 じる応力のみ を考 えれ ば, せ ん断力

そ してね じりモー メン トに よ りせ ん断応力 が生 じる. こ

のせ ん断応 力は コンクリー ト圧縮応力 と比べ て小 さ く, 

曲げ圧縮領 域に及ぼす影響 は無視 して よい と思 われ る4). 

したがって引張外力 を受 け るシャイベ を曲 げを受 けるス

ラブに転 じる とき, 曲げ引張領域 におい てはBaumann

が求 めた抵抗 引張 力 を考 慮 し, 曲げ圧縮領域で は圧縮鉄

筋層 を無視 し, コンクリー トに よる曲げ圧縮応力のみ を

考慮 して抵抗 モーメ ン トを求 めた. 

以下 に, 曲げを受 ける鉄筋 コンクリー トス ラブに対す

る仮定 を行 う. 

(1)ス ラブ断面 の

深 さ全体 でのひず み分

布 は直線 とする. 

(2)曲 げ引張領域

のひびわれ面 において

断面力 は鉄筋層 に よっ

てのみ伝 え られ る. 

(3)ひ びわれ面 に

お ける鉄筋 の方 向変化

は無視す る.

(4)鉄 筋の降伏点

近 くの荷重 では付着 に

よるスラブの変形 への

影響 は小さ く, 無視 で

きる. 

2方 向曲げ として, 

単位幅 当た りの作 用主

モー メン トM71, Mr2=

kM11(一1≦k≦1)を

考 える. 作用主モー メ

ン トMf1に よって 鉄筋層 が引張力 を生 じる 面 を曲げ引

張領域, 圧縮力 を生 じる面 を曲げ圧縮領域 とす る. した

が って 一1≦k<0の とき, 作用主モー メン トMf2に

より曲げ圧縮領域には引張力, 曲 げ引張領域 には圧縮力

を生 じる. 図一4(a)に 曲げ引張領 域, (b)に 一1≦k

<0に おけ る曲げ圧縮領域 を示す. ここで, 曲 げ引張領

域 お よび曲げ圧 縮領 域は互い に独立 し, 別 々に形成 され

る と仮定す る. 

作 用主モー メン トM1に よって スラブ が終局状態 に

達す る場合 を考 える. ここで鉄筋層z, yは 曲げ引張領

域 にのみあ るとし, ψ≦45° とす る. M71方 向の抵抗 モ

ー メン トを求 め るため に, 互 いに直交す る 鉄筋層x, y

を1っ の位置におけ る鉄筋層 に置 き換 える. そ こで圧縮

端 か ら鉄 筋層z, yに よる引張力の合力 までの距離 を求

める. 曲げ引張領 域の抵抗引張力はBaumannが 求 めた

値 を用 いる. 式(16)よ り

N1=
Z=-Zy tan2 α・A

cos2 α(1+tan α tanψo)

-sin2 α tan2 α(1+cot α cotψo)A4

(21)

こ こに, 

4=
1-cot a tanw

1-tan a cotP

曲げ圧縮端 より鉄筋 層z, yま での距離 をそれぞれA, 

4ッ とおけば, 圧縮端 に関す る鉄筋層z, yの 抵抗モー

メン トは次式 となる. た だし, 圧縮端 よ り鉄筋 層z, y

による引張力 の合力 までの距離 を41と す る(図 一5参

照). 

Nl4=
Zμ κ-Zy4y tan2 α・4

cos2α(1+tan α tang))

-sin2 α tan2α (1+cot α cotψo)A1

(22)

したがって距離4は, 式(21), (22)よ り求ま る. 

41=
Zκ6Jz-Z. 4. ytan2 α・AL

Zr4 tan2 α・4
(23)

また ψ>45° の場合, 同様 な方法に よ り, 

41=-
Zκ4=-Zy4. ytan2α ・A4'

Zz-Zy tan2 01・A'
(24)

こ こ に, 

図一 42方 向 曲げを受 ける鉄 筋

コンク リー トスラブ要素

(a) Bending tensile zone  ( -1=k:1)

(b) Bending compressive zone 
 (-15k<0)

図一5 作 用主 モー メン ト1141方 向断 面の応 カーひずみ図
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A, =1+cot a cot cp     1 +t
an a tan c

次に 作 用主 モー メン トMf1方 向の中立軸 の高 さ6を

求 める. ここで, 曲げ圧縮領域 のひびわれ方向 に垂直 な

横断面 は, 変形後 も平面 を保持 す るとす る. コンク リー

ト圧縮主応力 はひび われ に平行 に生 じ, 単軸圧縮 による

応カーひずみ関係 が成立す るとして, ひびわれ面 におけ

るMf1方 向の応力, ひず み図を 図一5の よ うに仮定す

る. ここに, f6'は コ ンクリー ト圧縮強度, k1, k2そ し

てk3は それぞれ圧縮応力分 布の圧縮域での平均値 と最

大応力 との比, 合力 の作用位置 を表 わす係数お よび圧縮

応 力の最 大値のf6'に 対す る 比 で, f6'>280kg/cm2

の とき

k1=0.85-J6-440M×0.05, k2=4iρ, k3=0.85

した が って 主 モ ー メ ン トMf1に よ っ て 生 じ る終 局 モ

ー メ ン トMfρ1は, 式(17), 式(18)ま た は(19), そ

して(23)ま た は(24)か ら, g≦45° の と き式(25)よ

り, ψ>45° の と き式(26)よ り求 ま る. 

Mp1=
cos20=41+ksin2α ・A42

×{
Z45∂=-A4V6Jv tan2 αtan2ψ ・A

A=-Ay tan2 α tan2ψ ・A

k1k3f6'cos2(ψ-α)

×
COS2α. 41≠25 bin20=A1, 1

(25)

0ρ1=(
sin・ α. A3+k6S2α ・44)r

44C・t29-44 tan2 α・4'

A=cot2 ψo-A4, ytan2 α ・A4'

k1k3f6'cos2 (9-α)

×(
sin2 α・A3+kcos2α ・A4)r

(26)

こ こに, 

A1=1+tan α tan ψ, 42=1-cot α tang

43=1+cot α cot ψ, A4=1-tan α cotψo

ス ラ ブ の場 合 γ=(A5晦)/(A54y)

ま た 鉄 筋 層 の 大 きな 塑 性 変 形 に よ り, z, y方 向鉄 筋

層 と も降 伏 点応 力 に達 す る と した と きの 終 局 モ ー メ ン ト

M1ρ1は 次 式 とな る. 

Mρ1=
COS24kρKsin2α. A9

×1 44=14y4y tan2α ・A

4f-44. ytan2 C6・A

k1k3fo'cos2(9-α)

X
COS241+ρbin2α ・A

(27)

図一6 に 一1≦kく0の 揚合 の, 図一7に0<k≦

1の 場合 の, g≧=45° に よ りz, 5, 方向鉄筋 の応力状態

を考 慮 して 式(25), (26)よ り求 めた 終局 モーメ ン ト

M1ρ1と, 両鉄筋層 とも降伏点応力 として式(27)よ り

求 めた 終局 モー メン トM1ρ1を 示す(fy=3000kg/cm2

(294MPa), f6y300kg/cm2(29.4MPa), 4=0.01

cm, Ay=0.02cm, 4z=3.5cm). 一1≦k<0の 場合

7=0.5で 両理論値は等 しく, 7=0.4お よび0.8で は

式(26)は45°<g<45.5° でそれぞれ 約18%, 51%

の 増減 がある. また0<k≦1の 場合 も同様 な傾 向を

示 すが, r=1.2で は式(26)は45°<g<61° で大 き

く変化 す る. したが って シャイベ理論 と して, 終局 モー

メ ン トMfρ1は, 終局時 にz, y方 向鉄筋層 とも降伏点

応力 として式(27)よ り求め ることが妥 当で あると思わ

れる. 一1≦k<0の 負の 曲げによるMf2方 向の終局モ

ーメ ン トM1ρ2は, 図一4(b)よ り鉄筋層zとyを 置

き換 える ことに よ り式(27)か ら求 まる. またひびわれ

方 向は式(20)よ り求 ま り, lklMρ1<Mfρ2の ときス ラ

ブ上面 に, 1klM7ρ1>M1ρ, の ときス ラブ下面に生 じる. 

図一8に, lkiMfρ1=Mfρ2と な る 上下端の鉄筋層が同

時 に降伏 する場合 の, z方 向鉄筋の傾 き α とz, y方

向のそれぞれ の鉄筋量 と有効 高 さの比7の 関係 を示す. 

図一6 鉄筋層の応 力状態 によるシ ャイベ理論 の比較

(一1<k<0)

- equation (25), (26)
---- equation (27)

図一7 鉄筋層の応力状態によ るシャイベ理論の比較

(0<k≦1)

- equation (25), (26)
---- equation (27)
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た だ し, 4=0.024cm, 4z=3.2cm, 4y=3.8cm, fy

=3mmkg/cm2(294MPa), f6y300kg1cm2(29.4MPa)

で, A15を 変化 させ た. この数 値 例 の 場 合, お お よそk

=-0.84の と き, rの 値 に関 係 な く α=45° で 両 鉄 筋

層 は 同 時 に降 伏 す る. 

作 用 主 モ ー メ ン トMf1の み が働 く1方 向 曲 げ の場 合, 

終 局 モ ー メ ン トMfρ1は 式(18)よ り次 式 とな る.

Mρ1=
co, 2α(1+tan α tan ψ)

×14z-k
1k, r/c6s2(m-a)

×
cos・ α(nz≒y1+tanα=tanψ)} …… (28)

またひびわれ 方 向gは, 式(20)に おいてk=0よ り

求 ま る. 

tanψ=-1445αn4α+Vl144αn≡ α3一Ar

(29)

4. 供 試 体 お よ び 実 験 方 法

以上述べた理論 を確か めるた めに, i方 向および2方

向曲げ(一1≦k<0)を 受 ける 鉄筋 コンク リー トスラ

ブの実 験 を行 った. 最初に1方 向曲 げにっ いて述べ る. 

供試 体は円柱供試 体圧縮強度が 平均414kg/cm2(40ρ6

MPa)の モルタルで作製 した. 配合 は水 セメン ト比50

%, 砂 セ メン ト比2.0で, 普通ポル トラン ドセメン トお

よび 天然砂 を用い た. 鉄筋 として φ0.32cm, 0.39cm

の軟鋼 を用い, 降伏点応力 は平均2840kg/cm2(278.3

MPa)で ある. 図一9に 鉄 筋の応カーひずみ曲線 を示す. 

鉄筋 両端は付 着破壊 を防 ぐため にフ ックをつ けた. 供試

体 の大 き さはスパ ン方向80cm, 幅46cm, 厚 さは4cm

である. x方 向鉄筋 は上端か ら約0.5cmに, y方 向鉄

筋 はx方 向鉄筋 のす ぐ下に直 角に配置 した. 供試体 は材

令2日 で脱型 し, 湿潤

養生 を行 った. 実験 に

用 いた変数 は, 

(1)作 用主 モーメ

ン トMf1の 方 向1とz

方 向鉄筋 のなす角 α

(2)z, y方 向 鉄

筋量

である. 表一1に 実験

に用 いた供試体 の型式

A, Bそ してCの コン

クリー ト圧縮強度f6', 

鉄 筋降伏点応力fy, 単位幅 当た りのz, y方 向鉄筋 量

4, 41yそ して作用主 モーメ ン ト方 向 とx方 向鉄筋 のな

す角 αを示す. 

実験方法は 図一10に 示す よ うに, 2辺 単純他端 自由

とし, ス ラブ端 を横切 る等分布線荷重 をスラブの中心 に

関 して対称 に載荷 した. 

次 に2方 向 曲げの場合 の鉄筋 コ ンクリー トスラブ供試

体について述べ る. 供試体 は直交す るx, y方 向鉄筋 を

上下端 に配置 した複鉄筋断面 で, 上下端 のz, y方 向の

それぞれの鉄筋量は等 しい. 下面はかぶ り約0.5cmの

y方 向鉄筋 を下側 に, z方 向鉄筋 はy方 向鉄筋 の上 に

直接直角 に配置 した. 上面 はかぶ り約0.5cmのy方

向鉄筋 を上側 に, z方 向鉄筋 はす ぐ内側 に配置 し, 供試

体厚 さは約4cmで ある. 鉄 筋 として φ0.39cm, 降伏

点応 力が平均3260kg1cm2(319.5MPa)の 軟鋼 を用 い

た. コンク リー トはモルタルを用 い, 配合 および養生 は

1方 向曲げの場合 と同 じで, コンク リー ト円柱供試体 の

平 均圧縮強度 は340kg/cm2(33.3MPa)で あった. 実

験 に用いた変数 は, 1方 向曲げの場合 のほかに, 

(3)作 用主モー メン ト比k=M1/Mf1

であ る. 表一2に 実験

に用いた供試体の型式

を示す. 図一11に 示

す供試体 において対角

線 の 長 さ ろ を変 える

ことによ り, 作用主 モ

ー メン ト比k=一4/b2

が異な る3型 式D, E, 

Fに ついて実験 を行 っ

図一8 kMp1=Mfp, の場合 の γ と α の関係

図 一9 鉄筋の応カーひずみ図

図一10 1方 向 曲げの実験方法

図一11 2方 向曲げを受け る

供試体
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表一1 1方 向曲げの場合の理論値および実験値の比較

表一2 2方 向曲げの場合の理論値および実験値の比較
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た. 型式Dは 対角線の長 さnh=∂=26.3cmの 正方形

(k=一1), 型式Eは4=26.3cm, b=30.5cmの 斜長

方形(k=-0.71), 型式Fは4=26.3cm, 4=37cmの

斜長方形(k=-0.51)で ある. 

実験方 法は, 図一11に おいて 膜作用 が生 じない よ う

に1っ の対 角線 上の端e, 9を ロー ラー によって載荷 し, 

他 の対 角線 上の端f, hを 同 じく ロー ラー によって支持

した. 載荷 お よび支持点は, 対 角線の端 か ら3.5cmの

位置 で, b=37cmの 場合 のみ 載荷点領域の破壊 を防 ぐ

ため5cmと した. この 載荷 の 型 はLord Kelvinと

Tait, P. G. 16)が示 している ように薄板 の理論 に よ り, ス

ラブは端 に沿 って等分布 しているね じ りモー メン トによ

って生ず る純 曲げの状態 となる. このね じ りモー メン ト

は, 端上 に連続的 に分布 している水平 せん断応 力に よっ

て生 じる. この ス ラブ端 のせ ん断破 壊 を 防 ぐた めに, 

φ0.39cm, 内径1.9cm, ピッチ1.5cmの ら旋鉄 筋 を

端 に沿 って配置 した. 

5. 実 験 結 果 お よ び検 討

最初 に, 1方 向 曲げの 場 合 につ いて 述 べ る. 図一12

に 型式A1, B1, C1そ してC3の 上面 の破 壊時 のひ

びわれ形状 を示す. すべ てのスラブはつ り合 い鉄 筋比以

下で, 引張破壊 した. 破壊 は実験時最大1荷重時 とした. 

等方性ス ラブの型式Aの ひび われ は, 作用主 モーメ ン ト

に垂直に生 じた. 異方性 スラブの型式B, Cの ひびわれ

は, 載荷の初期の段階で は作用主 モーメ ン トに平行 に現

われ, 荷重の増大 とともにz, ッ 方 向の鉄筋量, そ して

z方 向鉄筋の傾 き α の影響 を受け, 初期 の段階 のひび

われ を結んでス ラブの端 まで生 じた. 

表一1に 作 用主モー メン ト方向 とひびわれ方向の垂線

のなす角 φ お よび終局荷重の, 理論値 そ して 実験値 を

示 す. 理論 値 として, 塑性ポテ ンシャル理論, そ してシ

ャイベ理論 よ り求めた値 を示すρ両理論値 はほぼ一致 し

た. 実験値 と理論値 は, x, y方 向鉄筋間隔 がほぼ等 し

いr=1.0, 1.2で はほぼ一致 す るが, 7=1.8で はひび

われ方 向の実験値 は小 さい. 

次に2方 向曲げの場合について述べ る. 図一13に 型

式D1の 上下面, E2そ してF6の 上面の破壊時のひ

びわれ形状 を示 す. 作 用主モー メン ト比k=-1の 等方

性 スラブr=0.9の 型式D1の 揚 合, 上下面にひびわ

れ が生 じ互 いに直交 した. これはス ラブ上下端の鉄筋層

が 同時 に降伏 したためである. また 異方性 ス ラブ7=

0.53の 場合, α=0°, 45°で上面に, α=67.5° で下面 に

生 じた ρk=-0.71, -0.51の 斜長方形 ス ラブは, 鉄 筋

の傾 き α, z, y方 向の鉄筋量 と有効高 さの比rに 関係

な く, ひび われ は上面 に生 じた. 

表一2に2方 向曲 げを受 ける型式D, Eそ してFの

図一12 型式A1, B1, C1そ してC3の

破壊 時のひびわれ形状

(1) Al (2) Bl

(3) Cl (4) C3

図一13 型式D1, E2そ してF6の 破壊時の

ひび われ形状

(1) series D1 (upper) (2) series D1 (lower)

(3) series E2(upper) (4) series P6 (upper)

図一14 塑性 ポテ ンシャル理論と シャイベ理論の

終 局モーメ ン トの比較
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ひびわれ方 向 と終 局荷 重の実験値お よび理論値 を示す. 

ひびわれの 垂線方 向 と作用主 モー メン トM1方 向のな

す角 φ は, シ ャイベ理論値 の方が塑性 ポ テンシャル理

論値 よりも大き くなった. また, 両理論値 とも実験値 よ

りも大きい. 図一14に α に関す る塑性ポテ ンシャル理

論 と シ ャイベ理論 よ り求 めた 終 局モー メン トの比 を示

す. 計算 に必 要な数値 は型式 ごとに各供試体 の平均値 を

用いた. 型式D2～D4は, 0≦d≦32° では 正 の曲

げ, 32°≦ α≦90° では負 の曲げについて示す. 他 の型

式 はすべ て正 の曲げについて示 してい る. これ よ り, 一

般 に塑性 ポテンシ ャル理論値 の方 が大 きい. これ は, 塑

性 ポテンシャル理論 の降伏条 件ではス ラブ上下端 の鉄筋

層 を考慮 したが, シャイベ理論 では曲げ引張領域の鉄筋

層 だけを考慮 したことによる曲げ圧縮領 域の鉄筋層の影

響, お よびz, y方 向 の鉄筋力 による抵抗 モー メン ト比

を両理論でそれぞれ μ, rと おいた ことに よると思われ

る. 図一15に, シャイベ理論 と曲げ引張領 域の鉄筋層

のみ を考慮 した塑性ポテ ンシャル理論 よ り求 めた終 局モ

ー メン トの比 を示す. 図一13と 比べ て, 両理論値 は一

致 している. 

図一16に2方 向曲げの場合 の 荷重一たわみ曲線 を 示

す. たわみはス ラブ隅の点f(図 一11参 照)に おけ る値

であ る. 荷重一たわみ曲線は載荷の初期 の段階 では 直線

で, 荷重の増大 とともに曲線 とな り, 破壊近 くで傾 きは

小 さ くな ってい る. これ はひび われ発生 に よる曲げ剛性

の変化, お よび塑性回転 によると思 われ る. また鉄筋 の

傾 き αが小 さい ほどたわみ は大 き く, 破壊時 には 終局

荷重が小 さい ためにたわみ は小 さい. また, 作用主 モー

メン ト比の絶対値 圃 が大 き くなれ ばたわみは大 き くな

る. この ことは, たわみ および ひびわれ発生 が問題 とな

る床版等 において重要で ある と思 われ る. 

6. ま と め

1方 向お よび2方 向曲げを受 ける鉄筋 コンクリー トス

ラブの終局荷重 および ひびわれ方 向を, 塑性 ポテ ンシ ャ

ル理論 そ してシャイベ理論 よ り誘導 した. 

塑性 ポテンシャル理論 による方法 は, 流 れ法則に より

ひずみ速度 を用 いて終局荷重 を求 めた. また流れ法則 と

降伏関数 によ り, ひびわれ方 向 も求 めた. なお降伏条件

として, 上下端の鉄筋層 を考慮 した. シ ャイベ理論 に よ

る方法 は, 引張外力 を受 けるシ ャイベの抵抗 引張力 を用

い, 作用主 モーメン トによる曲げに対 して曲げ引張領 域

そ して 曲げ圧縮領域 は互 いに独 立 し, 別々に形成 され る

として, 曲 げ引張領域 の鉄筋層 のみを考慮 して終 局荷 重

とひびわれ方向 を求 めた. 

終局荷重 は, ほ とん どの供試体 で両理論値 とも実験値

よ りも小 さかった. これ は鉄筋 のひず み硬化, そ して曲

げ引張領域 におけるコ ンク リー ト圧縮 力に よる影響 と思

われ る. 2方 向 曲げの場合, シ ャイベ理論値 は塑性 ポテ

ンシャル理論値 よ りも平均8.4%小 さか ったが, これは

お もにシャイベ理論 では曲げ圧縮領域 の鉄筋 層 を考 慮 し

てい ないた めである. このこ とは, 1方 向曲 げ に お い

て, 両理論値 が一致す る ことより明 らかであ る. 

ひ びわれ方 向は1方 向, 2方 向曲げの場合 とも理論値

の方 が大 きかった. 1方 向曲げの場合, 両理論値 はほぼ

一致 したが, 2方 向曲げの場合, シ ャイベ理 論値 の方が

大 き くなった. これ は終局荷重 の場合 と同様, 曲げ圧縮

領域 の鉄筋層 による影響 と思 われ る. 

以上 のこ とよ りシャイベ理論 よ りも, 塑性 ポテ ンシャ

ル理論 を用 いる方 が実験値 に近 い. しか しなが らシャイ

ベ理論 はコンク リー トにひびわれ発生 後の解析 に適用で

き, よ り広 く用 いるこ とができる. 

記 号

4, 4y: それ ぞれx, y方 向鉄筋層の単位幅

当た りの鉄筋断面積

r: 作 用主モー メン トM11方 向の 中立軸

の高 さ

4: シャイベ厚 さ

41: 曲げ圧縮端 より, 鉄筋 層z, yに よ

図一15 引張鉄筋層のみ を考慮 した塑性 ポテ ンシャル

理論 とシ ャイベ理論 の終 局 モー メン トの比較

図 一16 2方 向 曲げの場合 の荷 重一たわみ曲線

(a) E1, L2, E3, F1, F2 and F3

u=1.58 
(y=0.53)

(b) E4, E5, E6, F4, F5 and F6

u=2.31 (
y=0.35)
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る引張力 の合力 までの距離

4, 4y: それ ぞれ 曲げ圧縮端 より鉄筋 層z, yま で

の距離

Db: ひびわれ に平行 に働 くコンクリー ト圧縮 力

P26, 12b, pEρ: それ ぞれ鉄筋 お よび コンクリー トのヤ ン

グ係数 そ してひびわれ面 におけ るせ ん断弾

性係数

f6': コンクリー ト円柱供試体圧縮 強度

fy: 鉄筋 の降伏点応力

PP: ひび われ面 に沿 って働 くせん断力

k: スラブの場合, 作用主 モーメ ン ト比Mf, /Mf1

シャイベ の場合, 作 用主引張 力比N4瓦

k1, k, k,: 曲げ圧縮領域 の圧縮 力 とその作 用位 置 を表

わす係数

M11, M12: それ ぞれ ス ラブに働 く単位幅 当た りの主モ

ー メン ト

Mfρ: 1方 向曲げを受 けるス ラブの終 局モー メン

ト

M7ρ1, M1ρ2: それ ぞれ2方 向曲げを受 けるス ラブの終

局 モーメン ト

M1μ, M1PY: それ ぞれ2お よびッ方 向鉄 筋に垂 直な断

面 の単位幅 当た りの終 局モーメ ン ト

N1, N2: それぞれ シ ャイベに働 く単位 幅当た りの主

引張力

Zκ, Zy: それ ぞれ単位幅 当た りのz, y方 向鉄筋 引

張力

α: 作用主 モーメ ン トMf1ま たは作用主 引張 力

N方 向か ら, 時計回 りに測 ったz鉄 筋方

向角

φ: 作用主 モーメ ン トMf1方 向か ら反時計 回 り

に測 ったひびわれの垂線方 向角

9: 必方 向鉄1筋か ら反時計 回 りに測 ったひびわ

れ垂線方 向 とのなす 角, またはy方 向鉄筋

か ら反時計 回 りに測 ったひびわれ方 向角

μ: 異方性係数 (Mfη1Mfρ5)

ン: 1方 向曲げの場合M74M7ψ5, 2方 向曲 げ

の場合Mfρ1/Mfμ

7: シャイベ の場合44A5

スラブの場合(Axdx)μ(Ay4y)
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