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SOBRE A CLASSICA FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER
EDMUNDO CAPELAS DE OLIVEIRA

RESUMO. Apresentamos e discutimos a cléassica fun¢do de Mittag-
Leffler como sendo uma possivel generalizagao da fungao exponen-
cial. Mencionamos algumas de suas possiveis generalizagoes, seja
com o aumento do nimero de parametros, seja aumentando o ni-
mero de varidveis ou ainda com o aumento de ambos, parametros
e variaveis. Justificamos a sua importancia junto ao calculo de
ordem nao inteira e, como simples aplicacoes, efetuamos o calculo
de uma surpreendente soma e resolvemos uma equagao diferencial
fracionaria.

1. INTRODUCAO

Em fins do Século XIX duas questoes da Analise Matemaética propi-
ciaram estudos que mais tarde viriam a desempenhar papel central em
varios campos da ciéncia: as integrais de Mellin-Barnes, introduzidas
por Pincherle [48], em 1888, tendo sido suas propriedades estudadas
por Mellin [34], enquanto Barnes [2] utilizou-as no estudo da fungao
hipergeométrica; e a continuacao analitica de fungoes holomorfas de
uma variavel complexa [35]. Neste trabalho, vamos nos concentrar na
segunda questao, o procedimento da continuacao analitica de séries de
poténcia fora de seu disco de convergéncia, estudado por Mittag-Leffler
(1846 — Gosta Magnus Mittag-Leffler — 1927) [35, 36, 37, 38, 39, 41]
que propos uma funcao, dependendo de um parametro complexo com
parte real positiva, no integrando da chamada integral de Laplace-Abel
[23].
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Entre os anos de 1902 e 1905, Mittag-Leffler introduziu uma fungao
[44], que hoje é conhecida como a cléassica fungao de Mittag-Leffler, de-
notada por E,(z) dependente de um parametro, através de uma série
de poténcias contendo uma funcao gama como sendo uma generali-
zacao da funcao exponencial, e estudou varias de suas propriedades,
em particular, aquelas associadas as séries divergentes, em uma série
de artigos cientificos [40, 42, 43, 44, 45, 46|. E importante notar que
neste periodo outras fungoes, relacionadas com a questao estudada por
Mittag-Leffler, foram introduzidas, dentre elas mencionamos Le Roy
[29], Lindelsf [31], Malmquist [32] ¢ Wiman [64], cada uma com a sua
particularidade [14]. Ainda mais, Hille & Tamarkin [25], em 1930,
como uma possivel aplicacao, apresentaram uma solugao da equagao
tipo Abel-Volterra em termos da funcao de Mittag-Leffer.

Entre as décadas de 1940 e 1970 foram publicados, do ponto de
vista estritamente matemaético, varios trabalhos envolvendo séries de
poténcias estudadas do ponto de vista das variaveis complexas, como
fungdes inteiras, distribuigao de zeros [3, 11, 12, 13, 19, 30, 51, 53, 59|.

Ainda nos anos 1960, com a introducao da chamada funcao H de
Fox [18], ficou claro que a fun¢ao de Mittag-Leffler pertencia a uma
classe mais geral de funcoes que nao se encaixavam nas classicas funcoes
especiais, em particular as funcoes hipergeométricas e hipergeométricas
confluentes [5]. A funcao de Mittag-Leffler e suas correlatas, como as
mencionadas anteriormente, bem como as funcdes hipergeométricas e
hipergeométricas confluentes, sao casos particulares da funcao H de Fox
[33]. E neste ponto que as integrais de Mellin-Barnes sdo importantes,
pois a funcao H de Fox é definida em termos de uma integral no plano
complexo cujo integrando contém um quociente de funcoes gama.

O interesse pela funcao de Mittag-Leffler foi renovado e ganhou im-
portancia maior ap6s a primeira conferéncia internacional sobre o cal-
culo fracionario, em 1974 [54], onde varios artigos ali apresentados,
envolvendo a funcao de Mittag-Leffler, colocaram uma ordem no que
hoje constitui-se um importante ramo da matematica, pois os estudos
de temas no calculo fracionério ganharam popularidade e confianca da
comunidade cientifica, e continua em franca ascensao, tanto na teoria
quanto nas intmeras aplicacoes. Hoje, podemos dizer que a funcao de
Mittag-Leffler adquiriu o status de uma funcao especial e ja conta com
livros e artigos dedicados exclusivamente ao seu estudo [22, 24, 52|, bem
como ganhou uma entrada no 2000 Mathematics Subjects Classifica-
tion: 33E12-Mittag-Leffler functions and generalizations. Uma breve
introducao a funcao de Mittag-Leffler, em lingua portuguesa, pode ser
encontrada em [17]. Enfim, aos interessados em métodos numéricos
e/ou computacionais sugerimos |20, 21]|.

Assim como em todo campo de pesquisa, a generalizagdo é sem-
pre um fato. Na década de 1950, a partir dos trabalhos de Humbert
[26], Agarwal [1] e Humbert & Agarwal [27], uma nova fun¢do do tipo

..............................
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Mittag-Leffler foi mencionada, agora com dois parametros e que con-
tém, como caso particular, a funcdo de Mittag-Leffler e que, com os
estudos de Wiman [64], hoje é conhecida como uma funcao de Mittag-
Leffler com dois parametros, ainda que existam citagoes como funcgao
de Wiman. Na década de 1970, uma funcao de Mittag-Leffler contendo
trés parametros foi introduzida por Prabhakar [50] e que desempenha
um papel importante em campos de pesquisa, em particular na solucao
de varias equagoes diferenciais fracionarias. E, claro, as generalizacoes
nao pararam por ai, porém nosso intuito é discutirmos apenas a funcao
de Mittag-Leffler |7, 28, 55, 56].

Neste trabalho, na Secao 2, recuperamos varios resultados necessarios
que serao importantes para a continuacao do trabalho; na Secao 3,
apresentamos a funcao de Mittag-LefHler e as funcoes de Mittag-Lefter
com dois e trés parametros, enquanto na Secao 4, mostramos algumas
propriedades das funcoes de Mittag-Leffler para, enfim, na Secao 5,
discutir duas aplicacoes envolvendo uma particular soma associada a
funcao de Mittag-Leffler com dois parametros bem como uma simples
equagao diferencial fracionaria cuja solucao é uma funcao de Mittag-
Leffler. Concluimos apresentando as consideragoes finais.

2. PRELIMINARES

Ainda que este trabalho nao pretenda ser um tratado sobre a fun¢ao
de Mittag-Leffler, duas importantes propriedades merecem destaque.
A funcao de Mittag-Leffler é uma funcao inteira, analitica em todo o
plano complexo, o que neste texto, por exemplo, justifica passagens
ou demonstracoes, e o conceito de funcao completamente monoétona,
propriedade essa que desempenha papel fundamental em varias apli-
cacoes [6]. Entao, apresentamos as definicbes para uma funcao in-
teira f(z) para, na proxima secdo, particularizarmos para a funcao de
Mittag-Leffler. Enfim, concluimos esta secao apresentando a defini¢ao
da derivada fracionaria no sentido de Caputo, bem como a expressao
que fornece a transformada de Laplace dessa derivada [17], visando as
aplicacoes.

2.1. Funcgao inteira. Comegamos por introduzir o conceito de fungao
inteira. A fim de caracterizar uma funcao inteira, apos o conceito de
razao de crescimento, apresentamos os conceitos de ordem e tipo, duas
medidas do crescimento no infinito.

DEFINIGAO 2.1. FUNCAO INTEIRA. Seja z € C. Uma fungao f: C —
C ¢é chamada inteira se ela € analitica (C-diferencidvel) em todo o plano
complexo, i.e., em todo o ponto zy € C existe o limite
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Ainda mais, € representada por uma série de poténcias convergente em

todo C
f(z) = Z apz”
k=0

sendo ay 0s coeficientes da série de poténcias.

Antes de apresentar a condicao para garantir que essa série de po-
téncias converge, ¢ importante mencionar o teorema de Liouville, bem
como uma extensao incluindo um ponto no infinito, associado as fun-
coes transcendentais. O teorema de Liouville afirma que toda funcao
inteira limitada é uma constante. Ainda mais, toda funcao que é inteira
no plano complexo estendido (plano complexo e o ponto no infinito)
é constante. No caso de uma funcao inteira nao constante, essa apre-
senta uma singularidade no infinito, sendo uma singularidade polar
(um polo), no caso de um polindmio, ou uma singularidade essencial,
no caso de uma funcao inteira transcendente.

TEOREMA 2.1. CRITERIO DE CONVERGENCIA.

A condicao necessaria e suficiente para que a soma de uma série
de poténcias represente uma funcao inteira é que os coeficientes ay
satisfacam a condicao

: 1
lim |ax|* =0
k—o0

isto é, o raio de convergéncia ¢é infinito. Diante desse resultado, con-
cluimos: toda série de poténcias satisfazendo essa condicao representa
uma funcao inteira.

Antes de apresentar os conceitos de ordem e tipo, visto serem ca-
racteristicas importantes a respeito do comportamento de uma funcao
inteira, vamos definir razao de crescimento da funcao.

DEFINIGAO 2.2. RAZAO DE CRESCIMENTO. Sejam z € C e f(z) uma
func¢ao complexa. Define-se a razao de crescimento por
My(r) = max |f(z)]-
|2|=r
Passemos, agora, a definir os conceitos de ordem, denotada por p,
e tipo, denotado por o, associados as funcoes inteiras, relativos ao

crescimento no infinito. Por meio de um teorema, expressamos essas
medidas em termos dos coeficientes da série de poténcias [30].

DEFINICAO 2.3. ORDEM FINITA. Uma funcdo inteira f € dita de ordem
finita, se existem numeros ¢ >0 er > 0 tais que

f(z) < exp(]z[%)

para todo |z| < r. Se a fun¢do f € de ordem p, seu crescimento no
infinito € exp(|z|?).

4.
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DEFINICAO 2.4. T1PO. O tipo de uma funcdao inteira é, também, uma
medida do crescimento no infinito para funcoes de mesma ordem. Se a
funcao f € de ordem p e tipo o seu crescimento no infinito € exp(o|z|?).

TEOREMA 2.2. ORDEM E TIPO. A ordem e o tipo de uma funcado
inteira sao erpressos em termos dos coeficientes da série de poténcias,
a,, através das expressoes, respectivamente,

_ nlnn 1 — /1 1
p=—lim | —— e (oep)r = lim (nﬂ|an )
n—oo \ In ’an’ n—00
Podemos dizer, entao, baseados nas DEFINICAO 2.3 e DEFINICAO
2.4 que o tipo é uma medida mais refinada, relativamente as funcoes

de mesma ordem. Por exemplo, sejam n € N, a > 0 e a fun¢io f(z) =
exp(a 2") dizemos que essa fungio é de ordem p = n e tipo o = a.

2.2. Funcoes mondétonas. Sao vérias as aplicacoes em que a meto-
dologia da transformada de Laplace desempenha papel fundamental.
Por outro lado, as fun¢oes completamente mon6tonas sao importantes,
por exemplo, no estudo de modelos de viscoelasticidade. Existe uma
conexao entre as transformadas de Laplace de funcoes completamente
mondétonas, isto é, as transformadas bilateriais de Laplace (Stieltjes) e
as chamadas fun¢oes de Bernstein [60].

Comecamos introduzindo o conceito de medida finita, relacionada
com a transformada de Laplace, para, depois, introduzir o conceito de
funcao completamente monotona.

DEFINIGAO 2.5. TRANSFORMADA DE LAPLACE. A transformada de
Laplace de uma funcgao f : [0,00) — [0,00) ou uma medida 1 em [0, 00)
€ definida por

ZL(f,s) = /OOO e S f(t)dt ou L(u,s) = 4 )e*St,u(dt)

desde que as integrais convirjam.

PROPOSICAO 2.1. MEDIDA FINITA. Seja Z(-) a transformada de La-
place. Uma medida p em [0,00) € finita se, e somente se, £ (u,0%) <
0o0. A medida p € unicamente determinada por sua transformada de
Laplace.

Medidas finitas sao unicamente determinadas em termos de suas
transformadas de Laplace. Diante disso, o conceito de funcao com-
pletamente mono6tona desempenha papel importante.

DEFINICAO 2.6. FUNCAO COMPLETAMENTE MONOTONA. Uma fun-
¢ao f:(0,00) — R é dita completamente mondtona se possui derivadas
f™(z) de todas as ordens, n =0,1,2,... e as derivadas alternando os
SINas,

(=" f"W () >0
para todo x € (0, 00).

4.
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A equivaléncia da DEFINIGAO 2.6 com a existéncia de uma represen-
tacao da funcdo f na forma de uma integral de Laplace-Stieltjes com
densidade ndo decrescente e medida dy nao negativa [63] é

fla) = [ e aute)

2.3. Derivada fracionaria de Caputo. Existem vérias maneiras de
definir uma derivada fracionaria, dentre elas aquela de Caputo. Essa
derivada é dada como a integral fracionaria de uma derivada de or-
dem inteira. Vamos definir essa derivada e apresentar a expressao que
fornece a sua transformada de Laplace. Para outras formulacoes da de-
rivada fracionéaria sugerimos o primeiro capitulo da referéncia [7] onde
é apresentada uma linha do tempo relativa ao calculo fracionario, e
para a transformada de Laplace, ver [8, 10, 63].

DEFINICAO 2.7. INTEGRAL FRACIONARIA. Sejam a > 0, a ordem da
integral fraciondria e f(t) uma fungao (bem comportada) com t € R,
Definimos a integral fraciondria, também conhecida como integral de
Riemann-Liouville, de ordem «, pela expressao

JOF(E) = ﬁ/o (t— 1)L f(r) dr

comt>0ea>0. Ainda mais, definimos J° :=1 sendo I o operador
identidade, JOf(t) = f(t).

DEFINIGAO 2.8. DERIVADA FRACIONARIA DE CAPUTO. Considere-
mosm—1< a < m comm = 1,2,3,.... Definimos o operador
derivada fraciondria de Caputo, denotado por D%, a partir da expres-
840

C’Da — Jm—apm
onde J“ € o operador integral fraciondrio e D™ o operador derivada de

ordem inteira.
Utilizando a DEFINICAO 2.7, podemos escrever

L )/Ot(Dmf(T) dr, m—-1<a<m,

T _ _ at+l-m
CDe (1) = d(m a t—7)
Mf(t) ) a=m:

E importante notar que a derivada fracionaria de Caputo de ordem
a requer a integrabilidade absoluta da derivada de ordem inteira, m.

PROPRIEDADE 2.1. TRANSFORMADA DE LAPLACE DA DERIVADA DE
CapruTo. Consideremos uma fungao f(t), bem comportada, com t €
Rt e s = o+ i1 com o,7 € R, o pardmetro da transformada. Ad-
mitamos que f(t)e™* — 0 e todas as derivadas fPe™t — 0 com

4.
% rMu @% sBm
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1 =1,2,3,... quando t — oco. A transformada de Laplace da deri-
vada fraciondria de Caputo € dada por
m—1
LD (1)] = LI (1) = 3 fO(0F)s0 1
k=0

sendo o > 0 a ordem comm —1 < a <m.

Note que, se « = m = 1,2, ... obtemos exatamente a expressao que
fornece a transformada de Laplace da derivada de ordem inteira, m.

3. A CLASSICA FUNGAO DE MITTAG-LEFFLER

A classica funcao de Mittag-Leffler, a partir de agora, apenas funcao
de Mittag-Leffler, contendo um parametro pode ser considerada como
a mais simples generalizacao nao trivial da funcao exponencial. As-
sim como a funcao exponencial é solucao de uma equacao diferencial
ordinaria com coeficientes constantes, a funcao de Mittag-Leffler é solu-
¢ao de uma equacao diferencial fracionéria. Devido a sua importancia
e abrangéncia na solucao de varias equacoes diferenciais fracionarias,
Mainardi cunhou-a de a rainha das funcoes especiais do célculo fracio-
nario [22|. Entao, podemos afirmar que a fungao de Mittag-Leffler esta
para o célculo fracionéario assim como a fun¢ao exponencial esti para
o céalculo de ordem inteira [17].

DEFINIGAO 3.1. FUNGAO DE MITTAG-LEFFLER. Sejam z € C e «
um parametro complexo com Re(a) > 0. A fun¢ao de Mittag-Leffler é
definida a partir da série de poténcias

00
Zk:

(1) Eo(z) = Tlak +1)

k=0

onde I'(+) é uma funcao gama, também chamada de fun¢ao de Euler de
sequnda espécie [5].

Vale a pena mencionar que varios autores optam por definir a fungao
de Mittag-Leffler considerando a mudanga z — 2% e com as mesmas
restricbes impostas na DEFINICAO 3.1, pois em ambos 0s casos, para
a = 1, recuperamos a funcao exponencial.

A fim de discutir a convergéncia da série, podemos utilizar o teste da
razao e um resultado envolvendo o quociente de duas fun¢oes gama [18|
e que nos leva a concluir que a série converge em todo o plano complexo
com a condigdo Re(a) > 0. Para os demais casos Re(a) < 0 (a série
diverge) e Re(a) = 0 e |z| < 1 obtemos a soma geométrica. Daqui
para a frente, vamos nos concentrar apenas no caso em que Re(a) > 0,
pois a funcao de Mittag-Leffler € uma funcao inteira, admite derivadas
de todas as ordens. Ainda mais, quando o parametro é o = 1, vale a

4.
% rMu @% sBm
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Funcao de Mittag-Leffler 10

relagdo I'(k + 1) = k! de onde segue

Ei(z) =) o
k=0

que é exatamente a func¢do exponencial Fi(z) = e* e, portanto, é na-
tural interpretar a funcao de Mittag-Leffler como uma possivel genera-
lizacao da funcao exponencial. Ainda mais, considerando o parametro
a = 2 na Eq.(1), obtemos uma representagdo em série para o cosseno
hiperbélico,

0 22k
EQ(ZQ) = Z m = = cosh z-
e

oo
Z2k
0 =

(2k)!

k=0

Diante dessas duas tltimas expressoes, no intervalo 1 < o < 2, a fun-
¢ao de Mittag-Leffler interpola as func¢oes exponencial e cosseno hiper-
boélico. Com a substituicdo 22 — —z2, obtemos uma expressao similar
para a funcao cosseno trigonomeétrico. Por outro lado, nao podemos ex-
pressar a fungao seno hiperbolico (trigonométrico) em termos de uma
funcao de Mittag-Leffler o que s6 se torna possivel com a introducao
da funcao de Mittag-Leffler com dois parametros.

Antes de passarmos a funcao de Mittag-Leffler com dois parametros,
vamos mostrar que a funcao de Mittag-Leffler ¢ uma funcao inteira de
ordem p = é e tipo 0 = 1, bem como mencionar que essa funcao é
completamente mondtona no eixo real negativo.

PROPOSICAO 3.1. FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER. A func¢do de Mittag-
Leffler, como apresentada na DEFINICAO 3.1, € uma funcao inteira,

de ordempzé e tipo o = 1.

ProvA 3.1. A fim de mostrar que a funcao de Mittag-Leffler é uma
funcao inteira, primeiramente identificamos os coeficientes da expansao
em série de poténcias a, = 1/T'(an+1) com a > 0. Utilizando o
TEOREMA 2.1, devemos calcular o limite

1

lim | ——
ao I'(an +1)

n—oo

Primeiramente, a partir da formula assintdtica de Stirling,
T(an+1) = V2r(an)™ 2e "1 + O(1)],  n— oo

podemos escrever para o limite

3=

(07

1 e o
V27 (an)omtze—an V27 (an)*t2a

Entao, visto que o limite € zero, a func¢ao € inteira. Agora, para mos-
trarmos que a ordem da funcao de Mittag-Leffler é dada por p = é,

lim

n—o0

n—o0

4.
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11 E. Capelas de Oliveira

usamos o TEOREMA 2.2, a fim de calcular o limite

T nlnn

=lm (——— | -

Pl In |I'(an + 1)|

Vamos utilizar, para o > 0, mais uma vez a formula assintdtica de
Stirling de onde seque o limite

Y [ nlnn }
= lim
P~ 5% | V2man + an(lnan — Ine)

que, utilizando a regra de ’Hopital, fornece

pP=—
«

que € o resultado desejado, isto €, a funcao de Mittag-Leffler é uma
func¢ao inteira e de ordem p = é Para mostrar que a fun¢ao de Mittag-
Leffler € do tipo 0 = 1 novamente utilizamos o TEOREMA 2.2, logo
devemos calcular o limite, jd com p = é,

Utilizando a formula assintdtica de Stirling e rearranjando, podemos

escrever
N
o% = lim (—) = lim (2%)

n—00 x—0

D=

Para calcular esse limite, utilizamos propriedades do logaritmo, de onde

seque o = 1, isto €, a funcao de Mittag-Leffler € uma funcao inteira,

de ordempzietipoazl. ¢

PROPOSICAO 3.2. COMPLETAMENTE MONOTONA. A funcdo de Mittag-
Leffler, E,(—x), conforme DEFINICAO 3.1, com o pardmetro «, tal que

0 <a <1 écompletamente mondtona para x > 0.

PROVA 3.2. Ver Pollard [19]. ¢

DEFINICAO 3.2. FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER COM DOIS PARAME-
TROS. Sejam z € C e v e 8 dois parametros complezos com Re(a) > 0.
A funcao de Mittag-Leffler com dois pardmetros € definida a partir da
série de poténcias

2 EOé Z) = _—
) 0= s

0

onde I'(+) € uma fun¢do gama.

Em analogia ao anterior, a funcao de Mittag-Leffler com dois para-
metros generaliza a funcao de Mittag-Leffler, pois para o parametro

4.
7 rmu &= sem

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu



Funcao de Mittag-Leffler 12

£ =1 podemos escrever

oo
Zk

Eoq1(2) = kzg Tlak+1) E.(2)

que é exatamente a funcao de Mittag-Leffler.

Como ja mencionado, podemos expressar o seno hiperbdlico (trigo-
nométrico, com a mudanga z? — —2?%) em termos da fungio de Mittag-
Leffler com dois parametros,

& & 2k+1
Eyo(2?) = =senh z -
Z 2,2(2) Z;;F(%H—Z 2; 2%+ 1)! =senhz

Como a funcao de Mittag-Leffler ¢ um caso particular da funcao de
Mittag-Leffler com dois parametros, podemos afirmar que tanto o cos-
seno quanto o seno hiperbolicos (trigonométricos, com a mudanga z? —
—2?%) podem ser expressos em termos de uma fungiao de Mittag-Leffler
com dois parametros. Apenas para mencionar, também podemos defi-
nir os chamados seno e cosseno fracionarios, em termos de fungoes de
Mittag-Leffler com dois parametros [17].

DEFINICAO 3.3. FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER COM TRES PARA-
METROS. Sejam z € C e a, B e~y trés pardmetros complexos com
Re(a) > 0. A funcao de Mittag-Leffler com trés pardmetros é definida
a partir da série de poténcias

k

®) EL9) =Y ratis

k=0

onde T'(+) é uma funcdo gama e ()i o simbolo de Pochhammer [17].

Em analogia ao anterior, a fungao de Mittag-Leffler com trés para-
metros generaliza a funcao de Mittag-Leffler com dois parametros, pois
para o parametro v = 1 podemos escrever

1 B = (1) 2F B > 2" B
Pos® =2 ok 4 B M = 2 ek 7 ) = P

que ¢é exatamente a funcao de Mittag-Lefller com dois parametros.

A fim de concluir a secao vamos enunciar uma propriedade formal
entre a funcao de Mittag-Leffler com trés parametros com a derivada
de ordem n, n € N, da funcao de Mittag-Leffler com dois parametros
e, com isso, justificar a preferéncia de se trabalhar com a funcao de
Mittag-Leffler com trés parametros, em vez de com a derivada da fun¢ao
de Mittag-Leffler com dois parametros [17].

PROPOSIGAO 3.3. RELAGCAO ENTRE FUNCOES DE MITTAG-LEFFLER.
Sejamn =0,1,2,..., a, B e~ trés parametros complexos com Re(a) >
0. Consideremos E,p(-) e E 4(-), respectivamente, as fungdes de
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13 E. Capelas de Oliveira

Mittag-Leffler com dois e trés pardmetros, e a notacdo para a derivada

n o" s
de ordem n dada por E((Xg,(z) =5 a.p(2). Vale a relagao
) ZTL ’

EY)(2) = nlEFEL L (2) -

PROVA 3.3. Ver [17]. ¢

Enfim, vale a pena enfatizar que, como ja mencionado, existem ou-
tras possibilidades para generalizagoes, seja quanto ao numero de pa-
rametros, como fizemos com dois e trés parametros, seja quanto ao
aumento do namero de variaveis |7, 28, 55, 56].

4. PROPRIEDADES DAS FUNGOES DE MITTAG-LEFFLER

Nesta se¢ao, vamos nos concentrar no estudo das mais simples pro-
priedades da funcao de Mittag-Leffler, ainda que existam muitas outras
[17, 22|. Em particular, mostramos uma rela¢do com a derivada de or-
dem n, com n =0,1,2,... e uma relacao de recorréncia envolvendo as
funcoes de Mittag-Leffler classica e com dois parametros.

PROPRIEDADE 4.1. DERIVADA DE ORDEM n. Sejam z € C en =
0,1,2,... Vale a relacao

(d%)n Ea(=") = Ep(2")-

Prova 4.1. Vamos, partindo do primeiro membro, calcular a deriwada
de ordem n da funcao de Mittag-Leffler, escrita em termos de uma
série de poténcias,

d\" d\" < P
—) E,:zM=|— - .
<dz) (") (dz) kzgf(nk:—f—l)
Visto que a série € convergente, podemos comutar a derivada com a

série, logo
d\" . 1 d\" .
(&) Enl )_Zf(nkJrl) (&) o

k=0
Utilizando a expressao para a derivada de ordem n de uwma poténcia de
ordem nk, obtemos

o0

d\" o 1 (nk)! ..
(E) En(2") = Z L(nk +1) (nk — n)!Z

k=1

onde alteramos o indice de soma, pois 1/T'(—=k) — 0. A partir da
relacao entre o fatorial e a funcao gama, a expressao anterior permite
escrever

d\" . > 1 C(nk+1) ., .
(&) En(z)Zkgr(nk+1)F(nk—n+1)zk .

1

4.
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Funcao de Mittag-Leffler 14

Simplificando a expressio anterior e mudando o indice de soma k —
k+ 1 obtemos

d\" = 1
_ En ny _ = nk _ En n
(dz) (") ;F(nk‘%—l)z (")
que € exatamente o resultado desejado. ¢

PROPRIEDADE 4.2. FORMULA DE DUPLICACAO. Sejam z € C e v um
parametro complexo com Re(a) > 0. A formula de duplicagao é dada
pela expressao

B, (2) + Ey(—2) = 2E5,(2%) -

PrOvVA 4.2. Vamos expressar o primeiro membro em termos das res-
pectivas séries de poténcias

Ea(2) + ZFak—i—l ZFak—i-

que, rearranjando num unico somalorio, permite escrever

R

Visto que para k um niimero impar a soma € sempre zero, podemos mu-
dar o indice de soma somente para 0s numeros pares, logo introduzimos
k — 2k, de onde podemos escrever

E, =2
(2) + §F20ék?+1

que, voltando com a funcao de Mittag-Leffler, fornece
E,(2) + Ey(—2) = 2E5,(2%)
que € exatamente o resultado desejado. ¢

PROPRIEDADE 4.3. RELAGCAO DE RECORRENCIA. Sejam z € C e
a e [ dois pardmetros complexos com Re(a) > 0. Vale a relagio de
recorréncia envolvendo a derivada primeira da funcdo de Mittag-Leffier
com dois pardmetros

d d
@Ea”g(z) = (ZE + 1) Ea,aJrﬁ(Z) .

Prova 4.3. Comegcamos com a definicao da funcao de Mittag-Leffler
com dois pardmetros escrita em termos de uma série de poténcias,

2) = kZ:O I'(ak + B)

4.
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15 E. Capelas de Oliveira

cuja derivada primeira permite escrever para o primeiro membro, jd
alterando o indice de soma

d o0 o

IM:&; (Ozk+ﬁ ZFak+a+5)

=0

Separando em duas somas e escrevendo a sequnda delas em termos da
funcao de Mittag-Leffler com dois pardmetros, obtemos

> k 2k
| = Eaa :
M gr(ammﬁ) T Eaars(z)

Podemos escrever para a soma remanescente, em termos da derivada,
6 expressao

Zkz

I 2 Eaa
M Zdzgr(ak+a+ﬂ)+ ats(?)

de onde seque, jd escrevendo em termos da funcao de Mittag-Leffler
com dois pardmetros, a sequinte relacao

d
IM = ZgEa,aﬁB(Z) + Ea,oHrﬁ(Z)

ou ainda, na conveniente forma

d
ly=(2z—41) Eqyars(z
M ( P ) a+p(2)
que € exatamente o sequndo membro. ¢

PROPRIEDADE 4.4. RELACAO COM A FUNCAO HIPERGEOMETRICA
CONFLUENTE. Sejam z € C e 8 um pardmetro complezo com [ #*
0,—1,-2,.... A relacao entre uma particular funcao de Mittag-Leffier,
E, 5(z), e a fungdao hipergeométrica confluente, denotada por 1 Fi(a;c; z),
com a e ¢ par@metros complexos, € dada pela relagdo [17|

D(B)Er1p(2) = 1F1(1; 85 2) -

PROVA 4.4. Introduzindo o pardmetro o = 1 na expressao em Ssérie
para a funcao de Mittag-Leffler com dois pardmetros, podemos escrever
para o primeiro membro

e =T(8)Evs(2) =T(B) Y wrrn T k’+6

k=0

Da definicao do simbolo de Pochhammer, o sequndo membro da prece-
dente pode ser escrito na forma

(1) 2P
Iy =T(B)Ey5(z =
M 15 (2 kz:; ()

% rmu @~ sBm
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que, identificando com a erpressio em série para a funcdao hipergeomé-
trica confluente

—~

(I

1Fi(a;e;2) =

o0

—~

C

k=0

fornece a sequinte relagao
Iy = 1F1(1; 85 2)

de onde seque a relacdo entre a funcdao de Mittag-Leffler com dois pa-
rametros e a funcao hipergeométrica confluente,

L(B)E1p(2) = 1F1(1; 55 2)

que € o resultado desejado. ¢

Existem muitas outras relacoes, além dessas, em particular as repre-
sentacoes integrais e o estudo das funcoes nos extremos, as chamadas
expressoes assintoticas, distribuicao de zeros e relagoes com outras fun-
¢oes especiais, por exemplo, mostrar que a funcao de Mittag-Leffler é
um caso particular de uma funcao H de Fox, porém isso foge do escopo
desta introducao [22].

Passemos a estudar duas aplicacoes envolvendo as fungoes de Mittag-
Leffler admitindo, a partir de agora, z = x € R, isto é, a funcao é tal
que o seu argumento é uma variavel real.

5. APLICACOES

Como aplicagoes das funcoes de Mittag-Leffler, vamos discutir o cal-
culo de uma surpreendente soma envolvendo a funcao de Mittag-Leffler
com dois parametros [9] e uma equacdo diferencial fracionaria com co-
eficientes constantes, ambas fazendo uso da metodologia da transfor-
mada de Laplace, isto é, transformamos o problema de partida, equacao
diferencial e condicoes iniciais e, a fim de recuperarmos a sua solucao,
utilizamos a respectiva transformada de Laplace inversa.

APLICACAO 5.1. SOMA DE FUNCOES DE MITTAG-LEFFLER COM DOIS
PARAMETROS. Sejam x € R en € N. Mostre que a soma

Z xk_lEn7k<I7L)
k=1
€ independente de n.

RESOLUGAO 5.1. Introduzimos a notacio ly = Zxk_lEnvk(x”). To-

k=1
mando a transformada de Laplace de ambos os membros, temos

=Y {i :L'k_lEn,k(m")} :

% rRmU @@= sBm
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Utilizando a representacao em série para a funcao de Mittag-Leffler e
rearranjando obtemos

o . . 1 > nl+k—1 _—sx
g[IM]_ZZ—F(nﬂ—i—k)/O x e dx

k=1 £=0
Efetuando a mudanga de varidvel sx = t, considerando a definicao da
funcao gama e simplificando podemos escrever
n 00 l
Z 1 Z 1
s 5
k=1"  ¢=0
O sequndo somatorio, em ¢, é a soma dos infinitos termos de uma
progressao geométrica de primeiro termo unitdrio e razao s~", enquanto
o somatorio em k € a soma dos n primeiros termos de uma progressao
geométrica de primeiro termo e razdo iquais a s~*, logo
1
s—1
Tomando a transformada de Laplace inversa de ambos os membros
podemos escrever

Zlm] =

|M:.§4L}:em

ou ainda, da sequinte forma
n
Z "B, L (2") = "
k=1

que € o resultado desejado. ¢

Enfim, admitamos que a equacao diferencial fracionaria é uma ex-
tensao natural da equacao diferencial ordinéria, tendo em mente a mu-
danca que fizemos quando introduzimos a funcao de Mittag-Leffler,
apresentando-a como uma generalizacao da fun¢ao exponencial, ou seja,
no lugar do fatorial na série de poténcias, temos uma funcao gama.
Com isso queremos dizer que, formalmente, basta substituir no lugar
da ordem inteira da derivada na equacgao diferencial uma ordem arbi-
traria e, ao final, o resultado conhecido deve ser recuperado.

APLICACAO 5.2. EQUAQAO DIFERENCIAL DE ORDEM 4 COM 1 < 1 <
2. Sejam y(x) uma funcao continua, y(0) = A e y'(0) = B duas
constantes positivas e | um pardmetro tal que 1 < p < 2. Resolver a
equacao diferencial fraciondria de ordem p

qr

dar
sendo k? > 0 uma constante e a derivada sendo considerada no sentido
de Caputo, conforme DEFINICAO 2.8.

(z) + k*y(z) =0

4.
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Ainda que nao tenhamos mencionado, esta equacao diferencial ordi-
naria no caso em que y = 2 é a equacao diferencial associada ao mo-
vimento harmonico simples, com solugao dada em termos de funcoes
trigonométricas, senos e cossenos, e dependendo das condicoes iniciais,
podemos obter uma particular solucao satisfazendo o problema de va-
lor inicial. Ora, parece natural a extensao, considerando a ordem p,
nao inteira, a fim de que tenhamos uma equacao diferencial fracioné-
ria. Note que excluimos o outro extremo, pois apenas um dos extremos
deve ser considerado para recuperar o caso inteiro. Claro, poderiamos
ter considerado apenas o outro extremo, excluindo o lado direito do
intervalo, porém nao teriamos, no caso limite, uma equacao diferencial
de ordem dois, representando um movimento ondulatorio. Ao final da
resolucao vamos mencionar o caso = 1.

RESOLUCAO 5.2. A fim de resolver essa equacgao diferencial fraciond-
ria, vamos utilizar a metodologia da transformada de Laplace. Entao,
tomando a transformada de Laplace de ambos os membros da equagao
diferencial fraciondria temos

d~ 9
2 | 4oel@)] + 2 ly(a)] =0
Utilizando a PROPRIEDADE 2.1, com m = 2, obtemos a sequinte equa-

¢ao algébrica, para F(s),

s"F(s) —y(0)s*~ 1 —¢/(0) s 2 +Kk*F(s) = 0

onde F(s) € a transformada de Laplace de y(x) com pardmetro s. Note
que, como jd haviamos mencionado, no caso em que |1 = 2, a expressao
destacada com x nada mais € que a expressao para a transformada de
Laplace da derivada de ordem dois.

Substituindo as condicoes iniciais, y(0) = A, relativa a um desloca-
mento inicial, y'(0) = B, associada a uma velocidade inicial, e resol-
vendo a equacao algébrica, temos sua solucao dada por

st sh2
+B .
s+ k s+ k
A fim de proceder com a inversdo da transformada, devemos utilizar

o plano complexo 4, 7| de onde seque para a solug¢ao do problema,
composto pela equacao diferencial e as condicoes iniciais

F(s)=A

(4) y(z) = AE,(ka") + B E,, o(—ka")
com E,(-) a funcdo de Mittag-Leffler e E, »(-) a funcao de Mittag-
Leffler com dois pardmetros. ¢

Como ja mencionamos, vamos fazer um comentario relativo a uma
possivel aplicagao num problema real. No caso em que pu = 2, recu-
peramos o resultado do oscilador harmonico livre e, por extensao de

4.
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linguagem, dizemos que a solucdo obtida, conforme Eq.(4), é a solugao
da equacao diferencial fracionaria descrevendo o movimento do oscila-
dor harmonico fracionario.

No caso em que acrescentamos um termo de derivada de ordem um,
resulta na equacao associada ao movimento do oscilador amortecido e
podemos obter uma relagao entre o coeficiente de amortecimento e o
parametro que indica a ordem da equagao diferencial fracionaria [7].

Ainda que nao esteja no intervalo, no particular caso em que p — 1,
ordem inteira, a equacao torna-se de ordem um, e podemos explicitar
a solucao em termos de fungoes exponencial e trigonométrica.

Se, por outro lado, tivéssemos considerado o intervalo 0 < p < 1,
poderiamos associar a um problema envolvendo o chamado decaimento
radioativo fracionério, visto que o caso inteiro do parametro u = 1,
descreve o movimento de um processo de decaimento.

Concluimos mencionando um estudo da equacao diferencial fracio-
néaria associado ao classico problema do telégrafo onde a solucao ¢ dada
em termos de uma fun¢io de Mittag-Leffler com trés parametros [15],
bem como o classico estudo envolvendo a funcao de Green fracionéria
[16].

6. CONCLUSOES

Apresentamos um simples estudo motivando o uso da funcido de
Mittag-Leffler, visando abordar problemas advindos do calculo fraci-
onario. Apos a introducao da funcao de Mittag-Leffier, hoje completa-
mente consolidada como uma funcao especial, apresentamos algumas
propriedades e estendemos essa fun¢ao para o caso com dois e trés pa-
rametros, a fim de obter as fun¢oes de Mittag-Leffler com dois e com
trés parametros, respectivamente, além de mencionar outras possibili-
dades para mais extensoes, seja quanto ao nimero de parametros, seja
quanto ao ntimero de variaveis ou ambos, tanto o niimero de parametros
quanto o numero de variaveis.

A partir da metodologia da transformada de Laplace, como apli-
cagoes, discutimos o calculo de uma série envolvendo uma funcao de
Mittag-Leffler e a resolucao de um problema de valor inicial, contendo
uma equacao diferencial ordinaria fracionéria e duas condicoes iniciais,
recuperando, como caso particular, o caso do oscilador harménico livre.

Hoje, como ja mencionado, o célculo fracionario estd completamente
consolidado e existem véarias frentes para serem abordadas, dentre elas
mencionamos aquelas no campo estritamente teérico, onde a chamada
derivada fracionaria ¢-Hilfer [61, 62| desempenha papel importante o
estudo da chamada derivada de Hilfer-Katugampola [47] onde a clas-
sica derivada de Caputo-Hadamard ¢ um caso particular e o estudo
da monotonicidade da chamada fun¢ao de Prabhakar, dada como o
produto de uma particular poténcia do argumento de uma funcgao de
Mittag-Leffler por uma fungao de Mittag-Leffler com trés parametros,

4.
7 rmu " sem

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




Funcao de Mittag-Leffler 20

por exemplo, associada ao estudo da relaxacdo anoémala [6], dentre ou-
tras.

Enfim, para aqueles interessados nas varias formas de se apresentar
um operador associado a uma derivada fracionéria sugerimos [57, 58| e
as referéncias ali contidas.
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