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SOBRE A CLÁSSICA FUNÇÃO DE MITTAG-LEFFLER

EDMUNDO CAPELAS DE OLIVEIRA

Resumo. Apresentamos e discutimos a clássica função de Mittag-
Le�er como sendo uma possível generalização da função exponen-
cial. Mencionamos algumas de suas possíveis generalizações, seja
com o aumento do número de parâmetros, seja aumentando o nú-
mero de variáveis ou ainda com o aumento de ambos, parâmetros
e variáveis. Justi�camos a sua importância junto ao cálculo de
ordem não inteira e, como simples aplicações, efetuamos o cálculo
de uma surpreendente soma e resolvemos uma equação diferencial
fracionária.

1. Introdução

Em �ns do Século XIX duas questões da Análise Matemática propi-
ciaram estudos que mais tarde viriam a desempenhar papel central em
vários campos da ciência: as integrais de Mellin-Barnes, introduzidas
por Pincherle [48], em 1888, tendo sido suas propriedades estudadas
por Mellin [34], enquanto Barnes [2] utilizou-as no estudo da função
hipergeométrica; e a continuação analítica de funções holomorfas de
uma variável complexa [35]. Neste trabalho, vamos nos concentrar na
segunda questão, o procedimento da continuação analítica de séries de
potência fora de seu disco de convergência, estudado por Mittag-Le�er
(1846 � Gösta Magnus Mittag-Le�er � 1927) [35, 36, 37, 38, 39, 41]
que propôs uma função, dependendo de um parâmetro complexo com
parte real positiva, no integrando da chamada integral de Laplace-Abel
[23].
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Entre os anos de 1902 e 1905, Mittag-Le�er introduziu uma função
[44], que hoje é conhecida como a clássica função de Mittag-Le�er, de-
notada por Eα(z) dependente de um parâmetro, através de uma série
de potências contendo uma função gama como sendo uma generali-
zação da função exponencial, e estudou várias de suas propriedades,
em particular, aquelas associadas às séries divergentes, em uma série
de artigos cientí�cos [40, 42, 43, 44, 45, 46]. É importante notar que
neste período outras funções, relacionadas com a questão estudada por
Mittag-Le�er, foram introduzidas, dentre elas mencionamos Le Roy
[29], Lindelöf [31], Malmquist [32] e Wiman [64], cada uma com a sua
particularidade [14]. Ainda mais, Hille & Tamarkin [25], em 1930,
como uma possível aplicação, apresentaram uma solução da equação
tipo Abel-Volterra em termos da função de Mittag-Le�er.
Entre as décadas de 1940 e 1970 foram publicados, do ponto de

vista estritamente matemático, vários trabalhos envolvendo séries de
potências estudadas do ponto de vista das variáveis complexas, como
funções inteiras, distribuição de zeros [3, 11, 12, 13, 19, 30, 51, 53, 59].
Ainda nos anos 1960, com a introdução da chamada função H de

Fox [18], �cou claro que a função de Mittag-Le�er pertencia a uma
classe mais geral de funções que não se encaixavam nas clássicas funções
especiais, em particular as funções hipergeométricas e hipergeométricas
con�uentes [5]. A função de Mittag-Le�er e suas correlatas, como as
mencionadas anteriormente, bem como as funções hipergeométricas e
hipergeométricas con�uentes, são casos particulares da funçãoH de Fox
[33]. É neste ponto que as integrais de Mellin-Barnes são importantes,
pois a função H de Fox é de�nida em termos de uma integral no plano
complexo cujo integrando contém um quociente de funções gama.
O interesse pela função de Mittag-Le�er foi renovado e ganhou im-

portância maior após a primeira conferência internacional sobre o cál-
culo fracionário, em 1974 [54], onde vários artigos ali apresentados,
envolvendo a função de Mittag-Le�er, colocaram uma ordem no que
hoje constitui-se um importante ramo da matemática, pois os estudos
de temas no cálculo fracionário ganharam popularidade e con�ança da
comunidade cientí�ca, e continua em franca ascensão, tanto na teoria
quanto nas inúmeras aplicações. Hoje, podemos dizer que a função de
Mittag-Le�er adquiriu o status de uma função especial e já conta com
livros e artigos dedicados exclusivamente ao seu estudo [22, 24, 52], bem
como ganhou uma entrada no 2000 Mathematics Subjects Classi�ca-

tion: 33E12�Mittag-Le�er functions and generalizations. Uma breve
introdução à função de Mittag-Le�er, em língua portuguesa, pode ser
encontrada em [17]. En�m, aos interessados em métodos numéricos
e/ou computacionais sugerimos [20, 21].
Assim como em todo campo de pesquisa, a generalização é sem-

pre um fato. Na década de 1950, a partir dos trabalhos de Humbert
[26], Agarwal [1] e Humbert & Agarwal [27], uma nova função do tipo
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Mittag-Le�er foi mencionada, agora com dois parâmetros e que con-
tém, como caso particular, a função de Mittag-Le�er e que, com os
estudos de Wiman [64], hoje é conhecida como uma função de Mittag-
Le�er com dois parâmetros, ainda que existam citações como função
de Wiman. Na década de 1970, uma função de Mittag-Le�er contendo
três parâmetros foi introduzida por Prabhakar [50] e que desempenha
um papel importante em campos de pesquisa, em particular na solução
de várias equações diferenciais fracionárias. E, claro, as generalizações
não pararam por aí, porém nosso intuito é discutirmos apenas a função
de Mittag-Le�er [7, 28, 55, 56].
Neste trabalho, na Seção 2, recuperamos vários resultados necessários

que serão importantes para a continuação do trabalho; na Seção 3,
apresentamos a função de Mittag-Le�er e as funções de Mittag-Le�er
com dois e três parâmetros, enquanto na Seção 4, mostramos algumas
propriedades das funções de Mittag-Le�er para, en�m, na Seção 5,
discutir duas aplicações envolvendo uma particular soma associada à
função de Mittag-Le�er com dois parâmetros bem como uma simples
equação diferencial fracionária cuja solução é uma função de Mittag-
Le�er. Concluímos apresentando as considerações �nais.

2. Preliminares

Ainda que este trabalho não pretenda ser um tratado sobre a função
de Mittag-Le�er, duas importantes propriedades merecem destaque.
A função de Mittag-Le�er é uma função inteira, analítica em todo o
plano complexo, o que neste texto, por exemplo, justi�ca passagens
ou demonstrações, e o conceito de função completamente monótona,
propriedade essa que desempenha papel fundamental em várias apli-
cações [6]. Então, apresentamos as de�nições para uma função in-
teira f(z) para, na próxima seção, particularizarmos para a função de
Mittag-Le�er. En�m, concluímos esta seção apresentando a de�nição
da derivada fracionária no sentido de Caputo, bem como a expressão
que fornece a transformada de Laplace dessa derivada [17], visando as
aplicações.

2.1. Função inteira. Começamos por introduzir o conceito de função
inteira. A �m de caracterizar uma função inteira, após o conceito de
razão de crescimento, apresentamos os conceitos de ordem e tipo, duas
medidas do crescimento no in�nito.

Definição 2.1. Função inteira. Seja z ∈ C. Uma função f : C→
C é chamada inteira se ela é analítica (C-diferenciável) em todo o plano

complexo, i.e., em todo o ponto z0 ∈ C existe o limite

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
∈ C·
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Ainda mais, é representada por uma série de potências convergente em

todo C

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k

sendo ak os coe�cientes da série de potências.

Antes de apresentar a condição para garantir que essa série de po-
tências converge, é importante mencionar o teorema de Liouville, bem
como uma extensão incluindo um ponto no in�nito, associado às fun-
ções transcendentais. O teorema de Liouville a�rma que toda função
inteira limitada é uma constante. Ainda mais, toda função que é inteira
no plano complexo estendido (plano complexo e o ponto no in�nito)
é constante. No caso de uma função inteira não constante, essa apre-
senta uma singularidade no in�nito, sendo uma singularidade polar
(um polo), no caso de um polinômio, ou uma singularidade essencial,
no caso de uma função inteira transcendente.

Teorema 2.1. Critério de convergência.

A condição necessária e su�ciente para que a soma de uma série
de potências represente uma função inteira é que os coe�cientes ak
satisfaçam a condição

lim
k→∞
|ak|

1
k = 0

isto é, o raio de convergência é in�nito. Diante desse resultado, con-
cluímos: toda série de potências satisfazendo essa condição representa
uma função inteira.
Antes de apresentar os conceitos de ordem e tipo, visto serem ca-

racterísticas importantes a respeito do comportamento de uma função
inteira, vamos de�nir razão de crescimento da função.

Definição 2.2. Razão de crescimento. Sejam z ∈ C e f(z) uma

função complexa. De�ne-se a razão de crescimento por

Mf (r) = max
|z|=r
|f(z)| ·

Passemos, agora, a de�nir os conceitos de ordem, denotada por ρ,
e tipo, denotado por σ, associados às funções inteiras, relativos ao
crescimento no in�nito. Por meio de um teorema, expressamos essas
medidas em termos dos coe�cientes da série de potências [30].

Definição 2.3. Ordem finita. Uma função inteira f é dita de ordem

�nita, se existem números c > 0 e r > 0 tais que

f(z) ≤ exp(|z|c)

para todo |z| < r. Se a função f é de ordem ρ, seu crescimento no

in�nito é exp(|z|ρ).
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Definição 2.4. Tipo. O tipo de uma função inteira é, também, uma

medida do crescimento no in�nito para funções de mesma ordem. Se a

função f é de ordem ρ e tipo σ seu crescimento no in�nito é exp(σ|z|ρ).
Teorema 2.2. Ordem e tipo. A ordem e o tipo de uma função

inteira são expressos em termos dos coe�cientes da série de potências,

an, através das expressões, respectivamente,

ρ = − lim
n→∞

(
n lnn

ln |an|

)
e (σeρ)

1
ρ = lim

n→∞

(
n

1
ρ |an|

1
n

)
Podemos dizer, então, baseados nas Definição 2.3 e Definição

2.4 que o tipo é uma medida mais re�nada, relativamente às funções
de mesma ordem. Por exemplo, sejam n ∈ N, a > 0 e a função f(z) =
exp(a zn) dizemos que essa função é de ordem ρ = n e tipo σ = a.

2.2. Funções monótonas. São várias as aplicações em que a meto-
dologia da transformada de Laplace desempenha papel fundamental.
Por outro lado, as funções completamente monótonas são importantes,
por exemplo, no estudo de modelos de viscoelasticidade. Existe uma
conexão entre as transformadas de Laplace de funções completamente
monótonas, isto é, as transformadas bilateriais de Laplace (Stieltjes) e
as chamadas funções de Bernstein [60].
Começamos introduzindo o conceito de medida �nita, relacionada

com a transformada de Laplace, para, depois, introduzir o conceito de
função completamente monótona.

Definição 2.5. Transformada de Laplace. A transformada de

Laplace de uma função f : [0,∞)→ [0,∞) ou uma medida µ em [0,∞)
é de�nida por

L (f, s) =

∫ ∞
0

e−stf(t) dt ou L (µ, s) =

∫
[0,∞)

e−st µ(dt)

desde que as integrais convirjam.

Proposição 2.1. Medida finita. Seja L (·) a transformada de La-

place. Uma medida µ em [0,∞) é �nita se, e somente se, L (µ, 0+) <
∞. A medida µ é unicamente determinada por sua transformada de

Laplace.

Medidas �nitas são unicamente determinadas em termos de suas
transformadas de Laplace. Diante disso, o conceito de função com-
pletamente monótona desempenha papel importante.

Definição 2.6. Função completamente monótona. Uma fun-

ção f : (0,∞)→ R é dita completamente monótona se possui derivadas

f (n)(x) de todas as ordens, n = 0, 1, 2, . . . e as derivadas alternando os

sinais,

(−1)nf (n)(x) ≥ 0

para todo x ∈ (0,∞).
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A equivalência da Definição 2.6 com a existência de uma represen-
tação da função f na forma de uma integral de Laplace-Stieltjes com
densidade não decrescente e medida dµ não negativa [63] é

f(x) =

∫ ∞
0

e−xtdµ(t)·

2.3. Derivada fracionária de Caputo. Existem várias maneiras de
de�nir uma derivada fracionária, dentre elas aquela de Caputo. Essa
derivada é dada como a integral fracionária de uma derivada de or-
dem inteira. Vamos de�nir essa derivada e apresentar a expressão que
fornece a sua transformada de Laplace. Para outras formulações da de-
rivada fracionária sugerimos o primeiro capítulo da referência [7] onde
é apresentada uma linha do tempo relativa ao cálculo fracionário, e
para a transformada de Laplace, ver [8, 10, 63].

Definição 2.7. Integral fracionária. Sejam α > 0, a ordem da

integral fracionária e f(t) uma função (bem comportada) com t ∈ R+.

De�nimos a integral fracionária, também conhecida como integral de

Riemann-Liouville, de ordem α, pela expressão

Jαf(t) :=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ) dτ

com t > 0 e α > 0. Ainda mais, de�nimos J0 := I sendo I o operador

identidade, J0f(t) = f(t).

Definição 2.8. Derivada fracionária de Caputo. Considere-

mos m − 1 < α ≤ m com m = 1, 2, 3, . . .. De�nimos o operador

derivada fracionária de Caputo, denotado por CDα, a partir da expres-

são
CDα := Jm−αDm

onde Jα é o operador integral fracionário e Dm o operador derivada de

ordem inteira.

Utilizando a Definição 2.7, podemos escrever

CDαf(t) :=


1

Γ(m− α)

∫ t

0

Dmf(τ)

(t− τ)α+1−m dτ , m− 1 < α < m ,

dm

dtm
f(t) , α = m ·

É importante notar que a derivada fracionária de Caputo de ordem
α requer a integrabilidade absoluta da derivada de ordem inteira, m.

Propriedade 2.1. Transformada de Laplace da derivada de

Caputo. Consideremos uma função f(t), bem comportada, com t ∈
R+ e s = σ + iτ com σ, τ ∈ R, o parâmetro da transformada. Ad-

mitamos que f(t)e−st → 0 e todas as derivadas f (i)e−st → 0 com
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i = 1, 2, 3, . . . quando t → ∞. A transformada de Laplace da deri-

vada fracionária de Caputo é dada por

L [CDαf(t)] = sαL [f(t)]−
m−1∑
k=0

f (k)(0+)sα−1−k

sendo α > 0 a ordem com m− 1 < α ≤ m.

Note que, se α = m = 1, 2, . . . obtemos exatamente a expressão que
fornece a transformada de Laplace da derivada de ordem inteira, m.

3. A clássica função de Mittag-Leffler

A clássica função de Mittag-Le�er, a partir de agora, apenas função
de Mittag-Le�er, contendo um parâmetro pode ser considerada como
a mais simples generalização não trivial da função exponencial. As-
sim como a função exponencial é solução de uma equação diferencial
ordinária com coe�cientes constantes, a função de Mittag-Le�er é solu-
ção de uma equação diferencial fracionária. Devido a sua importância
e abrangência na solução de várias equações diferenciais fracionárias,
Mainardi cunhou-a de a rainha das funções especiais do cálculo fracio-
nário [22]. Então, podemos a�rmar que a função de Mittag-Le�er está
para o cálculo fracionário assim como a função exponencial está para
o cálculo de ordem inteira [17].

Definição 3.1. Função de Mittag-Leffler. Sejam z ∈ C e α
um parâmetro complexo com Re(α) > 0. A função de Mittag-Le�er é

de�nida a partir da série de potências

(1) Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)

onde Γ(·) é uma função gama, também chamada de função de Euler de

segunda espécie [5].

Vale a pena mencionar que vários autores optam por de�nir a função
de Mittag-Le�er considerando a mudança z → zα e com as mesmas
restrições impostas na Definição 3.1, pois em ambos os casos, para
α = 1, recuperamos a função exponencial.
A �m de discutir a convergência da série, podemos utilizar o teste da

razão e um resultado envolvendo o quociente de duas funções gama [18]
e que nos leva a concluir que a série converge em todo o plano complexo
com a condição Re(α) > 0. Para os demais casos Re(α) < 0 (a série
diverge) e Re(α) = 0 e |z| < 1 obtemos a soma geométrica. Daqui
para a frente, vamos nos concentrar apenas no caso em que Re(α) > 0,
pois a função de Mittag-Le�er é uma função inteira, admite derivadas
de todas as ordens. Ainda mais, quando o parâmetro é α = 1, vale a



Função de Mittag-Le�er 10

relação Γ(k + 1) = k! de onde segue

E1(z) =
∞∑
k=0

zk

k!

que é exatamente a função exponencial E1(z) = ez e, portanto, é na-
tural interpretar a função de Mittag-Le�er como uma possível genera-
lização da função exponencial. Ainda mais, considerando o parâmetro
α = 2 na Eq.(1), obtemos uma representação em série para o cosseno
hiperbólico,

E2(z
2) =

∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1)
=
∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh z·

Diante dessas duas últimas expressões, no intervalo 1 ≤ α ≤ 2, a fun-
ção de Mittag-Le�er interpola as funções exponencial e cosseno hiper-
bólico. Com a substituição z2 → −z2, obtemos uma expressão similar
para a função cosseno trigonométrico. Por outro lado, não podemos ex-
pressar a função seno hiperbólico (trigonométrico) em termos de uma
função de Mittag-Le�er o que só se torna possível com a introdução
da função de Mittag-Le�er com dois parâmetros.
Antes de passarmos à função de Mittag-Le�er com dois parâmetros,

vamos mostrar que a função de Mittag-Le�er é uma função inteira de
ordem ρ = 1

α
e tipo σ = 1, bem como mencionar que essa função é

completamente monótona no eixo real negativo.

Proposição 3.1. Função de Mittag-Leffler. A função de Mittag-

Le�er, como apresentada na Definição 3.1, é uma função inteira,

de ordem ρ = 1
α
e tipo σ = 1.

Prova 3.1. A �m de mostrar que a função de Mittag-Le�er é uma

função inteira, primeiramente identi�camos os coe�cientes da expansão

em série de potências an = 1/Γ(αn+ 1) com α > 0. Utilizando o

Teorema 2.1, devemos calcular o limite

lim
n→∞

∣∣∣∣ 1

Γ(αn+ 1)

∣∣∣∣ 1n ·
Primeiramente, a partir da fórmula assintótica de Stirling,

Γ(αn+ 1) =
√

2π(αn)αn+
1
2 e−αn[1 +O(1)], n→∞

podemos escrever para o limite

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 1
√

2π(αn)αn+
1
2 e−αn

∣∣∣∣∣
1
n

= lim
n→∞

∣∣∣∣∣ eα
√

2π(αn)α+
1
2n

∣∣∣∣∣→ 0 ·

Então, visto que o limite é zero, a função é inteira. Agora, para mos-

trarmos que a ordem da função de Mittag-Le�er é dada por ρ = 1
α
,
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usamos o Teorema 2.2, a �m de calcular o limite

ρ = lim
n→∞

(
n lnn

ln |Γ(αn+ 1)|

)
·

Vamos utilizar, para α > 0, mais uma vez a fórmula assintótica de

Stirling de onde segue o limite

ρ = lim
n→∞

[
n lnn

ln
√

2παn+ αn(lnαn− ln e)

]
que, utilizando a regra de l'Hôpital, fornece

ρ =
1

α

que é o resultado desejado, isto é, a função de Mittag-Le�er é uma

função inteira e de ordem ρ = 1
α
. Para mostrar que a função de Mittag-

Le�er é do tipo σ = 1 novamente utilizamos o Teorema 2.2, logo

devemos calcular o limite, já com ρ = 1
α
,(

σe
1

α

)α
= lim

n→∞

(
nα

1

[Γ(αn+ 1)]
1
n

)
·

Utilizando a fórmula assintótica de Stirling e rearranjando, podemos

escrever

σα = lim
n→∞

(
1

n

) 1
2n

= lim
x→0

(xx)
1
2 ·

Para calcular esse limite, utilizamos propriedades do logaritmo, de onde

segue σ = 1, isto é, a função de Mittag-Le�er é uma função inteira,

de ordem ρ = 1
α
e tipo σ = 1. �

Proposição 3.2. Completamente monótona. A função de Mittag-

Le�er, Eα(−x), conforme Definição 3.1, com o parâmetro α, tal que
0 < α ≤ 1 é completamente monótona para x > 0.

Prova 3.2. Ver Pollard [49]. �

Definição 3.2. Função de Mittag-Leffler com dois parâme-

tros. Sejam z ∈ C e α e β dois parâmetros complexos com Re(α) > 0.
A função de Mittag-Le�er com dois parâmetros é de�nida a partir da

série de potências

(2) Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)

onde Γ(·) é uma função gama.

Em analogia ao anterior, a função de Mittag-Le�er com dois parâ-
metros generaliza a função de Mittag-Le�er, pois para o parâmetro
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β = 1 podemos escrever

Eα,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
= Eα(z)

que é exatamente a função de Mittag-Le�er.
Como já mencionado, podemos expressar o seno hiperbólico (trigo-

nométrico, com a mudança z2 → −z2) em termos da função de Mittag-
Le�er com dois parâmetros,

zE2,2(z
2) = z

∞∑
k=0

zk

Γ(2k + 2)
=
∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
= senh z ·

Como a função de Mittag-Le�er é um caso particular da função de
Mittag-Le�er com dois parâmetros, podemos a�rmar que tanto o cos-
seno quanto o seno hiperbólicos (trigonométricos, com a mudança z2 →
−z2) podem ser expressos em termos de uma função de Mittag-Le�er
com dois parâmetros. Apenas para mencionar, também podemos de�-
nir os chamados seno e cosseno fracionários, em termos de funções de
Mittag-Le�er com dois parâmetros [17].

Definição 3.3. Função de Mittag-Leffler com três parâ-

metros. Sejam z ∈ C e α, β e γ três parâmetros complexos com

Re(α) > 0. A função de Mittag-Le�er com três parâmetros é de�nida

a partir da série de potências

(3) Eγ
α,β(z) =

∞∑
k=0

(γ)k
Γ(αk + β)

zk

k!

onde Γ(·) é uma função gama e (γ)k o símbolo de Pochhammer [17].

Em analogia ao anterior, a função de Mittag-Le�er com três parâ-
metros generaliza a função de Mittag-Le�er com dois parâmetros, pois
para o parâmetro γ = 1 podemos escrever

E1
α,β(z) =

∞∑
k=0

(1)k
Γ(αk + β)

zk

k!
=
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
= Eα,β(z)

que é exatamente a função de Mittag-Le�er com dois parâmetros.
A �m de concluir a seção vamos enunciar uma propriedade formal

entre a função de Mittag-Le�er com três parâmetros com a derivada
de ordem n, n ∈ N, da função de Mittag-Le�er com dois parâmetros
e, com isso, justi�car a preferência de se trabalhar com a função de
Mittag-Le�er com três parâmetros, em vez de com a derivada da função
de Mittag-Le�er com dois parâmetros [17].

Proposição 3.3. Relação entre funções de Mittag-Leffler.

Sejam n = 0, 1, 2, . . ., α, β e γ três parâmetros complexos com Re(α) >
0. Consideremos Eα,β(·) e Eγ

α,β(·), respectivamente, as funções de
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Mittag-Le�er com dois e três parâmetros, e a notação para a derivada

de ordem n dada por E
(n)
α,β(z) =

∂n

∂zn
Eα,β(z). Vale a relação

E
(n)
α,β(z) = n!Ek+1

α,β+αk(z) ·

Prova 3.3. Ver [17]. �

En�m, vale a pena enfatizar que, como já mencionado, existem ou-
tras possibilidades para generalizações, seja quanto ao número de pa-
râmetros, como �zemos com dois e três parâmetros, seja quanto ao
aumento do número de variáveis [7, 28, 55, 56].

4. Propriedades das funções de Mittag-Leffler

Nesta seção, vamos nos concentrar no estudo das mais simples pro-
priedades da função de Mittag-Le�er, ainda que existam muitas outras
[17, 22]. Em particular, mostramos uma relação com a derivada de or-
dem n, com n = 0, 1, 2, . . . e uma relação de recorrência envolvendo as
funções de Mittag-Le�er clássica e com dois parâmetros.

Propriedade 4.1. Derivada de ordem n. Sejam z ∈ C e n =
0, 1, 2, . . . Vale a relação(

d

dz

)n
En(zn) = En(zn) ·

Prova 4.1. Vamos, partindo do primeiro membro, calcular a derivada

de ordem n da função de Mittag-Le�er, escrita em termos de uma

série de potências,(
d

dz

)n
En(zn) =

(
d

dz

)n ∞∑
k=0

znk

Γ(nk + 1)
·

Visto que a série é convergente, podemos comutar a derivada com a

série, logo (
d

dz

)n
En(zn) =

∞∑
k=0

1

Γ(nk + 1)

(
d

dz

)n
znk ·

Utilizando a expressão para a derivada de ordem n de uma potência de

ordem nk, obtemos(
d

dz

)n
En(zn) =

∞∑
k=1

1

Γ(nk + 1)

(nk)!

(nk − n)!
znk−n

onde alteramos o índice de soma, pois 1/Γ(−k) → 0. A partir da

relação entre o fatorial e a função gama, a expressão anterior permite

escrever (
d

dz

)n
En(zn) =

∞∑
k=1

1

Γ(nk + 1)

Γ(nk + 1)

Γ(nk − n+ 1)
znk−n ·
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Simpli�cando a expressão anterior e mudando o índice de soma k →
k + 1 obtemos(

d

dz

)n
En(zn) =

∞∑
k=0

1

Γ(nk + 1)
znk = En(zn)

que é exatamente o resultado desejado. �

Propriedade 4.2. Fórmula de duplicação. Sejam z ∈ C e α um

parâmetro complexo com Re(α) > 0. A fórmula de duplicação é dada

pela expressão

Eα(z) + Eα(−z) = 2E2α(z2) ·

Prova 4.2. Vamos expressar o primeiro membro em termos das res-

pectivas séries de potências

Eα(z) + Eα(−z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
+
∞∑
k=0

(−z)k

Γ(αk + 1)

que, rearranjando num único somatório, permite escrever

Eα(z) + Eα(−z) =
∞∑
k=0

zk + (−z)k

Γ(αk + 1)
·

Visto que para k um número ímpar a soma é sempre zero, podemos mu-

dar o índice de soma somente para os números pares, logo introduzimos

k → 2k, de onde podemos escrever

Eα(z) + Eα(−z) = 2
∞∑
k=0

z2k

Γ(2αk + 1)

que, voltando com a função de Mittag-Le�er, fornece

Eα(z) + Eα(−z) = 2E2α(z2)

que é exatamente o resultado desejado. �

Propriedade 4.3. Relação de recorrência. Sejam z ∈ C e

α e β dois parâmetros complexos com Re(α) > 0. Vale a relação de

recorrência envolvendo a derivada primeira da função de Mittag-Le�er

com dois parâmetros

d

dz
Eα,β(z) =

(
z

d

dz
+ 1

)
Eα,α+β(z) ·

Prova 4.3. Começamos com a de�nição da função de Mittag-Le�er

com dois parâmetros escrita em termos de uma série de potências,

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
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cuja derivada primeira permite escrever para o primeiro membro, já

alterando o índice de soma

IM =
d

dz

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
=
∞∑
k=0

(k + 1)zk

Γ(αk + α + β)
·

Separando em duas somas e escrevendo a segunda delas em termos da

função de Mittag-Le�er com dois parâmetros, obtemos

IM =
∞∑
k=0

k zk

Γ(αk + α + β)
+ Eα,α+β(z) ·

Podemos escrever para a soma remanescente, em termos da derivada,

a expressão

IM = z
d

dz

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + α + β)
+ Eα,α+β(z)

de onde segue, já escrevendo em termos da função de Mittag-Le�er

com dois parâmetros, a seguinte relação

IM = z
d

dz
Eα,α+β(z) + Eα,α+β(z)

ou ainda, na conveniente forma

IM =

(
z

d

dz
+ 1

)
Eα,α+β(z)

que é exatamente o segundo membro. �

Propriedade 4.4. Relação com a função hipergeométrica

confluente. Sejam z ∈ C e β um parâmetro complexo com β 6=
0,−1,−2, . . .. A relação entre uma particular função de Mittag-Le�er,

E1,β(z), e a função hipergeométrica con�uente, denotada por 1F1(a; c; z),
com a e c parâmetros complexos, é dada pela relação [17]

Γ(β)E1,β(z) = 1F1(1; β; z) ·

Prova 4.4. Introduzindo o parâmetro α = 1 na expressão em série

para a função de Mittag-Le�er com dois parâmetros, podemos escrever

para o primeiro membro

IM = Γ(β)E1,β(z) = Γ(β)
∞∑
k=0

zk

Γ(k + β)
·

Da de�nição do símbolo de Pochhammer, o segundo membro da prece-

dente pode ser escrito na forma

IM = Γ(β)E1,β(z) = Γ(β)
∞∑
k=0

(1)k
(β)k

zk

k!
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que, identi�cando com a expressão em série para a função hipergeomé-

trica con�uente

1F1(a; c; z) =
∞∑
k=0

(a)k
(c)k

zk

k!

fornece a seguinte relação

IM = 1F1(1; β; z)

de onde segue a relação entre a função de Mittag-Le�er com dois pa-

râmetros e a função hipergeométrica con�uente,

Γ(β)E1,β(z) = 1F1(1; β; z)

que é o resultado desejado. �

Existem muitas outras relações, além dessas, em particular as repre-
sentações integrais e o estudo das funções nos extremos, as chamadas
expressões assintóticas, distribuição de zeros e relações com outras fun-
ções especiais, por exemplo, mostrar que a função de Mittag-Le�er é
um caso particular de uma função H de Fox, porém isso foge do escopo
desta introdução [22].
Passemos a estudar duas aplicações envolvendo as funções de Mittag-

Le�er admitindo, a partir de agora, z = x ∈ R, isto é, a função é tal
que o seu argumento é uma variável real.

5. Aplicações

Como aplicações das funções de Mittag-Le�er, vamos discutir o cál-
culo de uma surpreendente soma envolvendo a função de Mittag-Le�er
com dois parâmetros [9] e uma equação diferencial fracionária com co-
e�cientes constantes, ambas fazendo uso da metodologia da transfor-
mada de Laplace, isto é, transformamos o problema de partida, equação
diferencial e condições iniciais e, a �m de recuperarmos a sua solução,
utilizamos a respectiva transformada de Laplace inversa.

Aplicação 5.1. Soma de funções de Mittag-Leffler com dois

parâmetros. Sejam x ∈ R e n ∈ N. Mostre que a soma

n∑
k=1

xk−1En,k(x
n)

é independente de n.

Resolução 5.1. Introduzimos a notação IM =
n∑
k=1

xk−1En,k(x
n). To-

mando a transformada de Laplace de ambos os membros, temos

L [IM] = L

{
n∑
k=1

xk−1En,k(x
n)

}
·



17 E. Capelas de Oliveira

Utilizando a representação em série para a função de Mittag-Le�er e

rearranjando obtemos

L [IM] =
n∑
k=1

∞∑
`=0

1

Γ(n`+ k)

∫ ∞
0

xn`+k−1e−sx dx·

Efetuando a mudança de variável sx = t, considerando a de�nição da

função gama e simpli�cando podemos escrever

L [IM] =
n∑
k=1

1

sk

∞∑
`=0

(
1

sn

)`
·

O segundo somatório, em `, é a soma dos in�nitos termos de uma

progressão geométrica de primeiro termo unitário e razão s−n, enquanto
o somatório em k é a soma dos n primeiros termos de uma progressão

geométrica de primeiro termo e razão iguais a s−1, logo

L [IM] =
1

s− 1
·

Tomando a transformada de Laplace inversa de ambos os membros

podemos escrever

IM = L

[
1

s− 1

]
= ex

ou ainda, da seguinte forma

n∑
k=1

xk−1En,k(x
n) = ex

que é o resultado desejado. �

En�m, admitamos que a equação diferencial fracionária é uma ex-
tensão natural da equação diferencial ordinária, tendo em mente a mu-
dança que �zemos quando introduzimos a função de Mittag-Le�er,
apresentando-a como uma generalização da função exponencial, ou seja,
no lugar do fatorial na série de potências, temos uma função gama.
Com isso queremos dizer que, formalmente, basta substituir no lugar
da ordem inteira da derivada na equação diferencial uma ordem arbi-
trária e, ao �nal, o resultado conhecido deve ser recuperado.

Aplicação 5.2. Equação diferencial de ordem µ com 1 < µ ≤
2. Sejam y(x) uma função contínua, y(0) = A e y′(0) = B duas

constantes positivas e µ um parâmetro tal que 1 < µ ≤ 2. Resolver a

equação diferencial fracionária de ordem µ

dµ

dxµ
y(x) + k2 y(x) = 0

sendo k2 > 0 uma constante e a derivada sendo considerada no sentido

de Caputo, conforme Definição 2.8.
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Ainda que não tenhamos mencionado, esta equação diferencial ordi-
nária no caso em que µ = 2 é a equação diferencial associada ao mo-
vimento harmônico simples, com solução dada em termos de funções
trigonométricas, senos e cossenos, e dependendo das condições iniciais,
podemos obter uma particular solução satisfazendo o problema de va-
lor inicial. Ora, parece natural a extensão, considerando a ordem µ,
não inteira, a �m de que tenhamos uma equação diferencial fracioná-
ria. Note que excluímos o outro extremo, pois apenas um dos extremos
deve ser considerado para recuperar o caso inteiro. Claro, poderíamos
ter considerado apenas o outro extremo, excluindo o lado direito do
intervalo, porém não teríamos, no caso limite, uma equação diferencial
de ordem dois, representando um movimento ondulatório. Ao �nal da
resolução vamos mencionar o caso µ = 1.

Resolução 5.2. A �m de resolver essa equação diferencial fracioná-

ria, vamos utilizar a metodologia da transformada de Laplace. Então,

tomando a transformada de Laplace de ambos os membros da equação

diferencial fracionária temos

L

[
dµ

dxµ
y(x)

]
+ k2L [y(x)] = 0 ·

Utilizando a Propriedade 2.1, com m = 2, obtemos a seguinte equa-

ção algébrica, para F (s),

sµF (s)− y(0) sµ−1 − y′(0) sµ−2︸ ︷︷ ︸
∗

+k2F (s) = 0

onde F (s) é a transformada de Laplace de y(x) com parâmetro s. Note
que, como já havíamos mencionado, no caso em que µ = 2, a expressão

destacada com ∗ nada mais é que a expressão para a transformada de

Laplace da derivada de ordem dois.

Substituindo as condições iniciais, y(0) = A, relativa a um desloca-

mento inicial, y′(0) = B, associada a uma velocidade inicial, e resol-

vendo a equação algébrica, temos sua solução dada por

F (s) = A
sµ−1

sµ + k
+B

sµ−2

sµ + k
·

A �m de proceder com a inversão da transformada, devemos utilizar

o plano complexo [4, 7] de onde segue para a solução do problema,

composto pela equação diferencial e as condições iniciais

(4) y(x) = AEµ(kxµ) +BEµ,2(−kxµ)

com Eµ(·) a função de Mittag-Le�er e Eµ,2(·) a função de Mittag-

Le�er com dois parâmetros. �

Como já mencionamos, vamos fazer um comentário relativo a uma
possível aplicação num problema real. No caso em que µ = 2, recu-
peramos o resultado do oscilador harmônico livre e, por extensão de
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linguagem, dizemos que a solução obtida, conforme Eq.(4), é a solução
da equação diferencial fracionária descrevendo o movimento do oscila-
dor harmônico fracionário.
No caso em que acrescentamos um termo de derivada de ordem um,

resulta na equação associada ao movimento do oscilador amortecido e
podemos obter uma relação entre o coe�ciente de amortecimento e o
parâmetro que indica a ordem da equação diferencial fracionária [7].
Ainda que não esteja no intervalo, no particular caso em que µ→ 1,

ordem inteira, a equação torna-se de ordem um, e podemos explicitar
a solução em termos de funções exponencial e trigonométrica.
Se, por outro lado, tivéssemos considerado o intervalo 0 < µ ≤ 1,

poderíamos associar a um problema envolvendo o chamado decaimento
radioativo fracionário, visto que o caso inteiro do parâmetro µ = 1,
descreve o movimento de um processo de decaimento.
Concluímos mencionando um estudo da equação diferencial fracio-

nária associado ao clássico problema do telégrafo onde a solução é dada
em termos de uma função de Mittag-Le�er com três parâmetros [15],
bem como o clássico estudo envolvendo a função de Green fracionária
[16].

6. Conclusões

Apresentamos um simples estudo motivando o uso da função de
Mittag-Le�er, visando abordar problemas advindos do cálculo fraci-
onário. Após a introdução da função de Mittag-Le�er, hoje completa-
mente consolidada como uma função especial, apresentamos algumas
propriedades e estendemos essa função para o caso com dois e três pa-
râmetros, a �m de obter as funções de Mittag-Le�er com dois e com
três parâmetros, respectivamente, além de mencionar outras possibili-
dades para mais extensões, seja quanto ao número de parâmetros, seja
quanto ao número de variáveis ou ambos, tanto o número de parâmetros
quanto o número de variáveis.
A partir da metodologia da transformada de Laplace, como apli-

cações, discutimos o cálculo de uma série envolvendo uma função de
Mittag-Le�er e a resolução de um problema de valor inicial, contendo
uma equação diferencial ordinária fracionária e duas condições iniciais,
recuperando, como caso particular, o caso do oscilador harmônico livre.
Hoje, como já mencionado, o cálculo fracionário está completamente

consolidado e existem várias frentes para serem abordadas, dentre elas
mencionamos aquelas no campo estritamente teórico, onde a chamada
derivada fracionária ψ-Hilfer [61, 62] desempenha papel importante o
estudo da chamada derivada de Hilfer-Katugampola [47] onde a clás-
sica derivada de Caputo-Hadamard é um caso particular e o estudo
da monotonicidade da chamada função de Prabhakar, dada como o
produto de uma particular potência do argumento de uma função de
Mittag-Le�er por uma função de Mittag-Le�er com três parâmetros,
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por exemplo, associada ao estudo da relaxação anômala [6], dentre ou-
tras.
En�m, para aqueles interessados nas várias formas de se apresentar

um operador associado a uma derivada fracionária sugerimos [57, 58] e
as referências ali contidas.
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