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Resumo

MAUAD, R. B. Analise da série do indice de Depésito Interfinanceiro: mode-
lagem da volatilidade e apregcamento de suas opgoes. 2013. 85 p. Dissertagao
(Mestrado) - Faculdade de Economia, Administragao e Contabilidade de Ribeirao Preto,
Universidade de Sao Paulo, Ribeirao Preto, 2013.

Modelos bastante utilizados atualmente no aprecamento de derivativos de taxas de juros
realizam, muitas vezes, premissas excessivamente restritivas com relagao a volatilidade da
série do ativo objeto. O método de Black and Scholes e o de Vasicek, por exemplo, con-
sideram a variancia da série como constante no tempo e entre as diferentes maturidades,
suposicao que pode nao ser a mais adequada para todos os casos. Assim, entre as técni-
cas alternativas de modelagem da volatilidade que vém sendo estudadas, destacam-se as
regressoes por kernel. Discutimos neste trabalho a modelagem nao paramétrica por meio
da referida técnica e posterior aprecamento das opgoes em um modelo HJM Gaussiano.
Analisamos diferentes especificagbes possiveis para a estimacao nao paramétrica da fungao
de volatilidade através de simulacoes de Monte Carlo para o aprecamento de opgoes sobre
titulos zero cupom, e realizamos um estudo empirico utilizando a metodologia proposta
para o aprecamento de opgoes sobre IDI no mercado brasileiro. Um dos principais re-
sultados encontrados é o bom ajuste da metodologia proposta no aprecamento de opcoes

sobre titulos zero cupom.

Palavras Chave: 1. Aprecamento de opgoes 2. Modelo HIM Gaussiano 3. Regressao

nao paramétrica



Abstract

MAUAD, R. B. Analysis of Brazilian Interbank Deposit Index series: volatility
modeling and option pricing. 2013. 85 p. Dissertation (Master Degree). Graduate

School of Economics, Business and Accounting, University of Sdo Paulo, Ribeirao Preto,
2013.

Many models which have been recently used for derivatives pricing make restrictive as-
sumptions about the volatility of the underlying object. Black-Scholes and Vasicek mo-
dels, for instance, consider the volatility of the series as constant throughout time and
maturity, an assumption that might not be the most appropriate for all cases. In this con-
text, kernel regressions are important technics which have been researched recently. We
discuss in this framework nonparametric modeling using the aforementioned technic and
posterior option pricing using a Gaussian HJM model. We analyze different specifications
for the nonparametric estimation of the volatility function using Monte Carlo simulations
for the pricing of options on zero coupon bonds and conduct an empirical study using the
proposed methodology for the pricing of options on the Interbank Deposit Index (IDI) in
the Brazilian market. One of our main results is the good adjustment of the proposed

methodology on the pricing of options on zero coupon bonds.

Key words: 1. Option pricing 2. Gaussian HJM model 3. Nonparametric regression
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1 Introducao

Um problema fundamental nos procedimentos de aprecamento de ativos é a deter-
minagao do modelo tedrico para o processo gerador de dados que seja mais adequado
para a obtencao dos precos corretos dos derivativos. A escolha do modelo utilizado no
procedimento de precificagao depende fundamentalmente de duas escolhas. O primeiro
fator relevante na escolha do modelo adequado é a consisténcia deste modelo com a dina-
mica observada para o ativo objeto, e que pode ser sumarizado por meio do ajuste deste
modelo com os dados observados do ativo objeto ou entao para os pregos de derivativos
observados no mercado. O segundo ponto fundamental é a complexidade analitica do
modelo. Este aspecto esta relacionado a facilidade de se obter férmulas analiticas para
a precificacao dos derivativos desejados e procedimentos para a calibracao ou estimagcao

dos parametros relevantes neste modelo.

Em geral essas duas escolhas sao conflitantes - modelos mais realistas para a dindmica
histérica do ativo objeto em geral estao associados & auséncia de formulas analiticas
para a precificacao de opgoes, ou entao levam a necessidade do uso de aproximacoes
numéricas ou o uso de métodos de Monte Carlo para a o calculo de precos de derivativos.
Este trade-off entre um ajuste adequado para o ativo de referéncia e a complexidade
analitica e computacional do calculo de precos de derivativos é especialmente relevante no
aprecamento de opgoes sobre taxas de juros. Nesse caso, o ativo de referéncia, a estrutura
a termo de taxas de juros, ¢ um objeto multidimensional, e sua dindmica temporal é
bastante complexa. A evolug¢ao observada nos modelos propostos para a taxa de juros

ilustra bem os dilemas entre complexidade na modelagem e ajuste adequado.

Os primeiros modelos para a taxa de juros apresentados na literatura sao principal-
mente o de Vasicek e o de Cox-Ingersoll-Ross. Esses sao bons instrumentos para modelar
as taxas de juros de curto prazo, mas para aproximar a dinamica de precgos de derivativos,
por exemplo, ha outros estudos mais recentes que normalmente apresentam desempenhos
superiores. Esses dois modelos sao apresentados com mais detalhes na secao de metodolo-

gia desse trabalho e constatamos que, enquanto o modelo Vasicek apresenta um processo
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de taxa de juros que retorna para uma média de longo prazo, o Cox-Ingersoll-Ross possui
um processo que nao permite taxas de juros negativas. Nesse contexto, surge uma opor-
tunidade de aplicar outro modelo ao aprecamento de opgoes sobre o indice de Depdsito

Interfinanceiro: o modelo Heath, Jarrow and Morton (HJM).

Na realidade, de acordo com Barbachan e Ornelas (2003), o trabalho de HJM embasa
uma classe de modelos, que se pautam basicamente no aprecamento por auséncia de
arbitragem. A ideia do modelo é partir de uma equacao diferencial estocéstica nao para
a taxa de juros de curto prazo, mas para os precos de um titulo pré-fixado. Assim, torna-
se necessario especificar as volatilidades de todas as taxas a termo instantaneas para o
futuro, ou seja, definir a estrutura a termo da volatilidade. Em casos mais gerais do
modelo HJM, o processo da taxa de juros em geral é nao Markoviano, ou seja, o valor da
taxa em dado momento nao depende apenas de seu valor em um momento imediatamente
anterior, mas sim de sua trajetoria desde o inicio. Contudo, alguns casos particulares
do modelo em questao podem ser gerados de modo que o processo da taxa de juros seja

Markoviano. Esse é o caso dos modelos de Ho-Lee, Hull-White e Black, Derman e Toy

(BDT).

Vale lembrar que esses trés modelos sao anteriores ao estudo de HJM, sendo que esse
ultimo realizou uma generalizagao de alguns estudos pré-existentes. No presente trabalho,
fazemos uso do modelo HJM com caracteristicas do estudo de Hull-White, em que as
taxas de juros de curto prazo seguem uma distribui¢do normal (o modelo é gaussiano).
De acordo com Gluckstern (2001), para o aprecamento de opgoes sobre o IDI, o modelo
Hull-White apresenta um desempenho melhor que o modelo Black-Karasinski que, por
sua vez, nao permite taxas de juros negativas (por assumir um processo lognormal para

essa variavel).

O calculo do preco de instrumentos derivativos, por sua vez, exige um trabalho de
analise sobre a série do ativo objeto. Assim, é importante estudar possiveis tendéncias,
comportamento da volatilidade, entre outros aspectos da série, dependendo do ativo a ser
estudado. Especificamente, o valor das op¢oes, quando estudadas na auséncia de condic¢oes
de arbitragem pelo modelo HJM, depende inteiramente das oscilacoes do ativo objeto.
Assim, a especificagdo da chamada funcao de volatilidade, que captura a volatilidade do
processo estocastico Browniano associado a cada curva forward, ja é suficiente para o
aprecamento do derivativo. A ideia desse resultado é que a dindmica do drift, que é o
deslocamento da variavel dada uma variagao no tempo, ja é controlada pela auséncia de

condigoes de arbitragem que o modelo impoe. Assim, nessa classe de modelos, a curva de
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juros é completamente caracterizada pela funcao de volatilidade e uma curva inicial de

juros.

Dessa forma, desenvolvemos nesse trabalho basicamente a aplicacao de um processo
gerador de dados para pregos de titulos zero cupom (por meio do modelo Vasicek com
dois fatores), a estimagao da fungao de volatilidade dessa série por meio de regressoes de
kernel (nao paramétricas) e a utilizacao dessas fungoes de volatilidade como input para
o aprecamento das opgoes utilizando a férmula de Black generalizada. As referidas simu-
lacoes de Monte Carlo sao utilizadas no processo gerador de dados dos pregos dos titulos
zero cupom, e as regressoes de kernel utilizadas para estimar a funcao de volatilidade sao
expressas em cinco diferentes especificagoes, que sao comparadas entre si. O procedimento
de precificacao ¢é feito por meio do modelo HJM Gaussiano, que é uma das especificagoes
que o estudo de Heath-Jarrow-Morton permite. Assim, a distribuicao das taxas de juros

a termo é considerada normal.

Na parte empirica do trabalho utilizamos as mesmas especificagoes das regressoes de
kernel para estimar a funcao de volatilidade da série dos contratos DI do mercado brasi-
leiro, de modo a precificar opgoes sobre o IDI. Os principais resultados que encontramos é
que o modelo proposto apresenta um bom ajuste para encontrar o preco de opgoes sobre
titulos zero cupom, e uma aproximacao boa para os precos de mercado das opcoes sobre

o IDI em alguns casos.

Com relagao as especificagdes consideradas, conforme Musiela e Marek (2005), o mo-
delo HIM Gaussiano considera que, em qualquer modelo de estrutura a termo, a vo-
latilidade de qualquer ativo objeto seja determinista, ou seja, ela nao sera afetada por
choques aleatérios. Uma das principais vantagens do modelo HJM Gaussiano, de acordo
com Brace e Musiela (1994), é o célculo confiavel do prego de derivativos at-the-money
por meio de formulas que podem ser derivadas matematicamente e programadas de forma
razoavelmente simples. Portanto, no caso deste trabalho, a volatilidade do IDI ser& con-
siderada determinista para fins de simplificacao, lembrando que essa nao é uma condi¢ao
necessaria para obter uma solucao de forma fechada para o preco de uma determinada

0pGao.

O modelo nao paramétrico que utilizamos para estimar a volatilidade do IDI no Brasil,
conforme mencionado, é o método de kernel multifatorial. A motivagao em realizar um
modelo multifatorial é a busca por mais informagcoes, no sentido de explicar de forma
mais acurada o efeito dos determinantes da volatilidade da taxa de juros sobre a variavel

dependente. J& a vantagem do modelo nao paramétrico é evitar ma especificagao na
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estrutura da volatilidade da taxa de juros em questao, devido & robustez deste método a
problemas de especificagao de uma estrutura paramétrica para a funcao de volatilidade,

conforme exposto em Ait-Sahalia (1996).

Com relagao aos dados utilizados, estes foram obtidos principalmente junto a Bolsa
de Mercadorias e Futuros brasileira (BM&F), em especial informagoes sobre os contratos
futuros de DI e precos de opgoes sobre o IDI. A taxa DIl é a taxa média de depositos
interfinanceiros de um dia calculada pela Central de Custodia e de Liquidagao Financeira
de Titulos (Cetip), expressa em taxa efetiva anual, base 252 dias uteis. Ja o objeto de
negociagao, ou ativo objeto da opg¢ao tratada nesse trabalho, é o ja referido indice DI, que
nada mais é que uma acumulacao das taxas DI1, conforme definigoes da BM&F que sao

explicitadas mais adiante nesse trabalho.!

Em termos préticos, a aplicacao de um modelo com maior acuracidade para o calculo
do prego de derivativos pode ser bastante ttil para fins protecao (hedge) e especulagao.
No sentido de calcular corretamente a quantidade de contratos a serem comprados ou
vendidos para realizar um hedge adequado, é importante precificar o derivativo da melhor
forma possivel, de modo que o valor calculado seja significativamente proximo ao seu valor
real. E nesse contexto que a aplicacio do modelo proposto sobre o aprecamento de opcoes

sobre o IDI se encaixa.

Uma operagao de hedge que pode ser utilizada com as opcoes de compra sobre o IDI
é a protecao de posicoes atreladas ao CDI. Uma empresa cuja divida seja indexada a esse
indice, por exemplo, pode optar por comprar op¢oes de compra (“calls”) sobre o IDI,
de modo que uma elevagao no contrato do indice DI permita ganhos com os derivativos
que compensam a elevacao no custo da divida. O calculo do nimero de opgoes a serem
compradas depende do conhecimento do valor correto do derivativo, o que motiva a busca

por um refinamento na metodologia de aprecamento dessas calls.

O texto esta dividido da seguinte forma: no capitulo 2 é feita a revisao bibliografica,
que traz os trabalhos de alguns autores que contribuiram bastante para a literatura da
area de pesquisa. No terceiro capitulo apresentamos a abordagem teoérica, que embasa nao
somente as teorias que sao diretamente aplicadas ao trabalho, como também aquelas que
servem de referéncia para explicar a metodologia. Finalmente, no tltimo capitulo, desen-
volvemos o aprecamento das opgoes em questao, analisamos os resultados e apresentamos

as principais conclusoes.

IBM&F. Especificacdes do Contrato Futuro de Taxa Média de Depositos Interfinanceiros de Um Dia.
Disponivel em http://www.bmf.com.br/bmfbovespa/pages/contratosl /Financeiros/PDF /DIfuturo.pdf.
ultimo acesso em 21/03/2013
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2 Rewvisao Bibliogrdfica

Nessa parte do trabalho analisamos alguns estudos ja realizados na area para embasar
a metodologia e a aplicacao do modelo proposto. Sao mencionados trabalhos que abordam
metodologias similares as utilizadas aqui e conceitos importantes para o nosso modelo.
Especificamente, fazemos referéncia a trabalhos que abordam técnicas de modelagem de
taxas de juros, dentre os quais alguns consideram toda a estrutura a termo das taxas,
enquanto outros nao consideram. Ademais, mencionamos também trabalhos que realizam
o aprecamento de derivativos com diversas técnicas, no sentido de motivar a escolha do

nosso método.

Um artigo importante no contexto de modelagem de taxas de juros é o de Chan et
al. (1992), em que se desenvolve a dinAmica de taxas de juros de curto prazo por meio
de diversos modelos tedricos, utilizando a estimacao por Método de Momentos Generali-
zada. Os dados do artigo sao basicamente os retornos sobre Notas do Tesouro Americano,
totalizando 307 observagoes, e um dos objetivos dos autores é comparar os modelos da
dinamica da taxa de juros, seja o nao-restrito ou os modelos tradicionais com restri¢oes

de parametros.

Entre os resultados que os autores encontram, destaca-se o fato que, de acordo com o
modelo nao-restrito, ha baixa evidéncia de reversao a média no processo de taxa de juros
de curto prazo. Esse fato é importante ja que grande parte da complexidade dos modelos
de estrutura a termo advém dessa caracteristica de reversao a média. J& com relacao a
volatilidade das taxas, o artigo mostra que os modelos sao hébeis em capturar a variancia

que nao é constante no tempo.

Com os dados sobre a dinamica das taxas, os autores realizam também o aprecamento
de opcoes sobre titulos de 30 anos. Fica claro que os precos calculados variam bastante
entre os modelos. Assim, o artigo contribui com a importante constatacao que uma
boa modelagem da estrutura da taxa de juros é essencial para o bom aprecamento dos

derivativos sobre essa taxa. Os autores constatam também que modelos afim para a
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estrutura a termo da taxa de juros, como as versoes unifatoriais de Cox-Ingersoll-Ross
e Vasicek, normalmente permitem férmulas simples para o apregamento de titulos zero

cupom e opg¢oes, mas seu ajuste para a estrutura a termo é pouco satisfatoria.

Outro trabalho que faz uma boa exposi¢ao dos principais modelos de taxas de juros é
o de Gluckstern (2001), em que realiza-se uma boa analise de vantagens e desvantagens de
cada método. Os autores selecionam o modelo de Hull-White para precificar opgoes sobre
o IDI ap6s uma revisao da literatura teérica e empirica sobre os principais modelos. Assim,
concluem que o modelo selecionado é superior ao empregado pelo mercado brasileiro (que
¢ o modelo de Black).

Dentre as restricoes do modelo de Black apontadas pelos autores, destaca-se que
nao é levada em conta toda a estrutura a termo da taxa de juros, de forma que muitas
informacgoes disponiveis no mercado sao desconsideradas. Além disso, a diferenca de
maturidade entre os titulos de renda fixa e as agoes gera uma deficiéncia do modelo
de Black, que originalmente havia sido desenvolvido para precificar opgoes sobre acoes,

quando aplicado a renda fixa.

Os principais modelos de taxas de juros analisados por Gluckstern (2001) sao: Black-
Scholes e Merton, Vasicek, Cox-Ingersoll-Ross (CIR), Ho-Lee e Heath Jarrow Morton

(HJM). Fagamos uma breve discussao das constatacoes dos autores acerca desses modelos.

O modelo de Black-Scholes e Merton apresenta a possibilidade de gerar taxas de
juros negativas, ja que se considera a distribuicao dos pregos dos titulos de renda fixa
como log-normal. Além dessa deficiéncia, utiliza-se a taxa de curto prazo como desconto
para os precos dos titulos, supondo neutralidade ao risco. Porém, é incoerente pensar em
volatilidade constante dos precos dos titulos quando a taxa de juros é determinista, ja que
esses ativos apresentam valor de face conhecido e a variancia dos precos tende a diminuir

com a reducgao do tempo até a maturidade.

O modelo Vasicek e o CIR, como sao bastante importantes na literatura sobre taxas de
juros, estao expostos com mais detalhes na parte da metodologia desse trabalho. Mas vale
lembrar que Gluckstern (2001) constata que a principal contribuigdo do modelo Vasicek
¢ basicamente a consideragao que o modelo realiza acerca da arbitragem entre titulos de
renda fixa, enquanto que a principal fraqueza esta na suposi¢ao de um parametro exégeno,
o preco de mercado do risco, considerado constante. Vale lembrar que essa suposicao de

constancia no tempo quer dizer que a propensao ao risco dos investidores nao se altera.

Com relacao as constatagoes acerca do modelo CIR, pode ser mencionado que a taxa



19

de juros nunca pode ser negativa (pela construgao do modelo) e a variancia da taxa de
juros aumenta com o seu valor, algo que é empiricamente observado. Contudo, tanto o
CIR quanto o Vasicek deixam de explicar perfeitamente a estrutura a termo existente,
de modo que surgem oportunidades de arbitragem entre a estrutura descrita pelo modelo
e a observada no mercado. Dessa forma, sua aplicabilidade a problemas préticos de

aprecamento € restrita.

O modelo Ho-Lee, por sua vez, considera processos de taxa de juros livres de arbitra-
gem. Porém, como ele se baseia em arvores binomiais, uma vez que a arvore é construida e
as taxas mudam, havera divergéncias entre as taxas reais observadas e as taxas indicadas

pela arvore.

Finalmente, o modelo de HJM, que utilizamos nesse trabalho, é um estudo da estru-
tura a termo considerado completo, que é especificado de forma que nao haja possibilidade
de arbitragem. A caracteristica essencial desse modelo é a caracterizacao de condigoes su-
ficientes para que haja uma tnica medida martingale equivalente, conceito que é explicado

com mais detalhes na secao 3.2, sobre mudanca de medida de probabilidade.

O estudo de Heath, Jarrow e Morton (1992), além de abordar a estrutura a termo da
taxa de juros, apresenta um trabalho de aprecamento de derivativos. O trabalho mostra
que a funcao de volatilidade é um input para o aprecamento de opc¢odes nesse modelo,
ja que os deslocamentos do processo da taxa a termo dependem somente da estrutura
inicial e da volatilidade da taxa. Assim, a dindmica da estrutura a termo e os precos dos
instrumentos derivativos da taxa de juros sao completamente determinados pela estrutura

e pela volatilidade da taxa a termo.

Em linha com o trabalho de HJM, o artigo de Mercurio e Moraleda (2000), em que os
autores propoem um modelo para a taxa de juros que possibilita uma estrutura de vola-
tilidade em formato arqueado, é importante também para embasar nosso trabalho. Esse
formato da estrutura de volatilidade foi constatado empiricamente por muitos estudos,
e o modelo proposto pelos autores faz parte da classe de modelos HJM. Considerando
titulos zero cupom numa economia em tempo continuo, supoe-se que a dinamica da taxa
a termo apresente um componente determinista e um componente estocastico seguindo
um processo de Wiener. Além disso, o artigo apresenta uma aplicagao de outros estudos
a respeito do apregamento de uma opg¢ao de compra europeia sobre um titulo zero cupom,

que realizamos em nosso trabalho também.

A aplicagao empirica desse estudo de Mercurio e Moraleda (2000) apresenta uma

comparagao do modelo de Hull-White com o modelo Mercurio-Moraleda, proposto pelos
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autores, para o aprecamento de opgoes sobre titulos zero cupom. Vale lembrar que os
dados utilizados estao divididos em dois blocos: o primeiro possui informacgoes acerca de
precos de caps e floors de 3 meses expressos em dolares, enquanto o segundo apresenta

dados sobre taxas de juros.

Os autores mostram que de fato o modelo proposto é mais preciso para precificar
opgoes que o modelo de Hull-White, pois o erro de apregamento computado foi menor.
Em nosso trabalho, estamos também computando o erro de aprecamento pelo modelo
proposto e comparando-o com uma forma mais usual de aprecamento de opgoes sobre
titulos zero cupom, que é a anélise de componentes principais. Assim, a diferenca de
nosso método em relagao ao de Mercurio e Moraleda (2000) ¢ basicamente na estimagao
da funcao de volatilidade: enquanto o nosso trabalho realiza regressoes de kernel com
diversos regressores diferentes, o dos autores citados realiza uma suposi¢ao paramétrica
para a funcao de volatilidade que permite que ela assuma o formato arqueado. A principal
vantagem do nosso modelo em relagao a esses outros métodos que sao paramétricos é que

evitamos uma possivel méa especificacao da funcao.

Uma referéncia muito importante na construcao de modelos que utilizam estimagcao
nao paramétrica ¢ o artigo de Jeffrey et al. (2004), no qual ha uma generalizagao dessa
técnica de estimacgao sobre modelos multifatoriais. No referido artigo, os autores apresen-
tam a estimacgao nao paramétrica de kernel sem realizar uma separacao entre situagoes
cross section e em séries temporais, sendo que a estimagao proposta da volatilidade do
ativo é bastante genérica. No teoria, funciona para qualquer caso, seja fixando uma data e
variando a maturidade, seja fixando uma maturidade e variando o tempo, mas a aplicacao
pratica da estimacao proposta pelos autores é mais restrita. Assim, no nosso trabalho,
estamos propondo modelos separados para lidar com essas situagoes, de modo que é possi-
vel aplicar o modelo a realidade brasileira e precificar as opg¢oes sobre o IDI. Esse trabalho
complementa a analise proposta por Jeffrey et al. (2004) discutindo as propriedades em
amostras finitas e distintas especifica¢coes do método de regressao nao paramétrica para a
estimacao da funcao de volatilidade em modelos Heath-Jarrow-Morton e, especialmente,
analisando as propriedades deste método no aprecamento de op¢oes, uma analise ausente

no trabalho original de Jeffrey et al. (2004).

Entao, a estimacao da funcao de volatilidade proposta neste trabalho segue a ideia
apresentada em Jeffrey et al. (2004), em que a estrutura de volatilidade é estimada de
forma nao paramétrica a partir da curva de rendimento de um titulo zero cupom. Em

nosso caso, a variavel dependente é o retorno ao quadrado da curva do contrato DI em
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funcao da maturidade e possiveis outros fatores que influenciam a taxa de juros. Essa
estimacao nao paramétrica da funcao de volatilidade, conforme mencionado, é usada
no procedimento de apregamento em um modelo HJM Gaussiano, e os resultados sao

comparados com as formas usuais de aprecamento.

Outro trabalho que motiva essa dissertacao é o de Vieira (1999), em que ha uma boa
exposi¢ao da modelagem da estrutura a termo da taxa de juros e a avaliacao de contratos
derivativos. O autor desenvolve, por meio do modelo Vasicek, a estimacao da estrutura a
termo e o aprecamento dos ativos em func¢ao dos parametros do processo da taxa de curto
prazo e do prego de mercado do risco (ou prémio pelo risco). No presente trabalho, sdo

também precificadas opgoes sobre o IDI, porém utilizando o método HJM Gaussiano.

A principal contribuicao deste tltimo método é que, diferentemente do modelo Va-
sicek, ele nao considera que o risco de mercado tenha origem em apenas um tnico fator
de risco. Assim, é analisada neste trabalho a modelagem multifatorial da volatilidade da
série dos contratos DI de um dia, que sao a base de célculo do IDI. Além disso, o mo-
delo HJM utiliza como instrumento principal a taxa a termo, enquanto o Vasicek faz uso
da taxa de juros de curto prazo para estimar a estrutura a termo. A classe de modelos
HJM apresenta como um de seus casos particulares a estrutura proposta por Vasicek.
A vantagem do HJM em relacao ao Vasicek, portanto, consiste na possibilidade de se
ajustar qualquer tipo de curva de rendimento pelo HIM, o que confere flexibilidade ao

aprecamento de derivativos.

O trabalho de Barbedo, Lion e Vicente (2010), por sua vez, realiza o apregamento das
opgoes sobre o IDI utilizando também o modelo HJM, porém a estimacao da volatilidade
da série de juros é feita a partir da analise de componentes principais (PCA, em inglés),
e nao pelo método de kernel como é feito no presente trabalho. O artigo utiliza dados
de negociacao do IDI na Bolsa de Valores e no mercado de balcao e desenvolve o modelo
considerando um, dois ou trés fatores influenciando o indice. Na parte da aplicacao
do nosso modelo, utilizamos a estimacao da volatilidade por PCA como referéncia de
comparagao, além de realizarmos duas regressoes de kernel com componentes da variancia

calculados por PCA.

Quanto aos resultados, o trabalho conclui que a analise dos componentes principais
nao é suficiente para explicar os movimentos de precos de derivativos, ja que foi realizado
um teste para comparar as distribui¢coes com um, dois ou trés fatores e a hipotese nula
de igualdade das distribuicoes foi rejeitada. Ha erros quadraticos médios maiores na esti-

macao dos indices negociados em balcao, ja que a volatilidade nesse mercado parece ser
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maior que a da Bolsa. Com relagao as estimacoes do HJM, parece que o modelo tende a
sobreavaliar opgoes com tempo até a maturidade maior que um ano, talvez devido & baixa
liquidez do ativo. Além disso, o artigo realiza também regressoes lineares do erro quadra-
tico médio do aprecamento contra variaveis como a maturidade e moneyness, e constata
que ha uma relagao direta entre o tempo até a maturidade e o erro de aprecamento e
uma relagao inversa entre esse erro e o moneyness. Lembrando que por moneyness nos
referimos a quao “no dinheiro" esta a opg¢ao, ou seja, a proximidade entre o preco de

exercicio e o valor do ativo objeto.

Com relacao ao método de estimacao da volatilidade, vale a pena discorrer sobre as
vantagens do método nao paramétrico em relacao ao paramétrico. Sabe-se que os métodos
paramétricos comumente utilizados na literatura somente captam o que estd ocorrendo
com a média da distribuicao, ao invés da distribuicao como um todo. Além disso, os
métodos paramétricos exigem suposicoes a priori sobre a distribuicao real da variavel ou
do formato das fun¢oes utilizadas, ao contrario dos nao paramétricos. Assim, métodos nao
paramétricos sao robustos & forma funcional de eventuais fungoes do modelo e & suposta

distribuicao da variavel.

O trabalho de Ait-Sahalia (1996), por exemplo, realiza a estimagdo nao paramétrica
da funcao instantanea da volatilidade. O artigo desenvolve uma técnica para estimar o
modelo usado na construgao tedrica (que é toda em tempo continuo), utilizando apenas
dados disponiveis (que estao em tempo discreto). O autor elabora o processo da taxa de
juros baseado numa equacao diferencial de It6, na qual a fungao de volatilidade deve ser
especificada por meio da técnica do density-matching. A estimacao da dinamica da taxa
a termo apresentada pelo autor é feita de forma contraria as estimacoes tradicionais: ao
invés de obter a distribuicao da taxa a partir de um processo pré-determinado, como o de
Ornstein- Uhlenbeck ou de Cox-Ingersoll-Ross, por exemplo, obtém-se os parametros p e

o? a partir da densidade estimada.

O trabalho utiliza dados de taxas do depoésito Furodollar do Bank of America entre
1973 e 1995 e realiza a estimacio nio paramétrica da volatilidade da série. E feita, tam-
bém, a estimagao nao paramétrica de kernel da densidade, que por sua vez é comparada
com as densidades obtidas pelo modelo CIR (Gamma) e Vasicek (Gaussiana). Assim,
estima-se a estrutura a termo da taxa de juros e, entao, é possivel precificar as opcoes
sobre titulos. ¢é realizado o aprecamento com distintas taxas de juros anuais, levando
em conta diferentes periodos até a maturidade e precos de exercicio, fato que é feito

também no presente trabalho. Ao final do artigo, o autor conclui que a estimacg@ao por
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density-matching pode ser usada em diversos processos em finangas e economia.

Dessa forma, com base nesses trabalhos, desenvolveremos a aplicacao do modelo HJM
Gaussiano para os dados do IDI da BM&F, com o intuito de utilizar a volatilidade es-
timada pelo método de kernel para precificar as opcoes sobre esse ativo. Além dessa
aplicagao empirica, realizamos também o aprecamento de opgoes sobre titulos zero cu-
pom, de modo a comparar o ajuste do modelo proposto com os modelos tradicionais de

apregamento, em especial o método de PCA.
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3 Abordagem Teorica

A ideia desse capitulo do trabalho é apresentar a teoria que embasa a aplica¢ao do
modelo proposto, sendo que as informagoes contidas aqui sao extraidas basicamente de
livros e artigos académicos da area. Vale lembrar que o contetdo especifico que utilizamos
na aplicagao do modelo no programa econométrico estd exposto no proximo capitulo,

intitulado Aprecamento nao paramétrico de opgoes.

3.1 Modelos de Financas em tempo continuo

Nessa secao apresentamos a teoria de finangas em tempo continuo, que serve de base
para entender o conceito de processo de Itd que, por sua vez, depende do conceito de
movimento Browniano. Assim, como consideramos na aplicacdo do modelo que a taxa
de juros a termo segue um processo de [t6, é importante apresentar o desenvolvimento

tedrico desse conceito.

Segundo Munk (2003), na teoria moderna de finangas, muitas vezes processos estocas-
ticos sao usados para modelar a evolugao de variaveis incertas no tempo. Assim, conhecer
o funcionamento desses processos é de suma importancia para desenvolver modelos da

estrutura a termo da taxa de juros, que serd um dos focos deste trabalho.

A metodologia sera desenvolvida assumindo-se o processo em tempo continuo, ja que
os calculos normalmente sao simplificados nesse caso. Um dos processos fundamentais
com essa propriedade é o chamado movimento Browniano padrao ou processo de Wiener,
a partir do qual podem-se derivar muitos outros processos de trajetéria continua que
podem ser utilizados em modelagem financeira. De acordo com Valls e Vieira (2002),
modelos de finangas em tempo continuo normalmente apresentam 4 partes basicas: um
conjunto de datas, um espago de probabilidade filtrado, um processo de Wiener padrao
m-dimensional e um processo de pregos (ou taxas de juros, como é o caso do presente

trabalho) n+1 dimensional.
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O conjunto de datas refere-se basicamente & data inicial e final do modelo, além
das datas em que os investidores podem negociar seus ativos. No caso continuo, ha
infinitas datas em que é possivel realizar negdcios. Obviamente, na realidade, o tempo
das negociagoes é discreto, mas quanto menor o intervalo entre trades, mais proximo da
realidade sera a aproximacao em periodo continuo. Vale lembrar que nao é possivel dizer,
a priori, qual seria um espaco de tempo suficientemente pequeno para que a aproximagcao
em periodo continuo seja satisfatoéria, sendo que esse fato varia em cada caso, conforme

constatado por Valls e Vieira (2002).

O espaco de probabilidade filtrado, por sua vez, normalmente é representado por
uma quadrupla (Q,F, (F;)ier, P), em que (F;);er € uma filtragao contida em F. No caso, a
filtracao (IF;)¢er seria uma colegao de o—dlgebras do espago amostral €2, que satisfaga Fy C
[F; para todo s <t em 1. Em outras palavras, a filtracao ¢ um conjunto de informagoes,
que incorpora dados passados ao longo do tempo. Nesse contexto, é importante definir o
conceito de “espaco de valor", que é o menor conjunto que contém todos os valores que o

processo estocéstico pode assumir.

Ja o processo de Wiener (ou movimento Browniano) nada mais é que um passeio ale-
atorio em tempo continuo. Considerando, por simplificagao, que um processo estocastico
2 = (2),> tenha dimensdo igual a um, ele sera considerado um movimento Browniano

padrao se:
1. zZ0 — 0

2. Para todo t,t/ > 0com t <t :zy —z ~ N(0,t' —t)

3. Para todo 0 <ty < t; < ... < t,, as varidveis aleatorias z;, — 24, ..., Ztn — Ztn—1 S0

mutuamente independentes

4. z apresenta trajetoria continua, mas nao diferenciavel quase certamente

Antes de explicar mais detalhadamente o movimento Browniano, é importante dis-
correr sobre equagoes diferenciais estocasticas (EDE), ja que o processo da taxa de juros
a termo segundo o modelo HJIM segue uma EDE. De acordo com Oksendal (2003), o caso

geral de uma EDE é dado por:

dX;

= b8 X)) + ot X)W, (3.1)
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em que W; é um ruido branco. A interpretacao de It6 dessa equacao é que X, satisfaca

a seguinte equacao integral estocastica:

t t
Xy =Xo+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs (3.2)
0 0

ou na forma diferencial:

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt (33)

Para resolver esse tipo de equagao, um importante método a ser utilizado é a formula
de It6, que representa a regra de derivacao para calculos estocésticos. A interpretagao
econdmica da equacao estocéstica geral apresentada acima é que o processo X; pode ser
dividido em uma parte determinista b(¢, X;)dt e uma parte estocastica o(t, X;)dB;, que
sao, no caso especifico deste trabalho, fatores deterministas e estocasticos que influenciam

a taxa de juros.

Dados esses conceitos de EDE, retomemos o detalhamento do processo de Wiener. A
mudanga esperada em um movimento Browniano padrao possui média igual a zero e a
variancia igual ao tamanho desse intervalo. Generalizando, assumimos que z = (2;);>0 seja
um movimento Browniano padrao de dimensao igual a um e definimos um novo processo

estocastico © = ()40 como:

Ty =x9+put +0oz,t >0

Nessa equacao, xg, i, € o sao constantes. Das propriedades do movimento Browniano,
sabe-se que x; ~ N(ut,0%t). Ja a mudanca no valor do processo entre dois momentos
arbitrarios t e t’ é:

xp —xy = p(t —t) +o(zy — 2)

Uma mudanga no processo em um intervalo de tempo infinitesimal normalmente é

representada como:
dry = pdt + odz,

Em que dz; pode ser interpretado como uma variavel aleatéria normalmente distri-
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buida com média 0 e variancia dt. O processo X, nesse caso, pode ser chamado de mo-
vimento Browniano generalizado. O parametro p reflete o chamado “deslocamento", ou
seja, a mudanca esperada no processo por unidade de tempo, enquanto o parametro o

reflete a incerteza sobre valores futuros da variavel.

Ja o processo de taxas de juros do modelo financeiro apresentado nesse trabalho é um
processo de It6. Um processo estocéstico unidimensional x; é chamado de processo de [t6

se a sua dinamica apresentar o seguinte formato:

df['t = [Ltdt + O'tdZt

Nesse caso, o deslocamento y,; e a volatilidade o; sao também processos estocasticos.
Em casos mais gerais de processos de Itd, o deslocamento e a volatilidade também podem
depender de valores passados do processo x. Esse tipo de processo normalmente nao é

Markov nem martingale, e a evolucao dele pode ser representada como:

Ty — Ty = /t My du + /t oudzy
3.2 Mudanca de medida de probabilidade

No presente trabalho, estamos realizando o aprecamento de ativos quando inexistem
condicoes de arbitragem, que estabelece que os pregos dos ativos sejam martingales na
medida neutra ao risco. Assim, é necessario realizar uma mudanca na medida de proba-
bilidade para representarmos uma situagao em que nao ha possibilidades de arbitragem,

ou seja, nao existem lucros positivos com risco zero.

Especificamente, na aplicacao do modelo proposto, realizamos a mudanca de proba-
bilidade apenas no calculo do preco das opg¢oes sobre titulos zero cupom, sendo que na
parte empirica do trabalho, do aprecamento de opc¢oes sobre o IDI, s6 se observa a medida

de probabilidade real.

Quando modelamos uma varidvel econémica por um processo estocastico, estamos
impondo uma medida de probabilidade P. Num processo de raiz quadrada, por exemplo,
P deve ser tal que z = (z;) seja um movimento Browniano padrao. Mas, de acordo
com Munk (2003), para fins matematicos, pode ser conveniente estipular uma medida
de probabilidade diferente daquela do mundo real, para refletir uma situacao em que

os agentes sejam neutros ao risco. Assim, atendemos ao requisito de inexisténcia de
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arbitragem necessario para o modelo de aprecamento que utilizamos.

Denotando um espago amostral por € = {wy,...,w,} e o vetor de probabilidades P

por (p1,...,Dn), pode-se definir p; como:

=P{w;}),i=1,...,n

Entao p; € [0,1] e >, p; = 1. Mas como estamos interessados em uma medida de
probabilidade equivalente Q, devemos ter que p; > 0 & ¢; > O paratodo: =1,...,n
Essa afirmacao é equivalente a dizer que as medidas de probabilidade sao equivalentes, ou
seja, que elas atribuem probabilidade zero de ocorréncia para os mesmos eventos. Essa
mudanga de probabilidade de P para Q pode ser representada pelo vetor £ = (&1, ...,&,),

em que:

fz—z—l
Di

O vetor & pode ser chamado de derivada de Radon-Nikodym de Q com relagao a P e

¢ denotada por . Note que &; > 0 para todo i e que a expectativa em P é:

EP{dP} P[é]—;pz&—;p%—;qz—l

Considerando uma variavel aleatoria X que assume o valor z; quando o estado i é

realizado, tem-se que o valor esperado de x sob a medida de probabilidade Q é:

= Zn: q;T; = zn:pz&xz szfzxz EP é'[E]
p
i=1 i=1 !

Definindo & = EY [‘Cll%] tem-se que o processo £ é P -Martingale, ja que parat < t' < T

s [ [ - [ =

Seja & = (24)sc[o,r) UM processo estocéstico, entao sabe-se que:

EXxy] = EF F—txt] (3.4)

Seja A = (A¢)sejo,r) um processo estocastico. Pode-se gerar uma medida equivalente
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de probabilidade Q* definindo &} = exp {— f(f sz — 5 fot )\gds}. A partir da definicao
de &}, pode-se definir uma medida equivalente de probabilidade Q* por meio da derivada
de Radon-Nikodym:

d@)\ T 1 T
Da equacao 3.4, tem-se que:

Q* p €0 P
Et [.’L’t/] = Et —)\iL't/ = Et
t

para qualquer processo estocastico x = (2)wcpo,r. Nesse contexto, segundo Munk
(2003), é necessario apresentar o Teorema de Girsanov, no sentido de explicar o efeito da

mudanga na medida de probabilidade sobre o processo estocastico analisado.

Conforme exposto em Munk (2003), o Teorema de Girsanov mostra que um processo
de Ito, ao ser analisado sob uma medida de probabilidade distinta da original, podera
apresentar um coeficiente de deslocamento diferente, mas a volatilidade do processo se
mantém a mesma. Assim, a classe da distribuicao do processo em questao nao se altera

com a mudanca da medida de probabilidade, mas os momentos podem ser diferentes.

De acordo com Oksendal (2003), esse teorema mostra que se alterarmos o coeficiente
de deslocamento de um dado processo de Itd6 com coeficiente de difusao nao nulo, a di-
namica do processo nao muda drasticamente. Na realidade, a dinamica do novo processo
sera absolutamente continua com relagao a dinamica do processo original e, portanto,
podemos utiliza-lo sem prejuizo a analise em modelos de finangas. Assim, para ilustrar
matematicamente a constatacao desse teorema, apresentamos a seguir uma breve demos-

tragao que consta em Munk (2003):

Seja 2 = z+ fot Asds um movimento Browniano padrao sob a medida de probabilidade
QM emque0<t<T.Sex = (x;) for um processo de It6 com dindmica dzy = pdt+odz,

entao:

dr, = pudt + o(dz) — Ndt) = (py — o \)dt + o,dz)

Assim, o deslocamento do processo sob a medida Q* é p — o\, que é diferente do
deslocamento sob a medida de probabilidade original P, a nao ser que ¢ ou p sejam

idénticos a zero. A variancia, por sua vez, se mantém igual.
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3.3 Modelos de curto prazo para a taxa de juros

Nessa se¢ao do trabalho, apresentamos os modelos Vasicek unifatorial, Vasicek com
dois fatores e Cox-Ingersoll-Ross. Esses modelos de curto prazo sao apresentados com o
objetivo de mostrar que os modelos unifatoriais podem nao ser os mais adequados para
encontrar a estrutura a termo da taxa de juros e, por esse e outros motivos, utilizamos o

modelo HJM para essa finalidade.

Além disso, a exposicao dos modelos a seguir visa embasar a metodologia utilizada
na parte aplicada do trabalho, dado que, para encontrar o preco teérico das opgoes sobre
titulos zero cupom, utilizamos o modelo Vasicek com dois fatores. Ademais, o modelo
Cox-Ingersoll-Ross é também utilizado na aplicagao do trabalho, quando realizamos a su-
posicao de variancia nao constante no tempo, conforme apresentado na secao de aplicacao

do modelo.

Em linhas gerais, sao apresentadas as suposi¢oes dos modelos, os processos estocasticos

utilizados em cada um deles e as propriedades desses processos.

3.3.1 Modelo Vasicek

De acordo com Vieira (1999), esse modelo apresenta alguns avancos em rela¢ao ao
modelo de Merton que, por sua vez, é o primeiro estudo sobre a estrutura a termo em
que os pregos dos titulos sao obtidos em fungao do processo estocastico seguido pela taxa
de juros de curto prazo. Um ponto importante que deve ser destacado é que, no modelo
Vasicek, a taxa de juros nao pode crescer indefinidamente, como no modelo de Merton,
j& que o processo estipulado para a taxa possui um termo 6 que representa seu valor

esperado de longo prazo.

Assim como no modelo de Merton, no Vasicek também pode ser demonstrado, por
meio da aplicacao do Lema de It sobre a dindmica da taxa de juros de curto prazo, que a
referida taxa segue uma distribuicao normal. Entao, conforme mencionamos na Revisao
Bibliografica, a taxa de juros no modelo Vasicek pode assumir valores negativos (fato que
ocorre também no estudo de Merton). Porém, conforme argumentado em Vieira (1999),

o modelo possui grande tratabilidade analitica.

Conforme apresentado na referida tese de Vieira (1999), se os investidores forem aves-
sos ao risco (sendo que o prémio de mercado do risco, A, seja maior que zero), o retorno

instantaneo esperado dos titulos aumenta linearmente com a volatilidade da taxa de juros
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de curto prazo e nao linearmente com o prazo para o vencimento do contrato. O modelo
implica também que, na data de vencimento do contrato, a volatilidade dos precos dos

titulos seja nula, o que faz bastante sentido pratico.

A apresentagao matemética do modelo em questao é feita em Back (2010), que mostra
que o processo estocastico considerado para a taxa de juros de curto prazo é o Ornstein-
Uhlenbeck, que possui a caracteristica de reversao a média. Assim, a taxa de curto prazo
converge para um valor de longo prazo nesse modelo, sendo que choques aleatorios podem

desviar a taxa desse equilibrio.

Nesse contexto ¢ importante ressaltar que o modelo Vasicek unifatorial realiza uma
boa modelagem da estrutura a termo da taxa de juros, sendo que Vieira (1999) utilizou
o processo estocastico utilizado pelo modelo Vasicek em seu trabalho. Porém, como o
modelo HJM permite uma flexibilizacao maior da estrutura a termo da taxa, faremos uso
dele para desenvolver nosso trabalho. No caso, assumimos que a taxa de juros segue um
processo de [t6, e encontramos sua funcao de volatilidade por meio de diversas regressoes
de kernel. Detalhes desse desenvolvimento sao apresentados na secao de aplicagao do

modelo desse trabalho.

Conforme mencionado, faremos um desdobramento desse modelo para o caso do Va-
sicek com dois fatores, ja que utilizamos esse modelo para encontrar o preco tedrico das

opgoes sobre titulos zero cupom no referido capitulo sobre a aplicagao do nosso modelo.

3.3.1.1 Modelo Vasicek com dois fatores

Primeiramente, é importante mencionar que, para aplicar esse modelo (assim como
alguns outros também) no programa econométrico R, é necessério realizar a discretizagao
de Euler, que nada mais é que um procedimento para tornar o processo em tempo discreto.
De acordo com Zivot e Wang (2003), sao raros os casos em que uma equagao diferencial
estocéstica apresenta solucao explicita. Assim, ha varios métodos para aproximar solucoes

usando discretizacao, tais como o método de Euler e os métodos de Platen.

O método de Euler é o mais simples, e a discretiza¢ao de um processo estocastico X; ,

que definimos como Y;, sendo t,, = tg 4+ ndt, é dado por:

Yn+1 =Y, + a(tny Yn>5t + b(tna Yn)(SWn (35)

Em que Yy = X é a condicao inicial. Os incrementos no movimento Browniano,
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oW, = Wy, — Ws,, podem ser simulados usando varidveis normais geradas de forma
pseudo aleatoria, ou seja, a geracao dos dados apresenta algum algoritmo implicito. Assim,

cada etapa do procedimento de Euler requer M variaveis aleatérias normais.

Tendo em mente essa técnica de discretizacao, podemos analisar o modelo que utiliza-
mos como referéncia para os precos das opgoes sobre titulos zero cupom. De acordo com
Nawalkha, Beliaeva e Soto (2007), o modelo de Vasicek com dois fatores ¢ um método
alternativo a derivacao de Hull-White, segundo o qual a taxa de juros de curto prazo é

especificada como segue:

r(t) = 8(t) + Yi(t) + Ya(t), Yi(0)=0 e Y3(0) =0 (3.6)

Os dois fatores mencionados no nome do modelo, que sao variaveis de estado, sao

dados pelas seguintes equagoes:

dYi(t) = = Yi(t)dt + vidWy, Y1(0) =0 (3.7)

dYy(t) = —RaYa(t)dt 4+ vydWy, Ya(0) =0 (3.8)

Com os fatores latentes modelados, aplicamos o Lema de It6 sobre o prego dos titulos e
tomamos a expectativa sob a medida neutra ao risco. Assim, resulta a equagao diferencial

estocéstica para os precos dos titulos:

or 0P . @_Qﬁ
ot oy, !
10°P , 0P

20v2"2 Tt oviov,

(3.9)
api2 = T(t)P(taT)

No caso, p12 € a correlacao entre os dois processos de Wiener das equagoes das variaveis

de estado. Sendo assim, consideremos a seguinte solugao para o preco dos titulos:

P(t,T) = AN -BrOYi ()~ Ba(r)Ya()-H(LT) (3.10)

Em que:
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H(t,T):/Té(U)dv e T=T—1 (3.11)

Tomando a derivada parcial do prego do titulo e substituindo-a na equacgao encontrada

pelo Lema de Itd, temos as seguintes equagoes diferenciais ordinérias:

aA(T) _ | . 2, 10 2
5 = 531 (T)vy + EBQ (T)v5 + By(7)Ba(T) 1112012 (3.12)
881(7') . -
5 = 1= Bi(r)k (3.13)
8B2(7') . -
5 = 1~ Da(T)R2 (3.14)

Essas equagoes estao sujeitas a A(0) = B1(0) = By(0) = 0, e ha uma solucao fechada
para os fatores A(7), B1(7) e By(7), apresentada em Nawalkha, Beliaeva e Soto (2007).
Ha também uma solucao para ¢ obtida tomando-se a derivada do logaritmo do preco
do titulo na data 0 com relagdo a maturidade e substituindo as equacgoes diferenciais

ordinérias dadas acima para obter:
1 1
(1) = f(0,t) + §B%(t>V12 + 533(75)’/22 + Bi(t) Ba(t)v1v2p12 (3.15)

A solugao para o termo H(t,T) pode ser dada usando a equagao de solugao do prego

dos titulos da seguinte forma:

H(t,T) = / ' §(v)dv = H(0,T) — H(0,t) = A(T) — A(t) — InP(0,T) + InP(0,) (3.16)

Em que A(t) e A(T) sao dados na solu¢ao de forma fechada desse fator e P(0,t) e

P(0,T) sao os pregos iniciais de titulos zero cupom.

Devemos também apresentar o processo do prego do titulo de acordo com esse modelo.

Ele é obtido por meio do Lema de It6 da seguinte forma:

= r(t)dt — Z:: B;(T — t)v;dWi(t) (3.17)

i=1

dP(t,T)
P(t,T)
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A dinamica da taxa a termo também é apresentada em Nawalkha, Beliaeva e Soto

(2007), assim como a volatilidade da dinamica dessa taxa.

A principal vantagem dos modelos Gaussianos de dois fatores é que a curva de volatili-
dade da taxa a termo pode assumir valores mais realistas. Para o processo de aprecamento
de opcoes, esse fator é bastante importante, pois o valor do derivativo depende direta-

mente da funcao de volatilidade do ativo objeto.

Especificamente, o aprecamento de uma opcao de compra sob o modelo Vasicek de dois
fatores, que estamos utilizando para encontrar o valor teérico do derivativo na aplicagao

deste trabalho, é dada por:

c(t) = P(t,T)N(dy) — K P(t, S)N(ds) (3.18)

Em que N(z) é a distribui¢ao normal acumulada avaliada em x. As variaveis d; e ds

sao dadas por:

_ In([P@, T)]/[P(t, S)K]) + V/2
dy = N (3.19)

_ In([P@,T)]/[P(t, S)K]) = V/2
dy = N (3.20)

No nosso caso, a volatilidade “V” nas expressoes acima é a integral da volatilidade

do rendimento do titulo zero cupom calculado por kernel, que sera a variancia do preco

dos titulos.

2 S
V= ZVE/ (BZ(T—U> —Bi(S—u))2du+2V1V2p12
=1 (3.21)

/t (By(T — u) — B))(S — u)(Bo(T — ) — Bo(S — u))du

O resultado da volatilidade integrada acima é apresentada também em Nawalkha,

Beliaeva e Soto (2007), e tem o seguinte formato:

2
4

V= 22: (V—BE(U)BZ-(QS)) + 20119012 B1(U) Bo(U) (

1 _ e*(r‘f1+"‘€2)5
> (3 )
=1

= — 3.22
K1+ Ko ( )
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Nesse modelo, o prego inicial do titulo P(0,T') é especificado de forma exogena. Os
cinco parametros de neutralidade ao risco Ky, Ko, V1, V9 € p1o sao obtidos calibrando o
modelo a uma cross section dos precos dos derivativos de taxas de juros. Em Laurini
e Ohashi (2013), os parametros citados sdo assumidos como k1 = .8, ko = .7, 11 = .1,
vy = .1 e pio = —.3, que sao os valores que assumiremos a aplicacao deste modelo em

nosso trabalho.

3.3.2 Modelo Cox-Ingersoll-Ross

Esse modelo de estrutura a termo que considera a taxa de curto prazo é o que uti-
lizamos para definir as oscilacoes da variancia em um dos casos da aplicagao do nosso
modelo. Conforme mencionado na introducao, estamos considerando que a variancia do
nosso modelo teoérico, que é o Vasicek com dois fatores, pode ser constante ou nao no
tempo. Assim, nossos resultados sao comparados entre essas duas situagdes para mostrar
o ajuste das diferentes regressoes que utilizamos para encontrar a funcao de volatilidade

da série.

A apresentagao matemaética desse modelo, exposta em Back (2010), evidencia que o
processo gerador de dados considerado para a taxa de juros de curto prazo ¢ um processo
de raiz quadrada, que nao permite taxas negativas. Assim, como a variancia do processo
em questao tende a zero quando a taxa diminui, ela se afasta da origem e seu valor é

sempre positivo.

Vale lembrar que a ja& mencionada discretizacao de Euler também é usada nessa defi-
ni¢ao das oscilagoes da variancia, ja que o modelo CIR é apresentado na forma continua,

e 0 programa econométrico necessita de inputs na forma discreta.

3.4 Heath, Jarrow e Morton

Nessa secao sera apresentado o modelo que utilizamos para encontrar a estrutura a
termo da taxa de juros, que foi escolhido pelos motivos ja explicitados até aqui. Vale
lembrar que o modelo HJM é considerado completo para o estudo da estrutra a termo, de
acordo com Gluckstern (2001), sendo que os modelos anteriores propostos principalmente
por Black Scholes e Merton, Vasicek, CIR e Ho-Lee apresentam algumas restricoes ao
uso, seja pela possibilidade de gerar taxas de juros negativas, seja pelas suposicoes acerca
da volatilidade dos precos dos titulos. O HJM é, na realidade, uma classe de modelos

que abrange diversas especificacOes para a taxa de juros, conferindo flexibilidade para a
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analise.

O trabalho dos autores Heath, Jarrow e Morton (1992) mostra que essa classe de
parametrizacdo da estrutura a termo é baseada diretamente nas curvas a termo (forward
rate), assumindo que cada curva é gerada por um processo estocéstico distinto, o que
equivale a assumir que a estrutura a termo completa é um processo estocastico de dimensao

infinita.

Assim, de acordo com Munk (2003), a forma mais natural de atingir consisténcia ao
estimar precos é partir de uma estrutura a termo observada e depois modelar a evolugao de
toda a estrutura a termo de uma maneira que impeca a arbitragem. Essa é a abordagem
apresentada por Heath, Jarrow e Morton (HJM). Assumimos um espago de probabilidade
filtrado que, normalmente, é representado por uma quadrupla (Q,F, (F;)ier, P), em que
(Fy)ier € uma filtragdo contida em F. No caso, a filtragao (F,);er seria uma cole¢ao de
o—algebras do espago amostral €2, que satisfaga Fy C [F, para todo s < ¢t em 7, assumindo

que as condiges de regularidade usuais sejam atendidas (FILIPOVIC, 2009).

Conforme Musiela e Marek (2005), no modelo HJM, a taxa de juros a termo medida

na data t com maturidade em T deve satisfazer a equacao diferencial estocastica:

df(t,T) = a(t, T)dt + o(t, T)dW ()

Em que « e 0 sao adaptados e W é um movimento Browniano sob uma medida neutra
ao risco. O termo “adaptados", nesse contexto, significa que os coeficientes o e o fazem

parte da informacao disponivel em t.

Nesse contexto, ¢ importante delinear algumas das suposi¢oes bésicas do modelo.
Supondo que a estrutura a termo da taxa de juros no instante zero seja conhecida e
representada pela fungao T — fI, assume-se que, para um “T” fixo, a taxa a termo de

maturidade T evolui de acordo com:

n
dftT - Oé(t, T7 (fts)82t>dt + Z 6i(t7 T? (fts)SZt)dzitﬂ 0<t<T
i=1
em que zq,...,2, Sao n movimentos Brownianos padrao sob a medida de probabili-
dade real. De acordo com Heath, Jarrow e Morton (1992), atendendo a algumas restricoes,
nesse processo estocastico, n movimentos Brownianos independentes determinam a flutu-
acao estocéstica de toda a curva da taxa a termo comegando de uma curva inicial fixa

{f(0,T):T €[0,7]}. A sensibilidade da mudanga na maturidade de uma determinada
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taxa a termo em relagao a cada movimento Browniano é observada diferenciando os coe-

ficientes de volatilidade.

Diferentes especificagoes para esses coeficientes de volatilidade geram caracteristicas
qualitativas significativamente diferentes do processo da taxa a termo. Nesse contexto, é
importante lembrar que a especificagao do coeficiente de volatilidade neste trabalho sera

feita pelo do método de kernel, que é apresentado nas proximas segoes.

é possivel apresentar também a dinamica da taxa a vista, com base na dinamica da

taxa a termo:

dry = ot t, (f)sze)dt+ ) Bilt,t, (f7)szi)dzi, t € [0,T)
i=1
Segundo Heath, Jarrow e Morton (1992), a principal diferenga da taxa a termo e
da taxa a vista é que nessa tltima os argumentos do tempo e da maturidade variam

simultaneamente.

A ideia basica da modelagem da estrutura a termo da taxa de juros é utilizar a fungao
de desconto T'— B}, a curva de rendimento 7' — y! ou ainda a fungao da taxa a termo

T — fI', de acordo com as seguintes relagoes:

BT = ¢ frds — =i (@)

T olnBT

_ Ayl
ft - 8T .

orT

=y +(T—1)

T 1 /Tfsd 1 lBT
= — S = ———[N
Yi T—1), t T _¢ t

O método em questao faz uso da taxa a termo como instrumento de modelagem, ja que
o preco dos titulos zero cupom e as curvas de rendimento envolvem somas e integrais de
taxas a termo. Sabe-se também que uma das formas de precificar derivativos é encontrar
o retorno esperado descontado sob uma medida martingale & vista, em que o desconto é
feito em termos da taxa de juros de curto prazo. A relagao da taxa de curto prazo com a

taxa a termo, a curva de rendimento e a fungao de desconto é dada por:

OlnBT

_ t_ . T_ .
o= Ji = fimul =~ g
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Outro motivo para se escolher a taxa a termo como instrumento de modelagem ¢é a
auséncia de necessidade de se impor determinadas restri¢coes a estrutura de volatilidade,
que seriam essenciais caso utilizadssemos os pregos dos titulos zero cupom (a volatilidade
desses precos deve ser proxima de zero quando eles sao proximos de um, por exemplo, que
é o valor de face do titulo). Assim, podemos utilizar a suposi¢ao de volatilidade das taxas
a termo como constante no tempo. A variancia dos precgos dos titulos, por sua vez, nada
mais é que a integral da funcao de volatilidade das taxas. Como realizamos a suposi¢ao
de variancia das taxas constante no tempo, sua integral em relacao a maturidade resulta

em os(T —t), que é igual a o,.

3.5 Dinamica do precgo dos titulos e a restricao de des-
locamento

Retomando o tema da mudanca de probabilidade, pode-se mostrar matematicamente
como ¢ possivel realizar a mudanga para a medida martingale a vista, com base na teoria

apresentada em Munk (2003).

Sob a dindmica da taxa a termo imposta pelo modelo HJM, a dindmica dos precos

dos titulos zero cupom seré:

dBT [ ( (ft s>t dt+za ft s>t)dzzt]

=1

em que

n

W e = [t () + 2 (f it (ff)s>t)du)2

i (t, (f)szt) = — /thu (f$)st) du

Para provar essa relagao, é necessario introduzir um processo estocastico auxiliar:

T
Vi— [ frdu
t

Como os titulos sdo continuamente capitalizados, os precos serao: Bl = e Y!. En-

contrando a dindmica da curva de rendimento pela regra de Leibinitz para integrais esto-
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casticas, temos:

2y, — (—Tt +/t alt,u, (fts)szt)du) dt + (/t B(t, u, (ftS)SZt)du) dz

Pelo Lema de Itd, sabendo que Bf = ¢g(V;) e g(Y) = e, a dinAmica do prego do

titulo é encontrada.

Ja se considerarmos a medida de probabilidade martingale & vista QQ, a taxa a termo
terd os mesmos termos de volatilidade 5;(t, T, (f7)s>¢), mas deslocamentos diferentes. O

processo 22 de dimensdo n definido por

Az = dzy + \ydt

¢ um movimento Browniano padrao sob a medida QQ, em que os processos \; sao os

precos de mercado do risco. A dindmica da taxa a termo sera:

dftT = &(tv T7 (fts)SZt)dt + Z 6i<t7 T7 (ff)szt)dzg
=1

€m que é‘(t7 T, (ft8)82t> = a(ta T? (ft8)82t> - 2?:1 ﬁi(tv T7 (fts)szt)/\it'

Com essa informagao, podemos encontrar a dindmica dos precgos dos titulos zero cu-
pom (o deslocamento da taxa). Sabendo que o deslocamento ¢ igual a r; (taxa & vista),

devemos ter que

n

T
[ (t u, (ft s>t du_ %; (/ 51 t u, ft s>t>du)

Diferenciando com relagao a T, resulta:

n T
a(t, T, (f)s>t) = Zﬁi(t,T; (fts)szt)/t Bit, u, (f)s>t)du

Essa relagao é chamada restricio de deslocamento HJM. Essa restricao apresenta

algumas consequéncias importantes:

1. A taxa a termo nao precisa ser especificada de forma exdgena, ja que o comporta-
mento da taxa é totalmente caracterizado pela curva inicial, o namero de fatores e

os termos de volatilidade j;.
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2. Como pregos de derivativos dependem da evolucao da estrutura a termo da taxa de
juros sob a medida martingale & vista, esses pregos dependem apenas da curva da

taxa a termo inicial e das fungoes de volatilidade 5;(¢, T, (ff)s>t)-

3.6 Modelo HIM Gaussiano

Segundo Musiela e Marek (2005), se a fungao de volatilidade o for determinista, a
classe do modelo HJM que deve ser utilizada é a Gaussiana, ja que o resultado da avaliagao
de derivativos que dependem da taxa de juros serd, nesse caso, independente do prémio
de risco. Modelos Gaussianos sao aqueles em que os valores futuros das taxas a termo sao
normalmente distribuidos. De acordo com Munk (2003), uma desvantagem dessa classe
de modelos é que eles permitem taxas de juros reais negativas, mas sao modelos bastante
trataveis, em especial permitindo férmulas analiticas para o aprecamento de titulos e

derivativos.

Um modelo HIM ¢é Gaussiano se a volatilidade das taxas a termo f; sao funcoes

deterministas do tempo e maturidade:

Bi(t>Ta (f;)szt) = 5i(th)ai = 1727 e, n

Para observar esse fato, note que o deslocamento da taxa a termo sob a medida

martingale & vista QQ é também uma funcao determinista do tempo e da maturidade:

4, T) = S A T) / Bi(t, u)du

Assim, para qualquer T, as taxas a termo de maturidade T evoluem de acordo com:

t n t
T = f0T+/ a(u,T)dquZ/ Bi(u, T)dz2
0 = Jo
Como B;(u,T) depende apenas do tempo, as integrais estocésticas sdo normalmente

distribuidas, entao as taxas a termo futuras sao normalmente distribuidas sob Q. Ja a

dinamica da taxa de juros de curto prazo, r, = f} sera:

t n t
rt:fé—i—/ d(u,t)dquZ/ Bi(u, 1)d=2,0 < t (3.23)
0 —'Jo
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que é também normalmente distribuida sob Q.

Com relagao as especificagdes consideradas, conforme Musiela e Marek (2005), o mo-
delo HIM Gaussiano considera que, em qualquer modelo de estrutura a termo, a vo-
latilidade de qualquer ativo objeto seja determinista, ou seja, ela nao sera afetada por
choques aleatorios. Uma das principais vantagens do modelo HJM Gaussiano, de acordo
com Brace e Musiela (1994), é o célculo confiavel do prego de derivativos at-the-money
por meio de férmulas que podem ser derivadas matematicamente e programadas de forma

simples.

Como discutido anteriormente, o uso de uma estrutura de volatilidade determinista,
implicando em um modelo HJM Gaussiano, é uma simplificacao importante na analise de
derivativos. Embora nao permitam a maior generalidade possivel nesta classe de modelos,
sao computacionalmente simples e evitam o uso de métodos de arvores nao recombinan-
tes ou simulagdes de Monte Carlo no aprecamento de derivativos, sendo adequadas aos
propositos préaticos de mercado. Essa formulacao também é importante ja que permite
a adocao natural do método de estimacao nao paramétrico para a funcao de volatilidade

discutida a seguir.
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4 Abordagem teorica da estimacao
pelo Método de kernel

A ideia desse capitulo é apresentar a teoria que embasa a aplicacao do método de
kernel nesse trabalho. Conforme j& discutido, utilizamos essa técnica para estimar as
funcoes de volatilidade da série da taxa de juros. No processo de aprecamento de opcoes
que realizamos, a funcao de volatilidade da série é o input principal, ja que o estudo
de Heath, Jarrow e Morton (1992) mostra que os deslocamentos do processo da taxa a
termo dependem somente da estrutura inicial e da volatilidade da taxa. Sendo assim,
fazemos uma exposigao acerca da metologia de kernel, incluindo as técnicas de selegao
de “janela” e a teoria de regressoes de kernel. Vale lembrar que a referida “‘janela” diz
respeito ao parametro de suavizacao, ou seja, ao peso que se atribui a cada observagao na

estruturacao da regressao.

Estruturamos o presente capitulo de forma a apresentar primeiramente a teoria de
kernel na estimacao de func¢oes densidade de probabilidade e seus respectivos procedi-
mentos de selecao de janela que, apesar de nao ser diretamente utilizado na aplicacao
do nosso modelo proposto, é util para entender o funcionamento da técnica em questao.
Logo apos, na secao 4.2, é apresentada a teoria sobre as regressoes nao paramétricas de
kernel, que é a técnica que utilizamos para estimar as fungoes de volatilidade das curvas
de juros, tanto na secao sobre as simulacoes das curvas e aprecamento de opcoes sobre
titulos zero cupom quanto na se¢ao empirica, em que realizamos o aprecamento de opgoes
sobre o IDI.

Assim, com relagao a forma funcional especificada, essa técnica de kernel que utili-
zamos ¢ nao paramétrica. Os métodos nao paramétricos tém sido bastante utilizados na
literatura recente, uma vez que mesmo a teoria econdémica estando bem avangada em de-
terminadas areas, ela muitas vezes nao oferece uma forma funcional que possa ser usada

para a modelagem estatistica.

Ha diversos métodos nao paramétricos, mas o que utilizamos nesse trabalho sao as
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técnicas de “suavizagao”, que sao métodos que podem ser considerados como “descritivos”.
é importante primeiramente discorrer a respeito das propriedades da distribuicao empirica,

antes de estudar a estimagao da densidade das distribuigoes.

De acordo com Florens, Marimoutou e Peguin-Feissolle (2007), o método bésico da
estatistica nao paramétrica sao os modelos i.i.d com distribuicao de probabilidade desco-
nhecida. A ideia desse modelo é que as observacoes sao elementos do R™ gerados inde-
pendentemente por uma distribuicao de probabilidade desconhecida (). Nesse contexto,

o estimador “natural” de @) é a distribuicao empirica definida como:

. ] —

Em que ¢,, é uma medida Dirac em x;. Lembrando que se £ C R™, ¢, (F) é igual a 1
se x; € E eigual a 0 caso contrario. Esse modelo é desenvolvido sem impor restri¢oes sobre
a distribui¢ao de probabilidade ). No entanto, a estimacao por kernel é feita impondo-se

a suposicao de que () admite a seguinte densidade f:

Q(E) = /E F(u)du

O objetivo nesse modelo é estimar f, ou seja, a densidade. Para realizar esse pro-
cedimento, é possivel recorrer a diversas técnicas, tais como desenhar o histograma das
observagoes ou utilizar o método de kernel. H& também estimacgoes por func¢oes orto-
gonais, funcoes spline, dentre outras. A técnica de spline ctubico é usada na aplicagao
do nosso modelo, no sentido de encontrar uma fungao de volatilidade diaria a partir dos

pontos estimados pela funcao de kernel.

De acordo com Racine e Li (2007), a grande desvantagem de métodos paramétricos de
estimagao, como a maxima verossimilhanca, por exemplo, é a necessidade de se supor uma
distribuicao de probabilidade a priori para estimar os parametros desconhecidos. Assim,
para estimar a fungao densidade de probabilidade (fdp) sem a necessidade de realizar

pressupostos paramétricos sobre a sua forma funcional, pode-se partir da definicao de

Jdp:

Sabendo que a fungao de distribuigdo acumulada (fda) pode ser estimada como o
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ntimero de observagoes de dada variavel menores ou iguais a um valor pré-determinado
dividido pelo ntimero de observacoes, um estimador para a fdp pode ser representado

CO1mo:

Fo) = Fn(x+h)2—th(x—h) 1)

em que h é um incremento positivo pequeno.

Definindo a funcao de kernel uniforme como dada por:

1
— <1
k(2) = 2se\z|_

0 c.c.

Entao, a fdp em 4.1 também pode ser expressa como:

fz) = % ék (Xh_ x) (4.2)

O termo “h” na equacao acima é a chamada janela do kernel, ou parametro de su-
avizagao. Essa equacgao mostra o estimador de kernel uniforme, ja que ele corresponde
a uma fdp uniforme, mas existem diversas outras fung¢oes de kernel k() que podem ser

utilizadas como, por exemplo, a funcao normal padrao.

Conforme provado em Racine e Li (2007), a funcio f(z) definida em 4.2 é um esti-

mador consistente da fdp desde que a fungao kernel atenda as seguintes condigoes:

L. [k(v)dv=1

3. [v?k(v)dv =Ky >0

Para mensurar a proximidade do estimador da fungao & funcao real, é preciso observar
o valor do erro quadratico médio (EQM), e nao apenas da variancia, pois o estimador pode

ser viesado. Temos que:

s (f) = B { [fta) - )]}

Essa medida tende para zero quando k — oo e k/n — 0. Mas vale lembrar que o

EQM é computado em apenas um ponto da distribuicao analisada, sendo que uma forma
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mais acurada de se analisar o erro do estimador é por meio do EQM integrado (EQMI),

ou seja:

EQUI(f) = [ E[fw) - f@)] dr

Quando X é uniformemente distribuido, é possivel mostrar que o parametro de sua-
1/3

2

vizacao 6timo “h,;” apresenta uma taxa de convergéncia igual a n~

4.1 A Selecao do Parametro de Suavizagao Univariado

O parametro de suavizacao 6timo, que nada mais é que o valor que sera atribuido
ao parametro que da peso as diferentes observagoes na estimacgao, depende da integral
da segunda derivada da densidade desconhecida. Racine e Li (2007) mostram que esse

parametro é obtido a partir da relagao

hot = K~2/5R15 { / [ ()] dm}l/S >0 (4.3)

Uma maneira de encontrar h,; é estabelecer um “valor piloto” de h e calcular de forma
nao paramétrica [ [f©@ (9(:)}2 dx, para posteriormente usar esse valor para obter h,. O
mais comum ¢é supor que f(z) seja de uma familia paramétrica de distribuigoes, e depois
computar h usando a relagao 4.3, encontrando o referido “valor piloto”. Assim, calcula-se
f [ f @) (1:)] i dx, que serd usado para encontrar h,; por meio da equacao 4.3. Também é

comum na literatura usar o proprio “valor piloto” como a janela do modelo.

Ha distintos métodos de selecao desse parametro de acordo com a teoria, sendo que
utilizamos nesse trabalho a técnica conhecida como validagao cruzada por minimos qua-
drados e a técnica de AIC,, que é o critério de Akaike modificado para a utilizagdo em
métodos nao paramétricos. A seguir, apresentamos a validagao cruzada por minimos
quadrados e a validagao cruzada por méaxima verossimilhanca, que sao normalmente uti-
lizadas na aplicacao de kernel a estimacao da fun¢ao densidade de probabilidade. Em
nosso caso especifico, em que realizamos regressoes de kernel para estimar a funcao de
volatilidade da curva de juros, nosso método de selecao de janela é apresentado nas segoes
4.3.2 e 4.3.3 a seguir.
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4.1.1 Selecao do parametro de suavizacao: métodos de validacao
cruzada

A escolha de uma janela para a estimagao por kernel pode ser associada & escolha do
namero de termos na aproximagao de uma série. Se o ntimero de termos é grande (ou o k
é pequeno), o modelo resultante é mais flexivel. Mas o aumento da flexibilidade (redugao
do potencial viés) leva a um aumento na variabilidade. Assim, é necessario analisar o

EQM da estimagao resultante para tomar uma decisao.

4.1.2 Validacao Cruzada por Minimos Quadrados

Esse método é baseado no principio de selecao da janela que minimiza o EQMI da
estimacao resultante. Lembrando que esse método de selecao do parametro que estamos
abordando nessa se¢ao ¢ aplicavel a estimacao da funcao densidade de probabilidade por
kernel, que nao é diretamente utilizado na aplicacao do modelo proposto. A ideia de
minimizac¢ao do EQMI, porém, também ¢é utilizada na sele¢ao de janela das regressoes de
kernel, que sao utilizadas na estimacao das fungoes de volatilidade das curvas de juros.
Assim, é importante realizar a exposicao dessa técnica para entender o procedimento

utilizado na selecao da janela do nosso modelo proposto.

O erro quadratico médio integrado, ou EQMI, é expresso por:

[l -] w= [ iera—s [i@was [ serae

Como o tltimo termo nao depende de h, o objetivo ¢ minimizar os dois primeiros
termos com relagao a h. Conforme apresentado em Racine e Li (2007), essa minimizagao

se da a partir da relacao abaixo:

CVf(h)—%ilji%(Xi;Xj) - n(nil)hi i k(¥>

i=1 j#i,j=1
e normalmente se realizam algoritmos de busca numéricos.

Dado que CVy(h) = CVy, + s.o0., em que s.o. significa termos de ordem menor e que

ndo sao relacionados com “h". Pode ser mostrado que h = h° + 0,(h°), ou seja,
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h—h" h
ho EE—1—>O

em que a seta acima indica convergéncia em probabilidade, h é o valor de h que

minimiza CV;(h) e h° é o valor que minimiza CV/,.

Racine e Li (2007) apresenta também a seguinte convergéncia para o método de vali-

dagao cruzada por minimos quadrados:

J [f by~ )] da
infif [F ) = £(2)] da

—1

em que f(z,h) denota o estimador de kernel de f(x) com & selecionado por validagao

cruzada e f(x,h) é o estimador de kernel com h genérico.

4.1.3 Validacao Cruzada por Verossimilhanca

Esse método é menos utilizado que a validagao cruzada por minimos quadrados, dado
que pode apresentar problemas nas caudas da distribuicao. Assim, nao utilizamos essa
técnica diretamente na aplicagao do modelo proposto, mas apresentamos o método como
referéncia de mais uma forma de selecionar o parametro de suavizagao de kernel. A escolha

de h, nesse caso, busca maximizar a funcao de log verossimilhanca dada por:

L=InL=>Y Inf(X;)
1=1

em que f_;(X;) € o estimador leave-one-out de kernel de f(X;) definido como f_;(X;) =
1 n k XifXj
=R =1t A

A ideia é, portanto, utilizar a funcao densidade de probabilidade estimada pelo mé-

todo de kernel para aplicar o conceito de maxima verossimilhanca. Como a funcao de
verossimilhanca depende de h, conforme mencionado, escolhe-se o parametro de forma a

maximizar a fungao.
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4.2 Regressao nao paramétrica

Conforme mencionado, a estimacao da funcao de volatilidade das curvas de juros rea-
lizadas na aplicacao do modelo proposto é conduzida pelo método de kernel, por meio de
regressoes nao paramétricas. Sao essas fung¢oes de volatilidade que utilizamos como nput
para o aprecamento das opg¢oes em questao, sejam as opgoes sobre os titulos zero cupom,
sejam as opcoes sobre o IDI. Nesse contexto, é importante discorrer sobre os métodos
de regressao paramétricos e os nao paramétricos para justificar a escolha do modelo nao
paramétrico neste trabalho. Sabe-se que a forma funcional verdadeira da regressao quase
nunca é conhecida, sendo essa uma desvantagem do método paramétrico, que exige que
se especifique a forma paramétrica do modelo exata antes da estimacao. Se a funcao de
média condicional, a possivel heterocedasticidade ou a funcao de correlacao serial forem
incorretamente especificadas, podem surgir problemas de parametros estimados inconsis-

tentes e inferéncia invalida.

Assim, o método de regressao nao paramétrico pode ser usado para evitar mé espe-
cificacao da forma funcional da regressao, mas cabe ressaltar que esse método exige um
nimero maior de observagoes para atingir o mesmo grau de precisao que uma regressao

paramétrica corretamente especificada.

4.2.1 Estimacao de kernel constante local

De acordo com Hansen (2009), a regressao de kernel constante local, também chamada
de regressao de Nadaraya-Watson, consiste em estimar um parametro y dados os valores
de uma variavel X; = z, que chamamos de fun¢do g(z). Uma forma de realizar essa
estimacao é considerar uma vizinhanca do ponto z, observando que X; apresenta uma
probabilidade positiva de assumir o valor z. Deve-se observar o nimero de observagoes
nessa vizinhanga (que serd crescente com a amostra), e extrair a média dos valores de
y; para esses dados. Um aspecto importante é determinar o tamanho da vizinhanga de
modo a otimizar o trade off entre a variagdo na fungao g(z) (viés da estimagao) contra o

namero de observagoes na vizinhanga (variancia da estimagao).

Nesse contexto, consideremos o seguinte modelo de regressao nao paramétrico:

yi=g(x;) +u;, i=1,...,n

em que ¢(+) é a func¢do desconhecida a que nos referimos acima. Em Racine e Li (2007)
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é provado que E(Y/X) é o preditor 6timo de Y dado X, uma vez que o erro quadrético

médio (EQM) desse preditor é o menor possivel:

E{lY —r(X)]"} > E{[Y — E(V|X)]'}

em que r(X) é qualquer outro preditor de Y dado X.

Sabe-se da definigao de esperancga de variaveis continuas que:

BIX =)= [ufyutuloy = LDy

Assim, é necessario estimar f, ,(z,y) e f(z) de acordo com a estimacao de densidade

de kernel ja apresentada neste trabalho.

Conforme apresentado em Racine e Li (2007), a estimacao de g(x) sera:

_ Syl y)dy T YK (5
f(z) > i K (%)

que nada mais é do que uma média ponderada de Y;:

9(x)

g(x) = Z Yiw;
i=1

E apresentada também em Racine e Li (2007) a prova para a seguinte relacio:

9(x) —g9(z) = Oy (Z 2+ (nhy ... hq)1/2>

da qual depreendemos que se cada janela hg tiver a mesma ordem de magnitude, a

escolha 6tima que minimiza EQM [§(x)] é hy ~ n~/(@+9),

Pode-se estabelecer também a normalidade assintotica de g(x) por meio do Teorema

Central do Limite (TCL) de Liapunov. A convergéncia ¢ dada por:

n-hy...hy <§](x) —g(x) — Z ths(x)> AN (0,k%0%(x)/ f(x))

em que By(x) = 5§ {2fi(2)gs(2) + [(2)gss(2)} / [ ().
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4.3 Selecao de janela constante local

Como se sabe, o método de kernel baseia-se na ponderagao dos valores observados
da variavel Y;. Assim, é necessario utilizar um parametro de ponderacao, ou suavizacao,
para realizar a estimacao. Portanto, nessa secao discutimos trés principais métodos de

selecao do parametro de suavizagao:

1. Método Rule-of-thumb e Plug-in
2. Método de validagao cruzada de minimos quadrados

3. Método AIC., ou AIC modificado

Lembrando que os métodos que utilizamos neste trabalho sao os dois tltimos enume-
rados acima. O método Rule-of-Thumb é computacionalmente simples, mas ele trata as
covariadas simetricamente, sem diferenciar distintos componentes que causam mudancas
na fungao de regressao g(z). Ja o método Plug-in pode ser computacionalmente bastante

intenso, sendo que decidimos por utilizar os outros métodos de selecao de janela.

4.3.1 Métodos Rule-of-thumb e Plug-in

O método Rule-of-thumb consiste em escolher o parametro hy como ¢, X; 54 n~1/(4+a)
com (s = 1,...,q), em que ¢, é uma constante e X, 44 é o desvio padrao amostral

de {X;s},—,. Essa escolha se deve a ordem do pardmetro 6timo de suavizagdo, que ¢
O (n~V/+0).

Esse método apresenta a vantagem de ser simples (computacionalmente), mas ele
trata todos os componentes (covariadas) de = simetricamente. Isso significa que esse
método nao apresenta flexibilidade para tratar diferentemente um componente z; e um
Z9, por exemplo, que podem representar componentes que causam mudancas na funcao

de regressao g(z).

Outro método utilizado é o Plug-in, que busca minimizar o EQM ponderado inte-
grado, que apresenta o formato [ E[j(z) — g(x)]2 V(z)dz, em que V(x) é uma funcao de

ponderagao nao negativa que garante que, assintoticamente, EQMPI seja finito.

Nesse método de escolha do parametro, pode-se estimar o termo a’, que consta na

expressao de “h”:
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RO =n V@t 00 com s=1,...,¢q

S

Lembrando que essa expressao apresenta o “h” que minimiza o EQMPI.

Essa estimacao do termo a’ pode ser computacionalmente intensa. Porém, mesmo
que exista uma forma fechada para a expressao de a?, ainda serdo necessarias estimagoes

nao paramétricas para componentes deste termo, o que complica o uso desse método.

Normalmente, o método Plug-in nao é usado em aplicagoes empiricas nao paramétricas
multivariadas, como discutido em Racine e Li (2007) e, assim, usamos outros métodos em

nosso trabalho.

4.3.2 Validagao cruzada de minimos quadrados

A ideia desse método de escolha do parametro de suavizacao é escolher hy, ..., h, de

modo a minimizar a funcao objetivo:

CVa(hn, .. hg) =0 (Vi — §i(X0))? M(X) (4.4)
i=1
em que §;(X;) = >0, VIK((Xi — Xi)/h)/ > 1 K((Xi — Xi)/h) é o estimador de
kernel leave-one-out de g(X;) e 0 < M(-) <1 é uma funcdo de peso.

Vale lembrar que o kernel leave-one-out consiste em realizar a estimacgao por kernel na
amostra excluindo uma observacgao de cada vez, de modo que se realizem tantas estimacoes

de kernel quantas forem as observagoes da amostra.

A ideia desse método é prever a amostra excluida pelo modelo estimado e comparar
esta previsao com o valor real da observacao, computando-se a diferenca. Deve-se buscar
minimizar o viés encontrado e ajustar a variancia correta do real processo gerador de

dados, de modo que nao haja “sobre suavizacao” ou “sub suavizacao” da curva estimada.

Para pesquisadores da area aplicada, os métodos de validacao cruzada sao interes-
santes ja que nao ¢ necessario conhecer as expressoes explicitas para os parametros de
suavizagao 6timos, sendo suficiente minimizar a funcao objetivo definida em 4.4, que pode

ser feito utilizando um procedimento de otimizag¢ao numérica padrao.
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4.3.3 Critério AIC,. para selecao de janela

Esse método de selegao de janela de kernel é um dos que utilizamos na parte aplicada
do nosso modelo proposto, sendo que foram apresentadas suas propriedades em amostras
finitas no trabalho original que propds o método, de Hurvich, Simonoff e Tsai (1998). A
ideia da técnica é modificar o critério de informacao de Akaike no sentido de utiliza-lo
para métodos nao paramétricos. A abordagem de Hurvich, Simonoff e Tsai (1998) é valida
para estimadores que podem ser escritos como combinagoes lineares de outras variaveis e,

portanto, é diretamente aplicavel a uma vasta gama de estimadores nao paramétricos.

O critério de informacgao em questao é apresentado em Racine e Li (2007) na seguinte

forma:
AIC: =1n(6%) + 5 _1{;?;;?/ ;} n (4.5)
5 =23 (- g(x)) (4.6)

Sabe-se que o trabalho de Hurvich, Simonoff e Tsai (1998) desenvolve simulagoes para
mostrar que essa técnica de selecao de janela funciona bem quando comparada ao método

plug-in ja apresentado e com uma série de métodos de validagao cruzada generalizados.

Na parte aplicada do nosso trabalho, além dessa técnica de selecao de janela, utiliza-
mos também a validagao cruzada por minimos quadrados. Os autores Hurvich, Simonoff e
Tsai (1998) realizaram testes e mostraram que esses dois métodos apresentam as mesmas
propriedades assintoticas, fato que foi corroborado por Li e Racine (2004). Esse ultimo
trabalho inclusive mostrou que, para amostras pequenas, o critério AIC,. normalmente

apresenta resultados melhores que a validagao cruzada por minimos quadrados.

4.4 Selecao de janela linear local: validacao cruzada
por minimos quadrados

A principal diferenga da estimagao de kernel constante local e a estimacao linear local
é que a primeira pode apresentar problemas de grande viés quando estima-se a fungao

de regressao proximo ao limite (fronteira). Ja o estimador linear local apresenta uma
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corre¢ao para esse problema, dado que o viés nesse caso nao é fungao da densidade f(x).

Dada essa diferenca, faremos nessa secao a apresentacao da selegao da janela desse

outro tipo de estimacao de kernel pela validagao cruzada por minimos quadrados.

~

Seja §; .(X;) o estimador linear local leave-one-out. O par (a;,b;) ¢ a solugao de (a, b)

no seguinte problema de minimizacao:

n

X — X,

min Y, —a—(X; — X,)b° K (—J>

{ab} £ h
JFbj=1

Entao a; = §_; 1(X;) ¢ o estimador de kernel linear local leave-one-out de g(X;).

A ideia da validacao cruzada para a selecao da janela do kernel nesse caso é escolher

os valores de h, que minimizam:

1 .
CVir (ha,.. hg) = min = > [V; — §_; 1 (X3)]* M(X;)

em que M(-) é uma fun¢do de ponderacdo. Os autores Li e Racine apresentam que
o parametro de suavizagao linear local escolhido pela validagao cruzada converge para
o parametro de suavizacao 6timo, e a taxa de convergéncia é a mesma que no caso da

validacao cruzada constante local. A convergéncia é dada por:

2P
@, =6l

)

4.5 Regressao polinomial local - o caso univariado

Pode-se estimar também g(x) por meio de um estimador polinomial local. No caso
deste trabalho, estamos estimando uma func¢ao g(z) de volatilidade, em que a variavel
x representa os regressores que serao apresentados no proximo capitulo. Quando X é
univariado, um estimador de kernel polinomial local de p-ésima ordem é baseado na

minimizagao da seguinte funcao objetivo:

min i (Y;—bo—by(X; —2) — ... — by(X; —x)P)* - K (th— x)

{0,b1,.--,bq} “—
7j=1

Sejam b, os valores de b, (l=0,1,...,p) que minimizam a equagao acima. Entao bo
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d'g(z)

dax!

estima g(z) e llb; estima ¢®(z), em que ¢¥(z) = ¢ a derivada de l-ésima ordem de

g(r) coml=1,...,p.

Em nosso caso, o calculo das derivadas nao é necessario, ja que nao hé restrigoes
especificas acerca da funcao de volatilidade a ser estimada. Uma restricao que pode
ser aplicada a funcao em questao é a de positividade, ja que trata-se de uma variancia.
Vale lembrar que nas anélises de simulagao e na anélise empirica que desenvolvemos, o
método de estimador polinomial local e o método local constante apresentam os mesmos

resultados, e por isso apresentamos somente os resultados do método local constante.

E apresentado também em Racine e Li (2007) que pode-se estabelecer a normalidade

assintotica de §(x) e ¢ (x) por meio do TCL de Liapunov.

4.6 O caso multivariado

Esse caso se aplica quando ha mais de um fator modelado que afeta a série em questao.
No caso desse trabalho, como utilizamos cinco regressoes distintas para encontrar a fungao
de volatilidade da série, estamos abordando justamente o caso multivariado. Assim,
observamos nessa se¢do algumas caracteristicas acerca da funcdo g(z), ja apresentada

nas segoes anteriores.

O estimador polinomial local de p-ésima ordem ¢ apresentado em Racine e Li (2007),
em que se mostra a taxa de convergéncia quase-certa uniforme e o resultado assintético

de normalidade para o estimador polinomial local de g(x) e suas derivadas até a ordem

“n

p

A notagao utilizada por Racine e Li (2007) é:

[}

r=(ry,...,rg), rl=rl-.oor), 7= T,

J J
ro__ T1 T — E g
.%’—.CEl'...-.Cqu, —

emquer =71y +...+r, =7

Além disso, (D"g) (z) = 0" g()

Azt R
Usando essa notagao, pode-se aproximar g(z) localmente usando um polindémio mul-

tivariado de ordem p dado por:
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9(z)= Y (D7) g(v)umu(z — )" (4.7)

Pode-se definir uma fun¢ao multivariada de minimos quadrados ponderados por:

= . ’ Xi—x
;;{x X h x>}.K( ) (4.5)

Minimizando 4.8 com relacao a cada b, fornece uma estimativa IA)T(:E), e por 4.7 sabe-se
que rlb, () estima (D"g) (z) tal que (D"§) (z) = rlb,(x). Assim, essa minimizacao fornece
um estimador de kernel polinomial local de p-ésima ordem, ou seja, esse é o procedimento
de estimacao das proprias regressoes de kernel que utilizamos no capitulo seguinte, sobre

a aplicacao do modelo proposto.

A estimacgao da funcao de volatilidade para uma certa maturidade é realizada através

da seguinte especificagao, seguindo Jeffrey et al. (2004):

(1’ 7_) o izyzl Khac (th - x)(yti+1 (T) - yti<7—>>2
YT Y K, (X, — )

(4.9)

Assim, a ideia geral é estimar a fungao de variancia fazendo uma regressao nao para-
métrica dos desvios quadréticos das taxas observadas gy, em relagao a sua média, que é a
proxy da variancia nao observada da taxa de juros, em relagao a um conjunto de variaveis

explicativas X;,, e obter a fungao de volatilidade como a raiz desta estimativa.
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5 Aprecamento nao paramétrico de
opcoes

Nesta secao discutimos os aspectos especificos da implementagao da metodologia de
kernel para a estimacao da funcao de volatilidade em modelos HJM Gaussianos e a con-
sequente utilizagao deste modelo para o aprecamento de opc¢oes. Para isso realizamos
duas analises - a primeira é uma analise de Monte Carlo comparando o desempenho das
diversas espeficagoes para a obtencao de precos de opgoes de compra sobre titulos zero
cupom, assumindo que o processo gerador de dados é um modelo Vasicek com dois fato-
res. Na anélise empirica calculamos o preco de opcoes de compra sobre o IDI no mercado

brasileiro, usando dados de mercado.

5.1 Simulacoes

Como sera discutido a seguir, a metodologia de estimagao da fungao de volatilidade
pode ser realizada usando diferentes especificacoes para a regressao por kernel na estima-
¢ao da fungao de volatilidade. A analise de Monte Carlo permite comparar o desempenho
dessas diferentes especificacoes com o preco tedrico do modelo, sendo que esse procedi-
mento de simulagao assume como processo gerador de dados um modelo Vasicek de dois
fatores. De acordo com a especificagao usada em Nawalkha, Beliaeva e Soto (2007), temos

que a taxa de juros de curto prazo, nesse processo, ¢ dada por:

F(t) = 3(t) + Yi(t) + Ya(t), Yi(0) =0 e Y3(0) =0 (5.1)

Sendo que os dois fatores Y] e Y, apresentados sao varidveis de estado e seguem as

seguintes dinamicas:

dYi(t) = ==, Y1 (t)dt + 1 dWy, Y1(0) =0 (5.2)
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dYy(t) = —RaYa(t)dt + vadWy, Y3(0) =0 (5.3)

Dados os fatores latentes, pode-se aplicar o Lema de [t6 sobre o processo de pregos
dos titulos e tomar a expectativa sob a medida neutra ao risco. Como esse modelo é afim,

encontramos a dinamica dos precos dos titulos como sendo:

P(t,T) = AN -B1OYi ()= Ba(r)Ya()=H(LT) (5.4)

Em que:

H(L,T) = / ' S(v)dv = H(0,T) — H(0,t) = A(T) — A(t) — InP(0,T) + InP(0,t) (5.5)

Nesse contexto, é importante ressaltar algumas vantagens de se utilizar um modelo
com dois fatores para encontrar o precgo tedrico das opgoes. Segundo Stehlikova e Sevcovic
(2008), nos modelos de um fator, a estrutura a termo da taxa de juros é completamente
determinada pela origem, ou seja, a taxa de curto prazo. No sentido de permitir diferentes
estruturas a termo, partindo de uma mesma origem, surgiram modelos com mais de um
fator. O artigo menciona, com base em outros estudos, que os modelos com dois fatores
apresentam maior acuracidade no aprecamento de opcoes, quando comparados a modelos

de um tnico fator.

Assim, a principal vantagem deste modelo Gaussiano de dois fatores é que a curva
de volatilidade da taxa a termo pode assumir valores mais realistas e, assim, o processo
gerador de dados é uma representacao apropriada para a analise da metodologia proposta.
Formulas fechadas para a obtencao de pregos de derivativos, em especial opc¢oes sobre
titulos zero cupom, sdo apresentadas em Nawalkha, Beliaeva e Soto (2007), permitindo a

comparagao direta com os precos obtidos por nossa metodologia.

Assumimos duas especificagoes para o processo de Vasicek. Na primeira simulagao
os parametros sao dados por Ky = .8, ko = .7, v = .1, 15 = .1 e p; = —.3 , seguindo
a notagao apresentada em Nawalkha, Beliaeva e Soto (2007). Na segunda simulagio
assumimos que os parametros v, e v, sao variantes no tempo, seguindo um processo
de Feller com parametros de reversao a média .2 e variancia da variancia igual a .1.
Esta especificagao com estes parametros variantes no tempo tem o objetivo de verificar a

robustez do método de HJM Gaussiano quando o verdadeiro processo é nao homogéneo



58

no tempo.

Assumimos maturidades com 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 30, 36, 48, 60, 72, 90, 108
e 120 meses com um delta de 1/252 (dados diarios) entre cada observagao da curvas.
Para obter curvas mais realistas, adicionamos um erro de observacao aditivo aos precos
de titulos simulados, mimetizando efeitos de bid-ask spread. Realizamos uma suposi¢ao de
normalidade desses erros, com média nula e desvio padrao igual a 0,0035, valor calibrado
para reproduzir o bid-ask spread observados em titulos do Tesouro Americano. A robustez
do método de kernel em relagao a este erro de medida é uma das vantagens fundamentais

do método, como discutido em Jeffrey et al. (2004).

Na analise de simulacao geramos curvas com 250 e 500 observacoe no tempo, e re-
alizamos 500 replicagoes do experimento de Monte Carlo. Nas tabelas de resultados
apresentamos os resultados do erro quadratico médio entre o preco da opg¢ao obtido com
o modelo HJIM Gaussiano usando as fungoes de volatilidade estimadas e o verdadeiro
preco da opc¢ao usando os verdadeiros parametros do processo Vasicek. Em cada Tabela
analisamos a estimacao de cinco diferentes espeficagoes para as variaveis independentes,
considerando o método de kernel local constante, e analisamos o efeito da escolha de ja-
nela 6tima por validagdo cruzada generalizada usando Minimos Quadrados e por AIC.
A estimacao em questao, tanto para esse modelo quanto para o segundo, é realizada por

meio de uma fungao de kernel gaussiana.

A estimacao da volatilidade a que nos referimos deve ser realizada considerando a
suposicao de varidncia constante no tempo, porém variante entre as maturidades. Assim,
¢ importante ressaltar que realizamos a estimacao da fungao de volatilidade das taxas a
termo em func¢ao das diferentes covariadas escolhidas em cinco distintas especificagoes da
regressao nao paramétrica. A funcao de volatilidade de interesse, porém, é a dos precos dos
titulos zero cupom associados a essas taxas, sendo que, para tanto, é necessario integrar
a funcao de volatilidade da taxa a termo em relacao a maturidade. Assim, sob a referida
suposicao de constancia da volatilidade no tempo, essa integral resulta no produto entre

o tempo até a maturidade e a propria variancia da taxa.

A intuicao acerca dessa integragao é apresentada no trabalho de Jeffrey et al. (2004),
em que o estimador proposto para uma funcao de volatilidade de observacoes de um pro-
cesso discreto em uma dada maturidade é o somatorio das ponderacoes das observagoes
pelo método de kernel ao longo do tempo. Assim, como em nosso trabalho estamos consi-
derando as variaveis como continuas, é necessario aplicar a integral, e nao o somatorio, ao

longo das distintas maturidades, ja que consideramos diversas maturidades em um dado
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dia.

Conforme mencionado, nés analisamos cinco diferentes especificagoes para a regressao
nao paramétrica usada na estimacao da funcao de volatilidade. O primeiro modelo, que
denominamos Modelo 1, realiza uma regressao do rendimento menos a sua média ao
quadrado contra as maturidades das taxas em um dia, usando uma especificacao similar
a proposta em Mercurio e Moraleda (2000), que assume uma fungao de volatilidade como
funcao das maturidades da curva. Neste procedimento estimamos esta regressao dia a
dia na curva de juros, e assumimos que a funcao de volatilidade é a média de todas estas

curvas no tempo.

O segundo modelo usa a mesma especificagao para a estimagao cross section, mas
usando uma ponderacao distinta para as diversas func¢oes de volatilidade estimadas,
usando pesos obtidos através de uma ponderagao definida pela funcao de kernel quadra-
tica espectral, estudada por Andrews (1991) para a estimac@o de matrizes de variancia
de longo prazo, usando uma funcao que assume processos dependentes no tempo, con-
forme discutido em Zeileis (2004). Para tanto, o modelo utiliza pesos w(j) derivados da
estimacao nao paramétrica da variancia de longo prazo Vl;f‘ estimada para os rendimentos

quadraticos:

) (n=1) -

Vb= Y w(inG) (5.6)

j=—(n-1)

—

com v(j) denotando a fungao de autocovariancia e w(j) sendo uma sequéncia de pesos
na forma w(j) = K(j/b). No caso, K(-) ¢ uma funcdo de kernel continua com K(0) =1e
b ¢ um parametro de janela com b — oo quando n — 00, estimado usando a regra definida
em Andrews (1991).

O objetivo deste método de ponderacao é robustificar a estimacao do modelo HJM
Gaussiano na presenga de uma estrutura de volatilidade variante no tempo. Desta forma,
a funcao de volatilidade estimada é uma média das curvas de volatilidade mais proximas,
média calculada levando em conta a dependéncia temporal entre estas curvas estimadas
usando-se as propriedades assintéticas da variancia de longo prazo deste processo. Espera-
se que o ajuste dos precos com essa ponderagao seja superior ao do primeiro modelo quando
nao se faz a suposicao de volatilidade constante, questao que é discutida em breve nos

resultados do modelo.

O terceiro modelo, por sua vez, ja é uma regressao no tempo, em que a variancia para
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cada maturidade é estimada regredindo de forma nao paramétrica as taxas centradas ao
quadrado contra seu valor no periodo passado. Nesse caso, estamos considerando que a
variancia segue um processo autorregressivo de ordem um, e realizamos uma estimacao
para cada maturidade observada, obtendo os valores ajustados como previsao da fungao

de variancia do processo.

Um conjunto de regressores que teoricamente forneceria bastantes informagoes na
explicacao da volatilidade da taxa de juros seria o valor passado de todas as taxas de
diferentes maturidades. No entanto, o modelo 3 mencionado utiliza apenas o valor defa-
sado de uma variavel (apenas uma maturidade). O motivo de nao realizarmos um modelo
completo de vetor autorregressivo para desenvolver essa regressao ¢ basicamente que a
velocidade de convergéncia dos estimadores para o pardmetro populacional seria ainda
mais lento do que normalmente ja é nos modelos nao paramétricos, e isso poderia gerar
viés na anélise, problema conhecido como maldi¢ao da dimensionalidade. Assim, consi-
deramos que a taxa em dada maturidade depende de seu valor passado, mas nao depende

das defasagens das taxas em outras maturidades.

Para tentar adicionar mais informagao na estimacao da funcao de volatilidade, mas
ao mesmo tempo evitando o problema de dimensionalidade, usamos uma decomposicao
de componentes principais na curva e extraimos os dois primeiros componentes princi-
pais. Esta informacao é utilizada nas estimacoes dos dois préoximos modelos. Neste caso
realizamos uma decomposi¢ao de componentes principais para a curva de juros, e regre-
dimos o rendimento centrado ao quadrado de cada maturidade contra os componentes
principais ao quadrado. No Modelo 4 das tabelas, a variavel independente é o primeiro
componente da decomposi¢ao mencionada, enquanto o Modelo 5 utiliza os dois primeiros

componentes.

Para ilustrar as regressoes descritas, podemos apresentar a estimagao da volatilidade

que consta em Jeffrey et al. (2004):

(Q? 7_) _ iz?:l Khw (th - 'T)(yti+l (T) - yti(T))2
YT S K, (X, — )

(5.7)

Nessa equagao, 72 ¢ a volatilidade estimada, Kj(-) ¢ a fungao de kernel gaussiana e h, ¢
uma sequencia de janelas de kernel. Em nosso trabalho, a varidvel X;, sao as maturidades
no caso dos modelos 1 e 2, o valor defasado do proprio rendimento do titulo para o modelo
3 e, para os modelos 4 e 5, o0s regressores serao o primeiro e os dois primeiros componentes

principais da série, respectivamente.
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Conforme descrito, as regressoes de kernel utilizadas apresentam os seguintes forma-

tos, respectivamente, para os cinco modelos, seguindo a notagao de Jeffrey et al. (2004):

1300 Ko (T) e (7) — (7))

32(1) = = 5.8
Y ( ) A Zi:1 Kh.r (7_) ( )
5/2<y7 7_) _ i Z?:l Khy (ytn—li - y>2(yti+1 (T) — Y, (T))2 (59)
A Zi:1 Kh, (Ye-1, — Y)?
- 130 Khyeas (PCAL?) (Y34 (7) — (7))

2 _ =1 pcal i+1 i 510
’}/ (pcala T) A ZZL:I thcal (PCA1t12> ( )
72 (pcay, peag, T) = La (5.11)

yo\pcay, pcaz, T) = Ab .

Em que:
a= Z thcal (PCAltl2> thcaQ (PCA2ti2)(yti+1 (T) - yti (T)>2 (512)
=1
b= K, (PCAt?) Ky,,,(PCAst?) (5.13)
=1

Lembrando que a primeira regressao refere-se aos dois primeiros modelos, ja que a
diferenca entre eles esta basicamente na ponderacao das diferentes volatlidades calculadas

para cada dia (dessa forma, a regressao é a mesma).

Para cada um desses modelos, utilizamos duas técnicas de selecao de janela 6tima
apresentadas por Racine e Li (2007), que sdo denominadas nas tabelas de resultado como
MQ e AIC. As janelas em questao sao respectivamente calculadas por validacao cruzada

de minimos quadrados e pelo critério modificado de AIC, apresentados anteriormente.

5.2 Aprecamento de opcoes sobre titulos zero cupom

No procedimento de simulagao, analisamos os precos de opcoes de compra sobre titulos

zero cupom com valores de face iguais a um. Como discutimos anteriormente, temos
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formulas analiticas para este preco em modelos afins, em especial o modelo Vasicek que é
assumido como o processo gerador de dados. O aprecamento de opcoes sobre titulos zero
cupom, de acordo com Andersen e Piterbarg (2010), é feita no modelo HIM Gaussiano

de acordo o valor que a opgao de compra europeia paga na data da maturidade:

V(T) = (P(T,T*) - K)*, T* > T (5.14)

Quando o prego do ativo na data da maturidade P(7,T™*) for maior que o prego de
exercicio da opcao K, ela é exercida. No caso do modelo HJIM Gaussiano, a op¢ao em

questao é precificada da seguinte forma:

V(T) = P(t,T")®(d,) — P(t, T)K®(d_) (5.15)

Em que:

4, = n(P(T) /([\(/J;(t, T))) + v/2 (5.16)

v = /t lop(u, T*) — op(u, T)|*du (5.17)

com T™ denotando o periodo em que ¢é realizado o aprecamento, 7" a maturidade do
titulo e op(u, T*) e op(u, T) denotam as volatilidades do titulo zero cupom nos periodos
T* e T. Note que a funcao de volatilidade é usada no calculo do termo v, que é a integral
da funcao de volatilidade do preco do titulo entre esses dois periodos, notando que a
volatilidade do preco do titulo em um modelo HIM Gaussiano é obtida como a integral
da funcao determinista da volatilidade da taxa, o que neste caso representa multiplicar a
volatilidade da taxa pelo diferencial de tempo entre 7" e T', como discutido em Filipovic
(2009).

Dada a explicacao dos modelos utilizados na estimacao da volatilidade e no apreca-
mento das opgoes, explicitamos alguns resultados. A seguir apresentamos alguns graficos
gerados pelas simulac¢oes, em que cada curva apresentada representa uma maturidade da

taxa:
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Nas figuras 1-4 mostramos exemplos das estruturas a termo simuladas pelo processo
Vasicek com dois fatores, sendo que cada uma das distintas maturidades da taxa esta
designada com uma cor diferente e exposta na legenda dos graficos. Apresentamos as
simulagoes com 250 e 500 observagoes para 0s processos com parametros vy e v, constantes
e variantes no tempo, sendo que é possivel notar que os processos simulados geram curvas

bastante complexas e similares as observadas para processos reais de juros.

No exercicio de simulagao assumimos o aprecamento de opc¢oes de compra sobre titulos
zero cupom com maturidade de 10 anos, assumindo-se tempo até a maturidade da opc¢ao
de 1 ano, .5 e .25 anos. Em cada caso assumimos diversos precos de exercicio para o
opgao, que sao aproximados para ter casos de opgoes in, at e out-of-the money em cada
tempo até a maturidade, como discutido em Mercurio e Moraleda (2000), que realiza um

experimento similar.

Nas tabelas 1-4, sao apresentadas as raizes dos erros quadraticos médios da com-
paragao entre o prego simulado pelo modelo Vasicek com dois fatores das opgodes sobre
titulos zero cupom e o preco calculado por cada um dos cinco modelos, além do modelo
de referéncia usando o HJM Gaussiano calibrado pela analise de componentes principais
(PCA), que é uma forma nao paramétrica bastante comum de calibragdo de modelos HJIM

Gaussianos, como discutido em Jarrow (2002) e Filipovic (2009).

A tabela 1 mostra a raiz do erro quadratico médio do apregamento de opgoes sobre
um titulo zero cupom, cuja dinamica de precos e taxas é encontrada a partir do modelo
Vasicek com dois fatores. No caso, consideramos a volatilidade da série de juros como
constante no tempo e a amostra considerada é de 250 dias. Analisando os modelos em
cross section (modelos 1 e 2), notamos que o valor da REQM aumenta com o prego
de exercicio da opcao e diminui com o prazo até a maturidade. Na tabela 1, pode-se
observar os valores do modelo 1 em vermelho corroborando essa constatagao de aumento
do erro com o prego de exercicio maior. Ja em azul pode-se observar a redugao do erro

de aprecamento com a elevacao do prazo até a maturidade.

Desses primeiros resultados pode ser depreendido que a REQM diminui com o prazo
até a maturidade provavelmente porque uma opg¢ao com prazo até a maturidade mais
longo deve ter maior probabilidade de exercicio (dado um mesmo strike), sendo que a
acuracidade do célculo nesse caso deve ser maior. A medida que o prazo até a maturidade

diminui, e a opgao esté out-of-the-money, sua probabilidade de exercicio se reduz.

Corroborando a anélise anterior, outra constatacao importante ¢ que a REQM au-

menta a medida que o prego de exercicio da opcao aumenta, fato que pode se dever ao
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Tempo até a

Maturidade Preco de exercicio 0.45 0.5 0.55 0.6

PCA 0.056 0.069 0.076 0.075
Modelo 1 - MQ 0.002593 0.004392 0.005557 0.006184
Modelo 1 - AIC 0.002606 0.004413 0.005580 0.006190
Modelo 2 - MQ 0.000645 0.002854 0.006051 0.008365
Modelo 2 - AIC 0.000645 0.002850 0.006039 0.008351

0.25 Anos Modelo 3 - MQ 0.001326 0.003080 0.004556 0.005452
Modelo 3 - AIC 0.001319 0.003064 0.004527 0.005421
Modelo 4 - MQ 0.001014 0.002552 0.004586 0.005855
Modelo 4 - AIC 0.001013 0.002547 0.004582 0.005854
Modelo 5 - MQ) 0.001013 0.002550 0.004584 0.005855
Modelo 5 - AIC 0.001012 0.002543 0.004576 0.005854

{Z;ﬁi‘; ngij Preco de exercicio  0.48 0.53 0.58 0.63

PCA 0.037  0.049 0.059 0.062
Modelo 1 - MQ 0.000719 0.001626 0.003930 0.006944
Modelo 1 - AIC 0.000725 0.001634 0.003926 0.006926
Modelo 2 - MQ 0.000323 0.002140 0.006524 0.009918
Modelo 2 - AIC 0.000323 0.002140 0.006517 0.009908

0.5 Anos Modelo 3 - MQ) 0.000237 0.000926 0.002595 0.004465
Modelo 3 - AIC 0.000234 0.000921 0.002593 0.004463
Modelo 4 - MQ) 0.000205 0.000871 0.002640 0.004613

Modelo 4 - AIC 0.000205 0.000871 0.002651 0.004629
Modelo 5 - MQ 0.000206 0.000872 0.002645 0.004618
Modelo 5 - AIC 0.000206 0.000872 0.002657 0.004648

Tempo até a

Maturidade Preco de exercicio 0.5 0.55 0.6 0.65
PCA 0.029 0.041 0.051 0.056
Modelo 1 - MQ 0.000362 0.001398 0.004849 0.008258
Modelo 1 - AIC 0.000365 0.001398 0.004836 0.008238
Modelo 2 - MQ 0.000297 0.002219 0.007275 0.010601
Modelo 2 - AIC 0.000297 0.002218 0.007271 0.010593
1 Ano Modelo 3 - MQ 0.000091 0.000906 0.003582 0.005797

Modelo 3 - AIC 0.000091 0.000907 0.003587 0.005800
Modelo 4 - MQ 0.000089 0.000939 0.003729 0.006037
Modelo 4 - AIC 0.000090 0.000943 0.003743 0.006054
Modelo 5 - MQ 0.000090 0.000939 0.003733 0.006042
Modelo 5 - AIC 0.000090 0.000943 0.003752 0.006076

Tabela 1: REQM - aprecamento de opc¢ao sobre um titulo zero cupom - Volatilidade
constante no tempo - Amostra 250

menor nimero de exercicios das opg¢oes em questao, o que reduz o namero de pontos para
calcular os precos, aumentando a variancia. Assim, a menor probabilidade de exercicio

de opg¢oes out-of-the-money pode reduzir a acuracidade do célculo.
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Com relacao aos modelos em série temporal, alguns resultados sao muito similares.
A REQM dos modelos 3, 4 e 5 também tendem a aumentar com o preco de exercicio da
opc¢ao e diminuir com o prazo até a maturidade do titulo em questao. Entre as técnicas,
podemos perceber que o modelo 5 é, normalmente, similar ao modelo 4, evidenciando que
o acréscimo do segundo fator da anélise de componentes principais nao parece contribuir

significativamente para a acuracidade do célculo.

Na tabela 2 apresentamos os resultados para a estimagao usando o tamanho de amos-
tra igual a 500. Os resultados sao similiares aos encontrados na tabela 1. Podemos
constatar uma maior diferenca entre os valores dos erros utilizando cada um dos métodos
de selecao de janela de kernel. Em geral, o AIC, apresenta erro um pouco menor que
o outro critério, para quase todos os modelos. Essa caracteristica pode ser observada
pela diferenca entre os valores em vermelho (janela selecionada pelo critério de minimos
quadrados) e valores em azul (janela selecionada pelo critério AIC.). O modelo 4 foi
escolhido para mostrar essa caracteristica, mas outros modelos também apresentam essa

constatacao na maioria das especificagoes de pregos de exercicio e tempo até a maturidade.

Para buscar uma explicagao para esse fato, podemos nos referir ao trabalho de Li e
Racine (2004), segundo o qual as propriedades assintoticas de ambos os métodos sao as
mesmas, mas o critério AIC. normalmente apresenta resultados melhores que a valida-
¢ao cruzada por minimos quadrados em amostras finitas. Em ambas as tabelas pode-se
observar essa leve superioridade do critério AIC., mas esse comportamento evidencia-se

um pouco mais na analise com 500 observagoes.

Nas tabelas 3 e 4 apresentamos os resultados para o processo gerador de dados que
considera a func¢ao de volatilidade variante no tempo, i.e. 17 e 15 variam no tempo de
acordo com um processo de Feller. Em determinadas combinacoes de pregos de exercicio
e tempo até a maturidade, o modelo 2 de fato apresenta REQM menor que o primeiro
modelo, mas isso nao acontece na maior parte dos casos. Pode-se observar em destaque
na tabela 3 alguns exemplos em que o erro do modelo 2 (em azul) sdo maiores que os do
modelo 1 (em vermelho). Assim, pode-se concluir com base nos testes que a ponderagao
das estimacoes por kernel, nesse caso, nao agrega informacao consideravel ao aprecamento
das opcgoes. Vale lembrar que a comparacao que fazemos é relativa entre os dois primeiros
modelos, e ndo absoluta entre a REQM nos dois casos (com volatilidade constante e nao
constante), ja que os parametros do modelo Vasicek se alteram de um caso para outro,

alterando também os resultados absolutos.

Outra constatagao importante é que os erros sao, em geral, maiores nessas tabelas 3 e
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Tempo até a

Maturidade Preco de exercicio 0.45 0.5 0.55 0.6

PCA 0.059 0.071 0.076 0.073
Modelo 1 - MQ 0.004285 0.007211 0.008827 0.008236
Modelo 1 - AIC 0.004306 0.007244 0.008867 0.008269
Modelo 2 - MQ 0.002712 0.004383 0.007199 0.007943
Modelo 2 - AIC 0.002718 0.004386 0.007189 0.007932

0.25 Anos Modelo 3 - MQ 0.005479 0.008267 0.010043 0.009259
Modelo 3 - AIC 0.005467 0.008238 0.010004 0.009222
Modelo 4 - MQ 0.002744 0.005864 0.007516 0.007145
Modelo 4 - AIC 0.002730 0.005836 0.007483 0.007118
Modelo 5 - MQ) 0.005353 0.008023 0.009718 0.008958
Modelo 5 - AIC 0.005344 0.007998 0.009681 0.008924

{Z;ﬁi‘; ngij Preco de exercicio  0.48 0.53 0.58 0.63

PCA 0.039 0.051 0.060 0.062
Modelo 1 - MQ 0.001308 0.002663 0.004513 0.005948
Modelo 1 - AIC 0.001318 0.002681 0.004525 0.005943
Modelo 2 - MQ 0.001325 0.002917 0.007535 0.009454
Modelo 2 - AIC 0.001330 0.002920 0.007528 0.009446

0.5 Anos Modelo 3 - MQ) 0.002233 0.003811 0.004779 0.005074
Modelo 3 - AIC 0.002229 0.003801 0.004763 0.005057
Modelo 4 - MQ) 0.000375 0.001378 0.002880 0.004550

Modelo 4 - AIC 0.000370 0.001366 0.002865 0.004546
Modelo 5 - MQ 0.002161 0.003677 0.004603 0.004999
Modelo 5 - AIC 0.002157 0.003670 0.004593 0.005003

Tempo até a

Maturidade Preco de exercicio 0.5 0.55 0.6 0.65
PCA 0.031 0.043 0.052 0.056
Modelo 1 - MQ 0.000693 0.001777 0.004621 0.006726
Modelo 1 - AIC 0.000700 0.001785 0.004612 0.006707
Modelo 2 - MQ 0.000918 0.002808 0.008202 0.010035
Modelo 2 - AIC 0.000922 0.002810 0.008196 0.010030
1 Ano Modelo 3 - MQ 0.001315 0.002520 0.003630 0.004660

Modelo 3 - AIC 0.001313 0.002518 0.003631 0.004656
Modelo 4 - MQ 0.000178 0.000779 0.002320 0.004910
Modelo 4 - AIC 0.000181 0.000785 0.002322 0.004913
Modelo 5 - MQ 0.001260 0.002463 0.003658 0.004789
Modelo 5 - AIC 0.001257 0.002464 0.003671 0.004811

Tabela 2: REQM - aprecamento de opc¢ao sobre um titulo zero cupom - Volatilidade
constante no tempo - Amostra 500

4 quando comparados aos erros das tabelas 1 e 2. Como fazemos a suposi¢ao de variancia
constante na primeira analise, é esperado que o erro do aprecamento dos derivativos seja

de fato menor no primeiro caso. A variancia que se altera no tempo pode ser uma fonte
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Tempo até a

Maturidade Precgo de exercicio  0.45 0.5 0.55 0.6

PCA 0.054  0.067 0073 0072
Modelo 1 - MQ 0.002809 0.004827 0.006175 0.007255
Modelo 1 - AIC 0.002821 0.004846 0.006189 0.007254
Modelo 2 - MQ 0.001136 0.003738 0.007586 0.010060
Modelo 2 - AIC 0.001135 0.003735 0.007575 0.010047

0.25 Anos Modelo 3 - MQ 0.001047 0.002628 0.004673 0.005891
Modelo 3 - AIC 0.001045 0.002622 0.004667 0.005883
Modelo 4 - MQ 0.001014 0.002552 0.004586 0.005855
Modelo 4 - AIC 0.001013 0.002547 0.004582 0.005854
Modelo 5 - MQ) 0.001013 0.002550 0.004584 0.005855
Modelo 5 - AIC 0.001012 0.002543 0.004576 0.005854

{Eﬂ‘; ngij Preco de exercicio  0.48 0.53 0.58 0.63

PCA 0.035 0048 0057  0.060
Modelo 1 - MQ 0.000951 0.002648 0.005605 0.008807
Modelo 1 - AIC 0.000955 0.002651 0.005598 0.008787
Modelo 2 - MQ 0.000748 0.003179 0.008151 0.011668
Modelo 2 - AIC 0.000748 0.003178 0.008145 0.011662

0.5 Anos Modelo 3 - MQ) 0.000367 0.001556 0.004249 0.006767
Modelo 3 - AIC 0.000368 0.001562 0.004265 0.006779
Modelo 4 - MQ) 0.000367 0.001586 0.004370 0.006950

Modelo 4 - AIC 0.000367 0.001588 0.004380 0.006962
Modelo 5 - MQ 0.000367 0.001585 0.004371 0.006958
Modelo 5 - AIC 0.000367 0.001589 0.004387 0.006978

Tempo até a

Maturidade Preco de exercicio 0.5 0.55 0.6 0.65
PCA 0.028 0.039 0.049 0.053
Modelo 1 - MQ 0.000820 0.002753 0.006748 0.010231
Modelo 1 - AIC 0.000822 0.002752 0.006734 0.010210
Modelo 2 - MQ 0.000804 0.003403 0.009058 0.012469
Modelo 2 - AIC 0.000804 0.003403 0.009053 0.012464
1 Ano Modelo 3 - MQ 0.000380 0.001926 0.005503 0.008228

Modelo 3 - AIC 0.000380 0.001931 0.005519 0.008240
Modelo 4 - MQ 0.000383 0.001964 0.005660 0.008449
Modelo 4 - AIC 0.000383 0.001966 0.005671 0.008461
Modelo 5 - MQ 0.000383 0.001963 0.005661 0.008458
Modelo 5 - AIC 0.000383 0.001968 0.005681 0.008480

Tabela 3: REQM - aprecamento de opc¢ao sobre um titulo zero cupom - Volatilidade
variante no tempo - Amostra 250

de imprecisao no calculo, ja que estamos assumindo um processo HIM Guassiano que
assume uma fungao de volatilidade determinista, fato que é também observado na anélise

empirica deste trabalho, apresentada na proxima secao.
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Com relagao a outras constatacoes, é perceptivel que alguns padroes observados na
analise sob variancia constante também sao observados aqui: a REQM tende a aumentar
com o preco de exercicio e diminuir com o prazo até a maturidade. Além disso, a diferenca
entre os resultados das analises com ambas as janelas de kernel consideradas também se-
guem, via de regra, o padrao observado na primeira analise: os valores sao bastante
proximos, mas a janela de AIC, performa marginalmente melhor para todos os modelos,
com excecao do modelo 1. Esse fato pode ser justificado pelas constatacoes apresentadas
em Hurvich, Simonoff e Tsai (1998) que, conforme mencionado no capitulo 4 deste traba-
lho, rodaram simulagoes para mostrar que essa técnica de selecao de janela funciona bem

quando comparada a uma série de métodos de validagao cruzada generalizados.

Assim, podemos consolidar as principais conclusoes a respeito dos resultados apre-
sentados. Fica evidente em todas as tabelas que a raiz do erro quadratico médio do
aprecamento dos modelos propostos é consistentemente menor que a REQM do apreca-
mento realizado por meio da estimacao da volatilidade por PCA. Assim, o procedimento
de simulagao mostra por meio da repeticao que o modelo proposto apresenta um ajuste
mais acurado no aprecamento do derivativo em questao, quando comparado ao método

convencional de anélise de componentes principais.

Comparando os dois modelos em cross section, é possivel perceber que a REQM do
modelo 2 é normalmente menor que o do modelo 1 para precos de exercicio relativamente
pequenos, mas esse fato se inverte para valores maiores de precos de exercicio. Além disso,
parece haver outro padrao: & medida que o prazo até a maturidade do titulo aumenta, a

diferenca entre a REQM do primeiro modelo e do segundo parece diminuir.

Uma possivel explicacao para o fato de o erro computado ser menor, em média, para o
modelo 2 em relagao ao modelo 1 quando os precos de exercicio sao mais baixos pode ser
a maior acuracidade do calculo para strikes menores (opgoes mais in-the-money). Como
o modelo 2 realiza a ponderagao de kernel para estimar a funcao de volatilidade média
entre os dias analisados, ele pode apresentar um resultado superior em determinados casos,
fato que se evidencia em opcoes de preco de exercicio menor. No entanto, o fato de essa
diferenga entre os modelos diminuirem em certos casos (quando o prazo até a maturidade
aumenta, por exemplo), pode ser um indicativo de que a ponderacdo por kernel aplicada
ao modelo 2, para estimar a funcao de volatilidade média, pode nao agregar muitas

informacoes relevantes.

Com relacao aos modelos em série temporal, alguns resultados sao muito similares. A

REQM dos modelos 3, 4 e 5 também tendem a aumentar com o preco de exercicio da op¢ao
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Tempo até a

Maturidade Precgo de exercicio  0.45 0.5 0.55 0.6
PCA 0.057 0.068 0.073 0.071
Modelo 1 - MQ 0.003780 0.006299 0.008013 0.008315

Modelo 1 - AIC 0.003796 0.006322 0.008035 0.008327
Modelo 2 - MQ 0.001916 0.004807 0.008559 0.010539
Modelo 2 - AIC 0.001916 0.004805 0.008551 0.010524
0.25 Anos Modelo 3 - MQ 0.004902 0.008228 0.010314 0.009401
Modelo 3 - AIC 0.004885 0.008210 0.010294 0.009379
Modelo 4 - MQ 0.004779 0.008053 0.010098 0.009173
Modelo 4 - AIC 0.004765 0.008038 0.010081 0.009155

Modelo 5 - MQ) 0.004775 0.008048 0.010093 0.009170
Modelo 5 - AIC 0.004764 0.008036 0.010081 0.009154
{Eﬂ‘; ngij Preco de exercicio  0.48 0.53 0.58 0.63
PCA 0033  0.049 0058  0.059
Modelo 1 - MQ 0.001306 0.003348 0.006463 0.008548
Modelo 1 - AIC 0.001312 0.003355 0.006459 0.008532
Modelo 2 - MQ) 0.001110 0.004074 0.008993 0.012071
Modelo 2 - AIC 0.001110 0.004075 0.008990 0.012060
0.50 Anos Modelo 3 - MQ) 0.002094 0.004807 0.007205 0.007176
Modelo 3 - AIC 0.002088 0.004807 0.007217 0.007188
Modelo 4 - MQ) 0.002036 0.004757 0.007193 0.007211

Modelo 4 - AIC 0.002032 0.004759 0.007204 0.007226
Modelo 5 - MQ 0.002034 0.004754 0.007189 0.007209
Modelo 5 - AIC 0.002031 0.004759 0.007210 0.007233

Tempo até a

Maturidade Preco de exercicio 0.5 0.55 0.6 0.65

PCA 0.030 0.041 0.050 0.053
Modelo 1 - MQ 0.001032 0.003312 0.007356 0.009673
Modelo 1 - AIC 0.001034 0.003312 0.007343 0.009652
Modelo 2 - MQ 0.001069 0.004206 0.009873 0.012688
Modelo 2 - AIC 0.001069 0.004207 0.009870 0.012679

1 Ano Modelo 3 - MQ 0.001719 0.004597 0.007307 0.007629
Modelo 3 - AIC 0.001719 0.004604 0.007329 0.007648
Modelo 4 - MQ 0.001698 0.004614 0.007410 0.007789

Modelo 4 - AIC 0.001698 0.004622 0.007430 0.007812
Modelo 5 - MQ 0.001697 0.004612 0.007407 0.007787
Modelo 5 - AIC 0.001697 0.004622 0.007437 0.007821

Tabela 4: REQM - aprecamento de opc¢ao sobre um titulo zero cupom - Volatilidade
variante no tempo - Amostra 500

e diminuir com o prazo até a maturidade do titulo em questao. Entre as técnicas, podemos
perceber que a comparacao do modelo 4 com o modelo 5 mostra que hé pouca informagao

agregada pelo acréscimo do segundo fator da anélise de componentes principais, ja que o
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resultado desses dois modelos é bastante similar em todas as tabelas. Em destaque, na
tabela 4, pode-se observar essa constatagao comparando os valores em vermelho (modelo

4) com os valores em azul (modelo 5).

O modelo 3, por sua vez, apresenta um resultado relativamente maior que o 4 e o
5 na maioria das tabelas, com excecao de alguns pontos em que o preco de exercicio é
maior, em especial nas tabelas cujo ntimero de observagoes ¢ igual a 500. Assim, de uma
maneira geral, e modelo 3 é preterido em relacao ao 4 e ao 5. Essa questao pode ser
devida ao fato de nao utilizarmos as defasagens de todas as maturidades nesse modelo,
mas apenas de uma maturidade. Apesar de evitarmos que a convergéncia dos estimadores
fosse bastante lenta, fato que poderia ocorrer caso usassemos um VAR na estimacao, a

REQM computada por esse modelo é maior.

Assim, corrobora-se a conclusao que o modelo proposto apresenta resultados superi-
ores em termos de acuracidade no aprecamento de op¢oes sobre titulos zero cupom com
taxas simuladas por um processo de Monte Carlo, ja que a raiz do erro quadratico mé-
dio computada é, em média, menor que aquela computada pelo modelo PCA, bastante

utilizado na literatura.

5.3 Aplicacao empirica do modelo - aprecamento das
opcoes sobre o IDI

Para mostrar uma aplicacao do método para problemas reais, usamos o método para
realizar o aprecamento de opg¢oes de compra sobre o indice DI, um derivativo de taxas
de juros bastante importante no Brasil. Primeiramente, é importante discorrer sobre o
funcionamento do mercado de Depoésito Interfinanceiro para contextualizar o trabalho.
As opgodes sobre o indice de Depésito Interfinanceiro (IDI) sdo derivativos cotados em
pontos do indice, em que cada ponto é definido pela BM&F com o valor de R$ 1,00. Elas
sao chamadas de opgoes asiaticas, dado que seu retorno depende do prego médio do ativo
objeto ao longo do periodo analisado, e nao de seu valor no dia de vencimento da opcao

(como acontece com muitas outras opgoes no mercado).

Seu ativo objeto, o IDI, nada mais é que a acumulacao das médias das taxas de
deposito interfinanceiro de um dia. Essas taxas, por sua vez, sao calculadas com base nos
contratos de DI futuro, que sao instrumentos cujo valor de referéncia é de 100.000 pontos
na data de vencimento, e o preco de compra ou venda ¢é o valor presente desse montante

de referéncia (que é de R$ 100.000, dado que cada ponto possui o valor de R$ 1,00).
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Assim, a volatilidade que calculamos nessa se¢ao do trabalho por meio das regressoes nao
paramétricas de kernel nada mais é que o estimador da funcao de volatilidade dos PU

(pregos unitarios) dos contratos DII.

Os contratos DI Futuro sao altamente negociados no mercado brasileiro, sendo o
principal derivativo de juros baseado no CDI. Esse contratos possuem uma sistematica de
ajustes diarios e hé contratos vencendo todos os meses, sendo que eles refletem a taxa do

CDI do momento inicial até o vencimento do contrato.

Ja as opgoes sobre o IDI possuem uma liquidez bem menor que os contratos DI
Futuros. Esse fato pode se dever ao elevado valor relativo das opgoes, que pode afugentar
investidores menores, e também a falta de um modelo de aprecamento amplamente aceito
e com menos deficiéncias tedricas. Como o volume negociado é baixo, pesquisadores

normalmente enfrentam dificuldades na aplicagao pratica de modelos sobre esse derivativo.

Como referéncia, podemos observar a tabela 5 , em que sao apresentadas as médias de
volume negociado tanto das opg¢oes de compra sobre o IDI quanto dos contratos futuros
do DI de um dia (DI1) ao longo do més de outubro de 2013. Consta na tabela também a
média de contratos negociados de cada ativo, e pode-se observar que o volume de negocios
das opgoes de compra sobre o IDI é bastante reduzido quando comparado ao volume do

DI futuro.

Nuamero médio Média de contratos Volume médio
Ativo de negocios negociados negociado em R$
(Out/2013) (Out/2013) (Out/2013)
Opgao de compra 13 78326 R$ 10.014.353,47
sobre o IDI
Contrato DI 10974 1060016 R $ 91.469.179.304,91
Futuro

Tabela 5: Média do volume de negbcios em outubro de 2013 - IDI e DI Futuro

Nesse contexto, na busca por um modelo mais acurado de aprecamento de opgoes
sobre o IDI, diversas discussoes vém sendo apresentadas na literatura brasileira com os
mais diversos modelos. A formulagao tedrica original do aprecamento de opgoes sobre o
IDI no contexto de um modelo Vasicek foi proposta em Vieira e Valls (1999) e Valls e Vieira
(2001); o aprecamento em um contexto de modelos Cox-Ingersoll-Ross foi proposto em
Barbachan e Ornelas (2003), o uso do modelo de Hull-White foi discutido em Gluckstern
(2001) e uma abordagem baseada na calibragao de modelos HJM Gaussianos usando

andlise de componentes principais foi discutida em Barbedo, Lion e Vicente (2010).
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Para realizar o aprecamento das opcoes utilizando os resultados da estimagao da vola-
tilidade, realizamos a calibragao da fungao de volatilidade sobre o DI e fazemos a integral
dessa funcao com relagao a maturidade para encontrar a volatilidade do IDI. Lembrando
que isso ¢é possivel pois o IDI é uma acumulagao dos contratos DI de um dia e, portanto,
é similar a um titulo zero cupom. Como estamos no modelo HJM Gaussiano, podemos
modificar a funcao de aprecamento de uma opc¢ao de compra sobre titulo zero cupom para
o caso de uma opcao de compra sobre o IDI, dado que o fato de a volatilidade ser de-
terminista implica que ela varia de forma nao aleatoria com a maturidade, possibilitando
seu uso como nput da féormula de apregcamento em ambos os casos. Neste caso a formula
é uma generalizacao do modelo de Black apresentado no aprecamento de opgoes sobre

titulos zero cupom, usando um parametro de volatilidade integrada v dado por:

v /t o5 (4, T%) — o p(u, T)[2du (5.18)

com T° denotando o periodo de aprecamento da opcao e T sendo a maturidade da
opg¢ao. Nesse caso, o parametro v é calculado como a integral da funcao de volatilidade
entre um periodo 0 e um periodo de maturidade T. Como o IDI ¢ a acumulagao das taxas
DI, ele se comporta de forma anéloga a um titulo zero cupom e, assim, a volatilidade
do IDI pode ser calculada como a volatilidade de um titulo zero cupom com maturidade
T calculado com a estrutura a termo das curvas DI com maturidades 0 e T. Note que
nesse caso estimamos a funcao de volatilidade realizando a estimacao nao paramétrica
sobre as curvas de contratos de DI futuro no mercado brasileiro, e por nao arbitragem a
estimacao da funcao de volatilidade nesse caso serve para calcular a volatilidade do IDI

entre o periodo inicial e a maturidade da opgao.

Para o calculo da func¢ao volatilidade, os cinco modelos descritos na secao anterior,
sobre simulagoes, também sao utilizados nessa aplicagao sobre o IDI. Vale relembrar os
regressores de cada uma das fungoes utilizadas: nos denominados modelos 1 e 2, utilizamos
a propria maturidade das taxas analisadas como regressores. A diferenca basica entre esses
modelos estd na ponderagao das distintas fungoes de volatilidade estimadas para cada
dia da amostra, no sentido de encontrar uma funcao de volatilidade que é utilizada no
aprecamento das opcoes. Ja no modelo 3 o regressor é o valor da propria taxa quadratica
centrada em sua média no periodo anterior, considerando que a volatilidade segue um
processo autorregressivo. Para os modelos 4 e 5, respectivamente, consideramos como

regressores o primeiro e os dois primeiros termos da analise de componentes principais.

Neste caso, usamos diferentes janelas (amostras) de estimagao de curvas de DI para o
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Figura 5: Estrutura a Termo de DI Futuros - 1999-2013

calculo de fungoes de volatilidade, para verificar o impacto dessa escolha sobre os pregos
das opgoes. A analise ¢ feita com janelas de 22 dias (que ¢ aproximadamente um més em
dias uteis), 125 (aproximadamente 6 meses), 250 (aproximadamente um ano) e 500 (cerca
de 2 anos). A analise é realizada tomando-se os tltimos 300 pregoes antes de 26,/06/2013,
e o aprecamento ¢é feito para todas as opgoes de compra sobre o IDI que tenham sido
negociadas naquele dia. Assim precificamos os ultimos 300 pregoes, estimando a fungao
de volatilidade com janelas moéveis com os tltimos 22, 125, 250 e 500 curvas de juros de

DI anteriores a cada pregao.

Como a curva de DI nao é observada com maturidades fixas, interpolamos as curvas
de DI observada na BM&F com vencimentos variando de 21 a 840 dias, de modo a obter
17 maturidades igualmente espagadas nesse intervalo. Assim, a estimacao da volatilidade
dessa série com 17 maturidades é realizada por meio das regressoes de kernel e as pondera-
¢oes sao feitas para encontrar uma funcao de volatilidade que sera usada no aprecamento,
assim como ¢ feito na se¢ao das simulagoes. A figura 5 mostra a evolugao da estrutura de
DI Futuros negociada na BM&F entre 1999 e 2013, nas maturidades interpoladas descritas

acima.

Ja a tabela 6 mostra um exemplo de precificacao do método de kernel, usando o
método 3 discutido anteriormente, para precificar as opgoes de compra sobre IDI com
diferentes maturidades e tempo até vencimento no pregao do dia 04/04/2012, comparadas

ao precgo de fechamento de cada opcao. Nesta tabela temos o valor do IDI na data inicial,
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o tempo até a maturidade em anos, o valor de exercicio do contrato (strike) e os pregos
calculados pelo método de kernel nao paramétrico/HJM Gaussiano e, na ultima coluna,

o valor de fechamento dessa opg¢ao neste pregao.

Os trés valores apresentados em azul na tabela 6 representam as maturidades em que
o erro de aprecamento das opgoes sobre o IDI foi menor. Ja em vermelho sao apresentados
os trés piores resultados. Dessas constatagoes, pode-se depreender que o preco de mercado
nem sempre é bem aproximado por meio do modelo proposto. Assim, cabe ressaltar que
o preco de mercado esté sujeito a alteracoes nas expectativas, além de ter sido calculado
por meio de um modelo aceito (normalmente Black and Scholes), e nao reflete, necessa-
riamente, o preco que a opcao de fato deveria assumir. Por esse motivo, é natural que
o modelo proposto nao encontre sempre pregos proximos aos de mercado. O bom ajuste
do modelo é apresentado na secao de simulagoes desse trabalho, que compara o valor do

aprecamento pelo modelo proposto com o valor tedrico da opcao.

IDI Maturidade Strike Preco Kernel Prego Fechamento

1 137976.660 0.238  140800.000 0.726 16.090
2 137976.660 0.238  140900.000 0.519 0.230
3 137976.660 0.492 143800.000 50.288 75.210
4 137976.660 0.492 143900.000 46.728 36.290
5 137976.660 0.492 144000.000 43.392 14.680
6 137976.660 0.738 146400.000 239.083 387.490
7 137976.660 0.738 146500.000 231.225 305.290
8 137976.660 0.738 146800.000 208.964 113.070
9 137976.660 0.738  146900.000 201.966 72.360
10 137976.660 0.738 147000.000 195.170 43.260
11 137976.660 0.738 147100.000 188.572 24.040
12 137976.660 0.738 147200.000 182.168 12.360
13 137976.660 0.738 147300.000 175.953 5.850
14 137976.660 0.738  147400.000 169.922 2.550
15 137976.660 1.226  152500.000 867.312 882.140
16 137976.660 1.226  153000.000 810.415 590.780
17 137976.660 1.226  153300.000 T777.828 447.850

Tabela 6: Apregamento de opgao de compra do IDI - Pregao 04/04/2012 - Método 3

As figuras 6-9 mostram alguns exemplo de func¢oes de volatilidade estimadas pelas
diversas metodologias de kernel para a série de DI. O dia da estimacao em questao foi
15/10/2012, comparando diversos métodos e janelas de estimagao. Pode-se observar que
o modelo 1 com janela de 500 dias (figura 6) apresenta uma fungao de volatilidade com
formato atipico se comparada com a literatura. No artigo de Mercurio e Moraleda (2000),
por exemplo, hd uma discussao acerca do formato tipico de fung¢des de volatilidade de

estruturas a termo da taxa de juros, deixando claro que o formato arqueado (humped-
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Figura 6: Funcao de volatilidade pelo modelo 1 - Dia 2012-15-10 - Amostra com janelas
de 500 dias

shaped) & normalmente encontrado em trabalhos empiricos. De acordo com os autores,
muitos trabalhos tedricos nao captam essa caracteristica realista da funcao. Podemos
notar que, usando a janela de 500 com o modelo 4 (figura 7), conseguimos capturar
esse padrao tipico de funcao de volatilidade. No entanto, o formato da curva depende
bastante da janela de estimacao utilizada. Por exemplo, usando janelas mais curtas para o
método 4 (figuras 8-9) o formato da fungao de volatilidade se altera bastante, capturando

a mudanga no padrao de volatilidade observado nas série de DI.

As tabelas 7 -10 mostram os resultados acumulados do apregamento usando as quatro
distintas amostras e cinco métodos, agregando os resultados de aprecamento de todas as
opgoes de compra negociadas na BM&F nos altimos 300 pregoes antes de 26/06/2013, com
distintas maturidades e strikes. Com relagao aos resultados obtidos, o primeiro importante
ponto a ser mencionado é a magnitude dos valores apresentados. Sabe-se que os prémios
das opc¢oes sobre o IDI sao bastante elevados, dado que os lotes de contratos DI1 sao de
alto valor. O lote padrao de negbcios de DI1 é de 5 contratos, sendo que cada contrato
equivale ao valor presente de R$ 100.000,00, conforme discutido no inicio dessa secao.
Assim, para algumas observacoes das tabelas, o erro pode ser percentualmente pequeno.
Porém, conforme discutido, os valores de mercado das opgoes nao necessariamente refletem
o valor real que a opcao deveria assumir, sendo que erros grandes nao implicam em um

mal ajuste do modelo.
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Figura 7: Funcao de volatilidade pelo modelo 4 - Dia 2012-15-10 - Amostra com janelas
de 500 dias
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Figura 8: Funcao de volatilidade pelo modelo 4 - Dia 2012-15-10 - Amostra com janelas
de 22 dias
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Figura 9: Funcao de volatilidade pelo modelo 4 - dia2012-15-10 - Amostra com janelas de

125 dias

Tabela 7: Aprecamento de opgoes sobre IDI - Amostra com janelas de 22 dias

Tabela 8: Aprecamento de opgoes sobre IDI - Amostra com janelas de 125 dias

Tabela 9: Aprecamento de opgoes sobre IDI - Amostra com janelas de 250 dias

EM REQM EAM
Modelo 1 -46.761166 254.829162 87.349967
Modelo 2 -45.023716  262.044923 90.160737
Modelo 3 60.006274 254.507967 60.499900
Modelo 4 59.998458 254.611075 60.512218
Modelo 5  60.088302 254.944957 60.578615

EM REQM EAM
Modelo 1 -25.296524 238.437783 75.950551
Modelo 2 -2.900870 232.073306 66.116314
Modelo 3 8.061941 268.613400 76.666328
Modelo 4 5.460418 269.301026 77.834928
Modelo 5 8.027997 268.414380 76.665955

EM REQM EAM
Modelo 1 -3.411557 219.023462  62.305738
Modelo 2 27.753802 220.838958  49.669030
Modelo 3 -146.713758 493.835845 198.140595
Modelo 4 -150.323672 497.891363 200.396225
Modelo 5 -146.590064 493.783066 198.203904
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EM REQM EAM
Modelo 1 -2.285512  212.014386  59.754696
Modelo 2 -108.768341 388.191697 166.246454
Modelo 3 -58.067898 336.785319  70.408238
Modelo 4 -58.811975 338.797761  70.996572
Modelo 5 -58.033748 336.679289  70.378564

Tabela 10: Aprecamento de opcoes sobre IDI - Amostra com janelas de 500 dias

Outros aspectos importantes a serem relatados sao as medidas de ajuste apresentadas
nas tabelas. O erro médio (EM) reflete o viés do modelo em relagao aos precos de mercado
das opgoes consideradas, enquanto a raiz do erro quadratico médio (REQM), considerada
na analise das simulagoes, reflete nao s6 o viés, mas a variancia também. O erro absoluto
médio (EAM), por sua vez, é a média dos modulos dos erros, de modo que nao haja
valores negativos. Com relacao a selecao de janela de kernel, foi utilizado nessa parte
empirica um kernel Gaussiano e o critério de validacao cruzada por minimos quadrados.

Os resultados usando o método AIC sao similares e, portanto, nao sao apresentados.

Para cada uma das medidas de erro mencionadas, é destacado em azul nas tabelas
os melhores resultados. Pode-se observar que os modelos que performam melhor para
aproximar os pregos de mercado variam de acordo com a amostra e variam entre as
medidas de erro também. Assim, para a amostra de 22 dias, o modelo 3 apresenta
resultado mais aproximado ao mercado, de acordo com duas métricas de erro. Ja com 125
dias, o modelo 2 performa melhor, sendo que para os outros dois tamanhos de amostra,
250 e 500 dias, o melhor resultado é o do modelo 1. Sendo assim, o modelo que parece
aproximar melhor os valores de mercado de acordo com a analise realizada é o primeiro.
Mas é importante analisar mais a fundo essas constatagoes, levando em consideracao

outros trabalhos da literatura também.

Conforme observado nos destaques das tabelas, comparando as diversas especificacoes
da estimacao de kernel, obtemos os melhores resultados para essa amostra usando o
modelo 1 em termos de erro médio (amostra com 250 observagdes), e o modelo 2 obtém
os melhores resultados em termos de raiz do erro quadratico e erro absoluto médio (
amostra com 250 observagoes). E possivel interpretar este resultado como a robustez
destes dois métodos em uma curva que apresenta um formato bastante complexo, com

mudancas claras no padrao de volatilidade no periodo observado.

Adicionalmente, pode-se observar dos resultados que, de uma maneira geral, os dois
primeiros modelos tendem a diminuir seus erros a medida que a amostra de estimagcao

aumenta. Uma clara excecao pode ser observada na tabela 10, em que os erros do modelo
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2 sao bastante elevados. Ja com relacao aos outros trés modelos, a tendéncia geral é de
aumento nos erros até a analise com 250 dias, sendo que quando a amostra é de 500 dias,

esses valores tendem a se reduzir.

Estes efeitos podem ser explicados por dois efeitos. Um primeiro é a questao do trade-
off entre viés e variancia de estimadores quando usamos um estimador que assume um
processo constante (no nosso caso assumindo um modelo HJM Gaussiano com fungao de
volatilidade determinista) quando o verdadeiro processo estd mudando no tempo. Nesta
situagao podemos minizar o viés usando uma amostra de estimacao mais curta, mas isso
reduz a eficiéncia da estimacao, ja que usamos uma amostra menor. De forma geral
podemos verificar que os melhores resultados em termos de ajuste aos precos observados
de mercado sao dados com a amostra de estimacao de 125 dias, o que equivale a usar

aproximadamente seis meses para estimar as func¢oes de volatilidade.

Embora nao seja diretamente possivel calcular os resultados obtidos com trabalhos
anteriores na literatura de precificagao, como Vieira e Valls (1999), Barbachan e Ornelas
(2003), Gluckstern (2001) e Barbedo, Lion e Vicente (2010), devido ao nosso uso de um
banco de dados mais recente, e as diversas métricas usadas em cada trabalho, algumas
comparagoes qualitativas gerais podem ser feitas. Os modelos calibrados usando janelas
de 22 e 125 dias apresentam um bom ajuste aos dados, e de forma geral o viés e erro
quadratico médio sao bastante baixos. Isso contrasta com os resultados encontrados em
Barbachan e Ornelas (2003) e Barbedo, Lion e Vicente (2010), que encontram erros sis-
teméticos de previsao, com subaprecamento sisteméatico ao utilizar os modelos Vasicek e
Cox-Ingersoll-Ross e superaprecamento para os modelos HJM calibrado por PCA. Em-
bora novamente seja uma amostra diferente, e com isso os valores nocionais dos contratos
sejam distintos, nossos resultados com as janelas de estimagao de 22 e 125 dias também
mostram um resultado médio em termos de erros absoluto médios sistematicamente infe-
riores aos obtidos em Gluckstern (2001) que comparou modelos de Black, Hull-White e

Black-Karasinski no aprecamento de opcoes sobre o IDI.

5.4 Conclusoes

O presente trabalho teve por objetivo aplicar uma técnica nao paramétrica no apre-
¢amento de opgoes sobre os contratos relacionados a estrutura a termo de taxas de juros,
mostrando os resultados desse aprecamento sobre as opgoes do IDI. A metodologia utili-

zada foi basicamente a proposi¢ao de cinco modelos de regressao de kernel para encontrar
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a funcao de volatilidade de estruturas a termo de taxas de juros, e a aplicacao destas
fungoes de volatilidade no aprecamento de derivativos usando modelos HIM Gaussianos.
Assim, adotando a estrutura de nao arbitragem da classe de modelos de Heath-Jarrow-
Morton, o aprecamento de opgoes sobre titulos de renda fixa depende basicamente da

modelagem da func¢ao de volatilidade do ativo objeto.

Nosso trabalho contribui de duas formas para a literatura de precificacao nao paramé-
trica de opgoes. A primeira é analisando diferentes especifica¢oes possiveis para estimacao
da funcao de volatilidade, propondo formas cross-section e usando das séries temporais da
curva de juros, e assim generalizando a formulagao proposta em Jeffrey et al. (2004), que
usa somente os valores passados das taxas como regressores na especificacao de kernel.
Adicionalmente discutimos um modifica¢do de Jeffrey et al. (2004), usando a ponderagao
6tima derivada da estimacao nao paramétrica de matrizes de variancia de longo prazo,

mais adequadas a processos dependentes e possivelmente heterogéneos.

A segunda contribui¢ao do trabalho é verificar o desempenho dos estimadores nao
paramétricos da funcao de volatilidade no aprecamento de derivativos, uma analise que
esta ausente em Jeffrey et al. (2004). Neste objetivo utilizamos uma versao analiticamente
simples da classe de modelos HJM, assumindo uma func¢ao de volatilidade determinista e
assim levando a um modelo HIM Gaussiano. Esta forma evita as dificuldades computa-
cionais existentes em modelos nao homogéneos, que necessitam de calibragao de arvores
nao recombinantes ou entao de precificacao via simulacoes de Monte Carlo. Embora esta
classe seja uma forma restrita da classe geral de modelos HJM, mostramos que seus resul-
tados no aprecamento de opgoes sao bastante robustos, mesmo quando o processo gerador
dos dados esta associado a fungoes de volatilidade variantes no tempo, como analisado na

secao de estudos de simulacao e a analise empirica no aprecamento de opgoes sobre o IDI.

A busca pelo refinamento do célculo das opgoes sobre o IDI é mais um ponto que deve
ser destacado como contribuicao deste trabalho. Conforme discutido, um bom ajuste no
aprecamento desse derivativo pode auxiliar instituigoes que necessitem desenvolver hedge
em posicoes atreladas ao indice, fato que serve de motivagao para o estudo de métodos

que contribuam com essa literatura.
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