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PREFÁCIO

Um problema que surge na teoria de representações

de grupos finitos é saber quando os caracteres, sobre C , de

um grupo o determinam.

Resolver esse problema, completamente, parece uma

tarefa difícil; facilmente encontramos exemplos de grupos

que não são isomorfos, mas têm a mesma tábua de caracteres,

como Q4 e D8
' O que se tem consegui.do até agora, é det

classes de grupos que bati.sfazem essa propriedade

Abaixo enumerámos alguns exemplos :

1) 0s grupos comutati.vos fmi-tos. Vía o teorema de estrutu-

ra se demonstra facilmente que eles satisfazem essa propriÊ
dade

2) O grupo de permutações En' Ver Nagao [9] . É o primeirorg

sulcado nessa linha. e por isso alguns autores chamam os gry

pos caracterizados por tábuas de caracteres de gr\:çns de Nação.

3) Os grupos alternados. Existem duas demonstrações deste

fato, uma de G. Hi-íman [6] e outra de Tuyosi Oyama [10] ; a

primeira Õ bastante breve e simples.

4) ( (n,p) os grupos simétricos generalizados. A demonstra-

ção é de Yokonuma Takeo [14']

5) P. J. Lambert demonstra que os grupos PSL(2.q); PSL(3,q) ;

PSU(3.q) ; SZ(q) e os grupos de tipo Ree satisfazem essa prg

priedade [.7] , [q

6) H. Pahli.ngs mostrou em [13] que os grupos

y

erininar

Sp(2n,2k)



PSU(n,2k) ; 0U(2n,2k) ; eOU(n,5) , os grupos excepci.onais

W(E6) ; w(E7) ; w(E8) ; e ainda os grupos H3 e H4 são caractg
rizados por suas respecti.vas tábuas.

O objetivo principal densa dissertação é expor um

trabalho de H. Pahlings [11] que diz que os grupos descri-

tos por Fi.scher, em seu famoso trabalho [3] , são todos ca-
racterizados por suas tábuas de caracteres.

Em [13Ü H. Pahli.ngs usa uma técnica parecida com

a usada aqui que consiste em estudar uma equação de cJ-es-
ses, como nÕs faremos no capítulo 2

Na i.ntrodução damos üma descrição i-nformal de al-
guns grupos lineares clássicos que nos interessam. Damos,

no fim da introdução, uma tabela que funciona como sumário

dos fatos mais importantes para nÕs.

No capítulo 1, damos uma demonstração do resulta

do de Nação que afirma que E. é caractere.zado por sua tá-
bua

No capítulo 2, expomos o trabalho de Pahlings, que

em linhas gerais, pode ser descrito como segue

Fischer dã a lista dos grupos gerados por . uma

classe D de 3-transposições (vice deE 1, pãg. 27) que sa-

ti.sfazem as propriedades G'= G''; Z(G)= {1}. Desse trabalho

se deduz que a classe Dsati.sfaz a seguinte equação de clag

ses Dz= IDI 1 + 2 T + 3 w

Pahlings mostra que se um grupo é gerado por uma

classe D, que satisfaz a equação acima, ele satisfaz as h.l
põteses do teorema de Fischer



Depois Panllnqs dzvlae os grupos em tres

distintas. Os solúveis, os simples e os restantes.

Os solúveis são analizados caso por caso.

Para os simplesr a solução é dada pelo teorema l,

do apêndice que é uma adaptação do trabalho de Arte.n [2],
que afirma que dois desses grupos nunca têm a mesma ordem

logo não podem ter a mesma tábua de caracteres

Para os grupos restantes, excluindo o grupo E.r
que é estudado no capítulo 1, o teorema 2 mostra que tam-

bém. dois desses grupos nunca têm a mesma ordem.

c].asses

r
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INTliODUÇAO

1) Os grupos simpléticos e em particular Sp(2nr2)

le Uma forma bilinear f sobre um espaço vetorial

V de dimensão n é dita alternada se f(x,x)= 0 para todo x anV.

Observações: Temos que se f é alternada,f(x,y)= -f(y,x) e ainda

se característica K / 2.f(x,x): 0 U{ € V e::-l' f(x,y)= -f(y,x) Vx,y € V.
Mostra-se ainda que posto f= 2m É n e existe uma bÂ

tal que

f(x,y)= .E, €1inm+ i. 'ni.€1m+ i onde

n ' n

::: ej. ': y- E -: 'j-
Se dim V= n então f sela chamada fundamental, se pog

to f= n; nesse caso teremos que ter n par/ n: 2m.

Uma base nas condições acima, para uma forma funda-

mental, será chamada simplÕtica

É também fácil mostrar que duas formas alternadas

fundamental.s defi.ninfas no mesmo espaço sao equivalentes . (lg.

to é existe u : V --.---+ .V i.nversível tal (]ue f(x,y)= f'(u(x) .u(y))

Por i-sso quando estivermos tratando de uma forma alternada

fundamental denotaremos f(x,y) por (x,y)

2e Seja V um espaço de dimensão n no q

fi.nada uma forma bi.linear alternada fundamental

Denotaremos por Sp(n,K) o grupo constituído de to-

das as transformações lineares U tais que (p(x), Li(y» = (x,y)
Vx, y e V

n

in

l

deual esta

i=1,...,2m.

l



2

uma tal transformação será chamada transformação simplética,

e o grupo de grupo simplético a n variável.s sobre o corpo K

De agora em diante V denotarã sempre um espaço ve
tonal, de dimensão fi.nata n= 2m 'sobre um corpo K, no qual
foi definida uma forma bilinear alternada funda
mental.

Tem-se facilmente que uma transformação linear
T : V -------+ V é simpléti.ca se e sõ se e]a ]eva umabase siirç)].é

teca em base siirpléU.ca. (lesse caso ela leva todas)

3e Subespaços lsótropos.

1) Dado um subespaço W de V denotaremos por IV+ o subespaçode

V constituído dos y de V tais que (y,x)= 0 para todo x em w

(y e W+ .e::::::> (x,y) = 0 Vx e w)

11) Como (x,y)ü: -(y,x) temos que (W':)+ = W.

111) Di.remos que wé isÕtropo se W n W+ # @ e que W é to-
talmente isÓtropo se W c \q+

lv) Temos facilmente que se w não é isótropo v- w(]1)w
V) Se W é totalmente i.sótropo. Se escrevemos

p: dim \f e n= dim V então p g n-p -:» 2p $ n, de rn:xlo que con-

cluínns que m= --$- é a dimensão máxima possível de um sobes
paço total.mente isÕtropo maximal. Um desses subespaços é da

do pelo espaço gerado pel-os pri.mei.ros m vetores de uma base
simplética.

Q

#

B;.Qpç291ção 1: 19 Teorema de Watt

Seja V um espaço vetor]a]. de di-mensão n= 2m no qual
foi definida, como acima, uma forma alternada fundamental. llh

tão todo subespaço totalmente isÕtropo de di.menção p < m es



tã conta.do num subespaço totalmente isÕtropo de dimensão m;

e mai.s; se doi.s subespaços WI e W2 são totalmente isõtropos
e têm a mesma dimensão existe então um transformação simplética

que leva wl em W2

PS!!gnligreçgg: Seja WI um subespaço totalmente isÕtropo de

dimpK m; sejael /0 umvetordeWI eem+lumvetorde V

tal que (elí em+l)- lr temos que el não pertence ao hiper-

plano conjugado de em+lr H: <em+l>+
Donde temos que

dim (wl â H) : p+ (n-l)-n: p-l

dim (WI rl H): dim (WI /l <el' em+l>+)

Pode-se recomeçar o raciocínio pai:a o subespaço

<elr em+l>+ de dimensão n-2 e o subespaço totalmente isótro

po WI/l H de di-mensão p-l. Assim /por recorrênci.a/ podemos

conseguir 2p velares(el' ' ' ' ,ep'em+l'. . ',em+p) ccxn(el'''',ep)

formando uma base de W e (em+j'ek) : ójk' ]7k- lr.. .,p.

Seja PP o espaço gerado por (el/''',ep'erM-l'..',enH.p )

Se tomarmos uma base simplética de P;j' (epal'''''em'enH-lr''',e2ln)
en.não teremos que a base (ei)i.l...m e uma base simplética

de V com os primeiros p vetores sendo base de WI ' Podemos

fazer o mesmo raciocínio para W2 e os doi-s subespaços resu}
tam equi.valentes. (Isto é: existe a transformação citada.)

?Egpgg;:çqQ .2: 29 Teorema de Mi.tt

Com as hipóteses iJã proposição 1. Sejam IVI e W2 dois subes
paços de V, de mesma dimensão para que exista uma transfor-

mação simpléti.ca levando WI em W9 é necessário e suficiente

que posto ílW.: posto íltV

e
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!2999291E:gçgg: Ê claro que a condição é necessãri-a. É fãcj.l

ver que é suficiente quando w.l não for isõtropo, ou quando

totalmente isótropo. (cf proposição l.)

De modo que podemos supor alia(WI /q WI): dim(W2 /l W2)-
: r K p . r / 0.

Sejam EI e E2 suplementares de

WI r\ WI e W2 a W2 ' com rel-ação a lyl e W2 respectivamente

EI e E2 são não isõtropos e têm a mesma di.pensão,

exista portanto uma transformação simplética u levando E.

em E2 e podemos.nos restringir ao caso El: E2

Então no subespaço nãó lsÕtropo EI temos ttl /l wl
e w2 /\ w2 são tot.almente isõtropos e portanto existe uma

transformação simplética levando wl /\ wl em w2 n w2 e essa
transformação leva WI em W9

4. Queremos ver agora como .é a matriz

de uma transformação simpléti-ca que deixa os pontos de um

subespaço totalmente i.sótropo maximal invariante. Seja en-

tão w tal subespaçor u ulm tal transfonmção e ainda (ei)j..1. . . 2m

uma base si.mplética em que os pri-melros n vetores formem uma

base de w.

Seja u(x)= x + v(x)

(x,y)=(u(x), u(y)) =(x + v(x) , y + v(y)) =

(x,y) +(x,v(y)) +(v(x), y) +(v(x), v(y)) portanto
(v(x), y) +(x,v(y)) +(v(x), v(y))= 0 para todo y,x

Se tomarmos x em W então v(x)= 0 e temos (x,v(y)):: 0

para todo y, isto significa que v(y) € w'e= w. Temos então

que v é uma aplicação linear de V em W nula em t#/ v: V ----- W
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JH

Então(v(x), v(y))= 0 e portanto(v(x),y)= -(x,v(y)) e

pode'sev/er que M(u,(el)i.1,...,2n): li sl onde s é simé-
0 l

Uma transformação simplética que deixa inva-

riante todos os pontos de um subespaço totalmente isÓtropo
maximal- será denominada singular

11gEgg.leão 3: Seja u uma transformação simplética involuti.va
(u'= 1)

1) Se característica de K # 2 então existe um subespaço

W não isõtropo (ou reduzido a {O}) tal que

ulw= Id e ulW+ = -ld.

2) Se caracterÍsti.ca K = 2 então u é singular

Demonstração: Sejam v(x)= x - u(x) e w(x)= x + u(x)

v(w(x))=w(v(x))= 0 i-sto significa que v(V)Crer w e

w (V) (: Ker v

Sejam ainda p,q posto de v e w

- q pois p + q $ n.

Se p < m então Ker v não é totalmente isÓtropo e

teremos que Ker v contém um plano não isÓtropo PP

Como u dei.xa invari.ante o subespaço P+/ e sua restrição a P+ é
uma transformação si.mpléti-ca involutiva de di-menção n - 2 e

a demonstração se reduz ao subespaço de dimensão n- 2, P+

Se q < m a demonstração é análoga. Resta o caso

p: q' m,onde Ker v é total.mente i.sÓtropo e u é si.ngular e
involuti.va. Temos então que para alguma base e]

<P n

respectivamente



M(ur(ei)i:1,....2n): lo ll e partanta

(ej.) i-1, . . . , 2m) Id e temos que 2S= 0

Se característica K # 2 temos 2S= 0 :--!'' S= 0 e portanto
u= Id. (O caso dim V= 2 é dei.xado ao leitor;)

5 : Chamaremos de transvecção siíilplétj-ca a la:na trans-

formação siiWléuca involutiva cia forma u(x)= x + a(x) .a onde a é lma
forno linear não nula, tal que a: 0 em <a>+. <a>+ sela chamado
o hiperplano da t=ansvecção u.
9bEglX.gçgg: Dessa definição temos que u.ma transvecção sim-

plética é qualquer transformação da forma u(x)= x + X(x,a)a

À # 0 e se tomarmos b= Ua temos que

Temos a seguinte proposição
Proposição 4: Sejam u(x)= x + X.(x,a)a e v(x)= x+À.(x,b)b

duas transformações simpléticas de V. Para que elas sejam

conjugadas é necessário e suficiente que a um qua-

drado em K.

2Sngn:il;Zgçâg: Se w é uma transformação simplética qualquer

w(u(w''(x)))- x + XI(w''(x) ,a)w(a): x + XI(x,w(a))vl(a)
Temos então que se v(x) é conjugada a u por w,

x+ X.(x,w(a))w(a)- x + À9(x,b)b e então b= kw(a). Pela

observação anteri-or X1- -. 2

Agora se --jÍ=--- é um quadr-ado,

que existe w que leva a em --'g--.Verifica-se facilmente

P

2

X

À

u(x)= x À+ À(x,a)a= (x,b)b+

temos

que



w (u(w '(x»): x + À9(x,b)b

9bEglyggões:Se K CFE2] o quociente citado é sempre um quadra

do e temos que o conjunto D das transvecções simpléticas de

Sp(2n,K) é uma classe de conjugação de elementos de ordem 2
O produto de duas destas transvecçÕes tem neste caso ordem

2 ou 3.

Proposiçg:q !: Toda transformação simplética em V é um prodg

to de transvecções simpléticas.

PqDQDstrac$Q: Falem.os a demonstração -por rec

m= !3j:g-v ecessitamos antes de um lema.

llqnq: Seja u uma transformação simplética de V. Então existam

h, um produto de tranvecções simpléticas, e x / 0 em V tal

que ul- hu deixa x invariante
Demonstração:

Caso 1. Exi.ste x tal que (u(x) , x) / 0. Então seja a= u(x)-x
e n= <a>+. n não contém x nem u(x) pois(a,x)=(a, u(x)) #O

e existe uma forma li.near a nula em H e igual a -l em u(x)

Seja v a transvecção : v(y)ü y + a(y)a e ul: vu tg
mos u.(x)= v(u(x))= u(x) + a(u(x))a= u(x)-a: x

Tomemos h= ve ternos o que queremos

Caso 2.(x, u(x))= 0 para todo x em v. Então sejax/0.0uu(x)

é colineãr a x ou <x, u(x)> é um plano totalmente isõtropo}

em qualquer das hi.póteses ( se m >1) temos que existe y / 0

tal que (x,y) # 0 e (u(x), y) / 0.

"No caso u(x) colinear a x a afirmação é evidente

e caso contrario basta tonkàr una Base simplética e{ com X: el

u (x): e2 e y: em+l + em+2'"

orrencia em
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Seja então a= y- u(x) . Resulta que u(x) e y não per'

tendem ao hiperplano H= <a>J' e existe então uma transvecção

slmplética w tal que w(u(x)): y e portanto pelo 19 caso e-

xiste v tal que ul= vw u deixa x i.nvariante. Tome h= uw, tg

mos que ul= hu satisfaz a tese.
Passamos agora a demonstração da proposição. Sejam

ul, x como no lema
Di.vidiremo 2demonstração casoseinaS

Caso l
Suponhamos que. existe y tal que (x,y) #O e (y,ul(y)) /0

Temos .(x.ul(y)): (x,y) donde (x,ul(y) - y)= 0 e tersos (]=

x pertence ã <ul(y) - y>+= <b>+
Seja v' una t:ransvecção qtn deixa os pontos de <b>+ invarian

tes e ]-eva ul(y) ern y.

'l:énns qtn u9- v'ul deixa invariante todos os pontos do pl

nao. isõttopo Pl- <xry> e portanto deixa o sttnspaço PI invariante
Caso 2

ano

0

y em ulevan 0 X

Suponhamos que (y,ul(y)): 0 toda vOZ que (x,y) /0.
Sejay calque(y,x +y) / 0.(A exilstência de tal y é íã-
ci.l de se inferir.)

(ul(y). x + y)=(ul(y) . x)=(y,x) # 0 e(x,x+ y)=(x,y) /

Façamos b: x + y -- ul(y) ; temos que ul(y) e x+y nao

pertencem ao hiperplano <b>+ ao qual x pertence. Novamente
/ \ n B . =1. CJ.wAn An nnn-F=/\nexiste v

Ra .? }n ). 'k

Nos dois casos conclulmos (] \JC / \la. \la

ção simplética u, existe h, um produto de transvecções siD



EXJCt-.tK+aa r ca..L s-dçac v' ii LA \ac.L./ba .a.Alva.L.xallç.c \./o c.xcillullç-x./o ç.AC Ltlll

plano não isÕtropo. P: <x,y>, "portanto deixa P+ invariante"

e temos V= PGI)P+, dim p+= n- 2. Por indução vlp+- ühj. onde
h{ são transvecções simpléticas de P+ que podem ser estendi.
das a V agindo como a identidade em P

Se h! é a extensão de h: temos u= h''LTh; e como h

era um produto de transvecçÕes o mesmo acontece com h''t. lg

se compl-eta a demonstração.

Para o caso m= 1= --7-. Temos que se existe x tal que

(x.u(x)) # 0 então como aci.ma ul: vuldeixa x i-nvariante e
é portanto uma transvecção.

Se por outro lado (x,u(x))= 0 para toda x então u

jã é uma transvecçãoa
Se K é um corpo finito com k elementos algumas ve-

zes denotaremos K por k

Teorenta 1: Com exceção de Sp(2.2); E3 e Sp(4,2) , Sp(2,3) , o
grupo Sp(n.k) não contém nenhum subgrupo própri-o normal não

contido no seu centro. (que em geral-é igual a {l,-l} e que

no caso K= apj2''l é igual a {l})

Dg1192g.E11ggao: Faremos sõ a demonstração no caso K= GF [2] .

No caso cleral, s\4)ondo que. HI '4 Sp(2nrk) contém alg\m elerrento q\x3 não eg.

tã no centro, mostra-se que HI contém as transformações
u.(x): x + X(x,a) a (a # 0, fixo, e À arbitrário) e daíusaE:

do-se a proposição 5 resulta que Hl: Sp(2nrk)

Vejamos com mais detalhe o caso K= GF [2]

Seja HI« SP(2nr2) , n 2 3 e\llf:. HI' Existe u em HI
tal que u / l e temos que existe x tal que u(x) / x
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Caso l. (x,u(x)) # 0 para todo x. l)ado x ai'bitrari.amente,

existe y g <x, u(x)> tal que(x,y)= 0,(u(x),y)=(x, u(x))/0.

Existe uma transformação simplética v tal que v(x): u(x) ;

v(u(x))= y. A transformação simplética ul: v u v 'u perte=

ce à ike ul(x)- y.
Podemos nos restri.ngir ao caso 2

Caso 2. Existe x tal que (x, u(x))= 0

Seja H= <x>+ e w uma transvecção de hiperpJ-ano H.

w-l u w u-l es-Eã ern H.l e deixa fi.xos os oontos de H rl u(H) pois
se z e n/"\ u(n) ; z= u(h) e

ü.(z)= w'l u w u-l(u(h))- w'l uw(h)= w l u(n)= u(h)- z

SejaP=<x.u(x)>;P C:p+:Hn u(H) eulé uma

transformação que pertence ao subgrupo normal HI

Seja W ( H â u(H) e dlln !'J= n- 6 com W não isÓtropo. Te-

mos que u. dei-xa invariante o subespaço não isõtropo WI' de

dimensão 6. e além disco podemos considerar toda f\.unção l.L

near de W+ em W+ como restrição de uma função de v. Se mog.

trarmos que o teorema vale para n; 6. teremos que o grupo

H contém a].gume transvecção T : V --------'-+ y que satisfaz

T(!'1+): WI' . T(ÇV): W e VIW- id. Como nl contém uma transvec-
ção e é normal e todas as transvecções são conjugadas

Hl= Sp(n.k). Agora sÓ nos resta demonstrar o seguinte fato

senlq sP(6,2) e nl #Íl} entãoHl-SP(6.2)
Podemos supor que Hlcontém uma transformação si.n-

gular u : x ---->x+v(x) (cf pãç.4) paraaqual v(x) tem mosto l ou 2

Temos que M(u,el): I'i sq S é simétrica e tem
0 11

oosto l ou 2
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Se S tem posto 2 então ela é equivalente a uma das
matei.zes.

l.o o OJ lo o o

No primeiro caso sejamwl e w2 as transformações simplêti.-
lasque dei-xam os vetores (ej) i/ 2 e i/ 4 i-nvariantes e

wl(e2): e2 + e4 w l(e4): e2

w2(e2): e4 w2 (e4): e2

Sejam ul- wl u wl" e u2' wtm2'J' então u2 ul per'
tence a H. e tem matriz simétri.ca associada semelhante à se

funda. ]:ogo nl contém um elemento singular cuja matriz simé-

tri.ca é igual à sl + S2 que tem posto l e HI contém

uma transvecção. Portanto Hl: Sp(6r2)
Agora se s é semelhante à S9 então S é

melhante à matriz

S' Íl- 0 ll donde H. contém a transformação sim-
o o o l '
l o o

plética singular correspondente a S + S 1= 10 1 11, mas
l o o
l o o

e vó].ramos ao caso an

sl :

o l o

1 0 01 ou s2:
l l o
l o o

se-

essa matriz é semelhante a S.
tenor

No caso em que S tem posto l temos que u é
transveccao.

No livro de Dickson [16] , pãg. 118, hã uma demon.g

oração de que Sp(4r2);E6 por uma abordagem completamente d.}

uma



gerente. Lã os grupos Sp(2m,pn) são denotadospor S /q (2m,pn)

12

11) Grupos Ort:ogonai.s pOTe(n.3)

Havendo descrito com algum detalhe os grupos sinmlé-

tioos e, em especial, o grupo Sp(2n,2) , faremos agora uma

descrição sumária dos outros grupos que nos interessam.

No que segue, E denotarã um espaço vetorial de
dimensão m sobre um corpo K. cuja característica é diferen-

te de 2, no qual esta definida uma forma bi.linear simétrica

f nâo degenerada. As defina.çÕes são análogas as do caso an-
terior

Uma transformação que deixa f invariante é chamada

ortogonal e o grupo de todas as transformações ortogo-
nal.s será chamado de grupo ortogonal e denotado por 0(n,K,f)

Se \f é um subespaço chamaremos ae ort:ogonal a W ao s\Jbespaço denot:g:

do por W'L consta.traído de todos os elementos y de E tais que

f(x,y)= 0 para todo x em w.

Aqui acontece algo bem diferente do caso simpléti.-

co; ].ã a forma alternada é essencialmente única, mas aqui.

não acontece o mesmo. Porém, como veremos no Teoremas, pode
. tl'?

mos no caso em que K= GrEp''J, p # 2 chegar a algo parecido.
Dada a forma f podemos associar a ela uma forma

quadrãtica definindo g(x)= f(x,x) e temos uma fonnula de poli

ri-zação f(x,y)= --;--(g(x.+ y) - g(x) - g(y)) que nos permite



recuperar f. A matriz de f numa base fixada (ei)i:l,...,m e a

matriz (f(ei'ej'))j.:l,...,m '
j =1,...,m

proposlçãQ 1: Seja f lama forma bil-inear simétrica não degenera-
lr...,m

da, g: E aij ei €1j a forma quadrãtica associada. en-

tão existe uma base com relação à qual
g= E a. €1: com a. # 0.

iElieçeg: Se m-l o fato é evidente

Se m > 1 sejav tal que g(v) # 0. Se W= <v>, temos

E= w (!)wl. Agora íl .L é bi]-inear si.métrica não degenera(]ae

dim w = n - ]. Por indução/ íl J. é di.agona]izáve].

Proposlçq:q !: Seja f uma forma bilinear si-métri.ca não degg

negada sobre GFrpn] (P > 2) .então exist:é uma base (Bi) i:l, . . . ,m

tal que em relação a essa base a forma g se escreve assim:
S . m .
= €2 .. v ;' €2 onde v é um não quadrado qualquer

i=1 " j.=s+l '
/ -h

"Isto signo-fi-ca que m(í,B:)= IX 0
' 1 0 vl l

L.. ''

Demonstrqçqç2: Seja K#' ' o subgrupo mul-tipli.cativo

K#= K - {O}, formado pelos quadrados de seus elementos

-:t#--ã- tem ordem 2, logo as classes lat:erais s3o {K?# , VK# }
onde v é um não quadrado qualquer

Agora suponhairos que tanns g na forma diagonal. IÊ

é: (Bi.)i.l,...,m g: :E. cti Ei onde apenas os s primeiros

ans são quadrados então: g: EI a2 €2 + v z:S+l l I' T9

mando-se B:= --L- temos g na forma procurada.i a.l

13

l

in

ll

Demons

m

l

de
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Esse resultado pode ser melhorado aprove.L
bando-se o seguinte fato.

Seja v um quadrado então existem a e b tais que

a2 + b2. 1 (ver Dickson (16), pãg. 64)

Seja g: v eÍ + v ig onde v é um não quadrado.

Seja (ylr 'y2) a seguinte base: yl: aq.- bly y2: bq.+ aB2'

que f(yi' yj ): Õij e então g: }l ei na base (yl' y2)

Teorema 1: Seja f uma forma bilinear simétri.ca não degenera

da. hum espaço de di-mensão m, sobre GPI.pn) , e g a forma qug
prática associada a f. então:

1) Se m é ímpar, g é equivalente a uma das seguir
tes formas:

m . m .
E e: oug:vll E?ondevéumnãoquadrado, e

i:l ' i:l '

seus grupos ortogonal.s associados são isomorfos (de modo

que podemos considerar só uma delas)

2) Se m é par,
m-l . .

gv: E e;1 + v e' onde v = 1 ou v é um

Demonstração: Pelo que fizemos, temos que podemos pas
s . m .

da forma gs: ZE] €12 + v i:s+] l para a forma gs+2 mudan'
do a escolha de bases, de modo que podemos assumir que

M(f, Bi): fim.l 01, se m é pare M(f. Bi): [1] ou

Temos

não quadrado

sar

xando invariante uma forma do tipo ]]l] r deixa a forma do
tipo lvlÍ i.nvariante e vice-versa.' q-n J
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Temos então que existem dois ti-pos de grupos orto-

gonais que denotaremos por 0(m,pn), onde' p € {+, -} e

p= + se ou g

m 22
i mi:l

se onde v é um não quadrado

Sabemos que +0(m,pn) ; '0(m,pn) , se m é ímpar, e

por isso denotaremos esse grupo si-mplesmente por 0(2n+l,p'')
os resultados seguintes se demonstram usando técni.

cas parecidas ãs do caso simplético. Para os detalhes ver

[:.], r:,] . [:,]
1) Se u é uma transformação ortogonal involuti-va g

xiste um subespaço nao isótropo v/ tal que ulv' id e
ul.,. = -ld.

No caso em que V ê um hiperplan

simetria com respeito ao hiperplano V

2) Toda transformação ortogonal a n variáveis se

bre um corpo de característica / 2 ê um produto de no máxi-

mo n simetrias.

lbnot:anos por RO(n,pm) o subgrupo normal de. P 0(n,p"')

formado pelas. transformações ortogonais de Determinante l

3) QUn (pm)= CUO(n,pm) ; uO(n,pm)'T é gerado pelosprg
autos de duas simetrias conjugadas e também pêlos.quadrados

dos elementos de URO(n,pm)

4) Se n > 2 o grupo URO(n,pm)/Ç2n(pn) é isomorfo a
l, //

uoo do quociente

B

diremos e a.que0

subirum



5) O grupo P Qn(pn): nl pm) e simples paran 2 5.

6) Se G « UO(n,pm) então GC: Z[U0(n.pm)]

HD .Q:(pm) para todo H 4 G. tal que H >, Z[U0(n,pm)]
A seguir examinaremos um pouco melhor o caso espe

cial K= GFE3]. Temos então os grupos U0(2n,3),U C {+,-l} e
O.(2n+ 1,3) . Sabemos que os grupos ortogonais são gerados

pelas simetrias.que no caso considerado são todas do seguia
te ti.po:

Ta : x ----'' x+l(x,a)a, onde v-(a.a) e(a.a): : l

Seja Dv= {'ta l <a.a>= T}. Temos' D+ e D , onde o si
nal + é usado no caso(a,a)= le o sinal - no caso(a,a)=-l

D't e D' são duas classes de conjugação formadas por i-evolu-
ções que juntas geram UO(m.pn) . Denotaremos por UOü(m,pn) o

o --.Sel!.t-. É fãci-l verá.ficar que Z<Dv> C'Z(Li0(m,pn)= {1,--.[}
Z <D '' >

16

ou

O grupo
UZ 0 (n, 3)

, se denota por POf'(n.3) e PO

de-se demonstrar que é igual a P0+(n,3) .U0'(n,3) e

doi.s subgrupos são normal.s. Usando 6 pode-se ver que

Pç2U (n, 3) C. UOv (n.3)

esses

peQPQpiÇão ! 0"(2n + 1, 3) P Q(2n + 1, 3)

Demonstração Temos que 0'(2n + 1,3) < P 0(2n + 1, 3) e
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P Q (2n+lr3)d 0+(2n+1,3). Observamos que se {TV' -'rvl=:iv
é uma classe pertencente a 0+(2n+ 1,3)r então existe uma ba

» ' d

comutador de 0(2n+ ].,3) pois é um produto de um número par

de elementos de uma mesma classe de a)njugação

P Q (2n + 1,3)

Resulta. do jã visto, que

P ç2(2n+1,3) ; 0+(2n+1,3).4 0'(2n+1,3) ;P0(2n+ 1,3)

proposição 4: P0(2n + 1.3) ; Z.
Pç2 (2n + 1,3) '

Para demonstrarmos a propor.ição basta exibirmos um

elemento deP0(2n+1,3) que não pertença a Pç2(2n+1,3) ou

equlvalentemente exibir um elemento T., de 0(2n+ 1.3) tanque

{Tv' -Tv} /\ Q (2n + 1.3): g

Tomemos(ei)Í:l,...,n a base na qual Mrí,eil)= l

Varou quese B tal que M[Tv/ B]=
l

[ll2:.

q

T um
V

, estal-oqo T em
V

Seja v= el + e2

'\,(x)= x - (x,v)v temos

lv (ei): ei se i > 2

'tv (e2 ): -el

lv (el): -e2

então Tv e Q e - lv C Q
Assim temos então mostrado (]ue deveremos . ter

PO (2n+ 1,3) ; 0'(2n+ 1,3) e que esse grupo contém0''"(2n+1,3)

como subgrupo de índice 2

e

M :T
V

Temos para n 2 2 o seguinte reli.culado

grupos.

de
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0 ( 2n + ]..-.3 )

+G 0(2n + 1,3)

\
Z

G 0 (ên + 1,3) 'ã'.o (2n + 1,3)

';i"l)i. + 1l3) G O(Z' + 1,3)= <Dw»
Z

l

Com técnicas análogas as do caso anterior pode-se demons-

trar que para m' 2klk à 3. Temos o segui.nte reticulado de
grupos.

P O P(2k,3) (2k,3)

Q[''(2k, 3)

Neste caso temos P0+ (2kr3) ; P0' (2k.3) , de modo que dedo
faremos esses grupos simplesmente pór 0U(2k.3) (k à 3) . E-

les contam como subgrupo simples o grupo dos co
inutadores P Q f'(2k.3)

Z

l

lll)Ççypos Unitãri.os PSU(n,2)

Novamente daremos apenas os enunciados dos resulta

dos. Remetemos o leitor à bibliografia [16) capítulo 4 e 5,

2a parte e [i7'] [iaD

Seja K uma extensão separãvel de grau 2 de um corpo KO e
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€ ----+ € o automorfismo não tri.vi.al de KIK0' Seja E um espaço
vetorial de dimensão n sobre K. Diz-se que f : É x E ----»K é
bi.].inear hermiti.ana se satisfaz.

1) f(x+Ày,z)= f(x,z) +X f(y,z) e2) f(x,y)= f(y,x)

Chamaremos de grupo unitári.o em n variáveis sobre Kn

em relação ã f (Notação U(n,K0'f)) ao conjunto de todas as
transformações ]-ineares de E em E que deixam f invariante

Para cada x e E temos @(x) :E ----->K, defina.da por

@(x) (y)= f(x,y) ; o posto da aplicação semi-li.cear @ : E ----'E'

é por definição o posto de f

f sela dita fundamental se posto f- n. As noções de
equivalência, ortogonalidade, etc. , se transportam para es'
se caso

Agora analisemos o caso em que K0' GFr2rl] , então to
da forma hermitiana f admite uma base ortogonal e pode-se

provar que duas formas fundamental.s são sempre equivalentes

e portanto os grupos associados são sempre isomorfos. Dente

faremos esses grupos simplesmente por U(m,2'')

O grupo U(n.K0'f) contém um subgrupo normal que
o grupo das transformações unitárias de determi.nante l que

denotaremos por U'(n.KOrf) . Este grupo é gerado pelas trang.
vecçÕes. de det l relata.vas a vetores isÓtropos. (Exceto pa-

ra kn= Fo n $ 3)

O centro de U(nrKo.f) consi.ste das transformações
T(x)= Xx tais que ÀÀ= 1. Ele é denotado por Z
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O grupo

PSU(nrKOrf):
U'(n,KO,f)

..+ .
" Z /\ U ' (n,Kn:, f)

os casos K0: GF(3),n= 2,e KO: CPl2) n= 2 ou n= 3.No ca-

so K0: GF [2:] existem geradores peste grupo (lue forntam \ma c]asse(]e
conjugação tal que o produto de dois elementos têm sempre ol
dem 2 ou 3.

NO livro de Diclçson [1-6], os grupos Psu(m,pn) são

decotados por HO(m,p2n)

é si.mples, exceto para

iv) Qe s:Egp9g 91Ç9çQne:4:q Qtl ( ;n .?}

Uma forma quadrãti.ca definida em um espaço E sobre

GF(2m) é qual.quer função Q : E -> GFC2in] que bati.sfaz a
seguinte propri.edade

Q(Àx + íly)= À'Q(x) + TI'Q(y)+ Àn f(x,y) , onde f é uma forma

bili.near alternada nâ.o degenerada.

No caso em que m= 1, os escaleres estão em

GF E2] e Xz é sempre içlual a À , de modo que a equação aci-
ma se escreve da seguinte forma:

Q(Àx + rly)= XQ(x) +rIQ(y) + Xn f(x,y)

Dizemos que duas formas quadrãti.cas QI : E -----'> (;Fl2nli

Q2 : E -------....> CPl2m) são equivalentes se existe um isomorfis
mo u: E -'- E calque Q.(x)= Q?(u(x))

Dickson l16) mostra no capítu]o V]]]. que toda for

ma quadrãti.ca Q : E --'-----.> GPL2n) , onde E tem di.pensão par,
é equivalente a uma forma do tipo

Qn: .€1En+l+'''+ En-l E2n-l + (U€1nz + En E2n + P€12n ) , onde€12n + P € 2n
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ou uxz + x + u é irredutível ou U= 0.

Denotaremos aqui por 0U(2n,2m) o grupo das trans-

formações lineares que deixam Q.. invari-ante

Esses grupos são gerados por i-evoluções, que são as

transvecçÕes, cujo produto tem sempre ordem menor ou i.qual a

3e 0U(2n,2m) contém um subgrupo normal si.mples que é o gru-

po dos comutadores que denotaremos por Pç2f'(2n,2)

Gostaríamos ai.nda de avisar o leitor que no livro

de Di-ckson esses grupos são denotadós por GI

v) ç;.ypQq €14:n+:ÇÇZg gerados por 1} t:çqgsvqççQqg

Num trabalho famoso que suporemos conhecido [3] ,

Berma Fischer determina quais são os grupos finitos, comce=

tro trivial, gerados por uma classe D de involuções conju-
gadas onde o produto de duas del-as têm sempre ordem 2 ou 3
e G'= G"

Fischer seque aproxi.mudamente a seguinte seqtlencia

Seja E um conjunto maximal de involuçÕes que comu-

tar entre elas e seja n a cardo.validade de E . Fi-scher

prova que
1) Nc(E) age de modo duplamente trahsitivo em E.

2) Nc(E) contém um 2 Sylow de G.

3) N.(E) , é isomorfo a um dos seguintes grupos:
'Cn(E)

de passos

En'AD'GL (nr 2) rLm(4) onde m: l --t--l 'E2n . GL(nr2) ouM22'M23'M24
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Os primeiros casos vão dar origem a grupos sonhe

cimos, mas os 3 últimos casos não eram esperados e eles vão

dar origem a exatamente 3 grupos que denotaremos por

Fj.23r Pi24

Sabemos que os três grupos Fj.22r Fi23r F124 tem um
subgrupo prõpri.o simples normallque é o grupo dos comutado-
res e que é igual ao próprio grupo nos dois primeiros casos
e tem Índi.ce 2 no terceiro caso.

Para se obter mais informações a respeito desses
grupos, veja-se j141

F i23' F124
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CAPfVULO l

Provaremos nesse capítulo o resultado de

[l3D, jã citado na ]:ntrodução, que é o seguinte

Nação

Teorema: O grupo de permutação En é caractere.zado pela sua
tábua de caracteres.

A. Teoremas Gerais

Pge!:!!+çç2es e.:Notaçoes: Sejam G e G' dois grupos; diremos

que eles tem a mesma tábua de caracteres se existem duas

permutações (a, B) tai-s que Xn (CO): Xcl(rl) (CB(O)), onde Xrl

denota um carácter sobre c, Co uma classe de conjugação.
Para sin\?.Uficar denotaremos :

Xci(IJ) por X P e CB(O) por C'O

notada por c.
As provasr a seguir, são baseadas em resu].Lados co

nheci-dos da teoria dos caracteres que podem ser encontra-

dos em [19], C208 , C2:9.
p;.QPQg;ção 1: Se G e G' têm a mesma tábua de caracteres en
tao:

i) lcl= ja'l

2) gr Xu- gr Xu

A classe {l} será de-
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3) lcal: lc'ctl

4) CaB.Y= (onde Cabe são as .constantes de multipl.L
nminadas ccxm segue)

Cada elemento da classe Cv pode ser obtido de

CaB maneiras, como produto x.y com x em Ca e y em C13

Demonstração: X'Ü(CI): . Xu(CI)- gr Xu

u=1 Xu(CI) Xu(CI) > 0 e pelas relações de or-
togonalidade, C4 ê a classe do elemento unidade de G', con-
segtlentemente gr X..- gr X.! e isso demonstra 2eEntão tenras qteU LX

k

lcl
k k 2E (grX E (grX GU Uu=lu=l

demonstramos l

k

Xu(Ca)X(Ca); EI Xu-(Ca-) XÜ.(Ca')

Gl= IG'l temos que lcal- lca'
Pela defina.ção temos

c. cB' li c«B c ' ..-.i-j.
mos

G'
-lrÕ:-:Í e como

ICal Xu(Cc,c)

gr Xu

As sim :

ICBI Xu(CB). .L

gr X. Y
CaBylCal Xu(Ca)

gr Xu
( ].)

([Ca[ Xu(Ca) ]CB] Xu(CB)]:
qr 'xU

E Xu C:Y) ' a CaB.ylCal Xu(Ca)' uEaCaBylCal Xu(Ca) Xu C

CaB IGI. e deduzi-mos que
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Cabe: 1 }1 Cabe ICal Xu(Ca) Xu C.Y) analogamente temosque

C..B'.Y' G uy'' C.'B'..lc;l X..K..) X. K.r
Pela observação, temos que na expressão acima cada parcela

a' CaiBiyl ICai'l Xul (Ca-) pode ser substituída por

ICail Xu'(Ccl-).ICB.l Xui(CB')/grXu' e pelos 3 primeiros fa-
tos temos 4

B. Grupos Gerados por 3-transpQsi.iões con:juaadas

Defina.ção 1. Diremos que um grupo fmi-to G ê gerado por uma

classe de 3-transposições conjugadas se existe uma classe de

conjugação D tal que

1) <D>= G

2) x,y € D -:> xz= 1 / x e jxyl K 3

Notaçç2eq q Qbqçliyq:çggg

1) Denotaremos por Â a soma dos elementos de uma classe A

de G, soma essa tomada no anel de grupo C(G)

11) Cn(X) denota o subconjunto formada pelos
que comutar com x.

111) Seja G um grupo gerado por \alia classe de (nnjugação D (lide sa'

tisfaz uma equação da forma

D2. IDl1 + 2 T + 3 W onde T e W são classes di.sti.nuas de G.
Sejam:

B~,= {(x,y)lx,y € D e x.y- v} então

ISvl= 2'e:::e'' v e T e lnvF 3 's:e" v cw

Dado x em D sejam:

elementos de D



28

Dx: {y e D l xy € T}

A.r= {y e D l xy C W}

Temos trivialmente que D- {x 1} U Dx U

Lema 1. Com as notações anteriores temos

1) CD(X): {X 't} U 0x

2) xz e 'r U {l}

!2sng=ziçxiegãg: a) }'lostraremos que {x'i} 1/ 0 C CD(x) . Com e

feito: y C l)x :H" xy: yxy= xyyxy e então xy e l.x,y} que im-

plica y C CD(x)
b) Demonstração de 2

Suponhamos que x2 e W, então W= {u2 l u e D} pois

'e:::> y= a'l'x2a: a'lxa a-lxa- (a'lxa) 2
Se ti.vessemos A = {x} então C.(x)= D e G seria co-x u

; e então G não satisfaria ã equação inicia].

Seja então z e Ax - {x} temos xz= zxz: xzzxz: u2

para algum u em D, e teremos então xz e {x,z,u}
z xzSe x'= u vem u= z''' e terem

z lxz: z-lx-lzxz e então x= z contradição.

Se xz- z então x= z contradição. Então para todo

z € Ax' temos xz= x que implica z e CD(x) e portanto tería-

mos G comutativo. Contradição.

c) agora mostraremos que CD(x) C x 'L U Dx

Pelo observado acima basta mostrar que cD(x) n x:g

Seja z e CD(x) r\ Ax' temos:

Wey

mutativo
/

os
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xz= zx= u ue = u'u e u # {x,z}.
Então u' u ' e t:einns que t:er xz em T C/ [l}

o vai contra o fato de que z esta em A.e ISS

PropQ94:çg:g.4: Com as Resmas notações do lema l temos :

0u D é uma cJ-asse de 3-transposições ou G ; E4 e D é a
classe de elementos de ordem 4 deste grupo; (classe asso-

ciada aos 4-ciclos)

Demonstração: Se w c w então IB,.,l= 3

CG(w) opera por conjugação em Bw
Afirmo que w opera transe.vivamente em Bw pois s.y

ponha que (x,y)w= (w'lxw, w-l-yw)- (x,y) então w'lxw- x, mas

w= xy -:> y'lx-lxxy: x :-+ y'lxy: x -:> y € CD(x)-tx'llU x
(contra a hipótese) logo w opera transe-vivamente em Bw e
temos que 3 lwl

Além disso temos: xy= yxy: xyyxy= yxy xyxy e w de

onde segue que yxy C {x,y,xy}. Mas yxy= y -:» yx= y -$. y € CD(x)
(contra a hi.põtese)/ e yxy= xy implica x- y

Portanto temos que ter yxy= x que Jiíplica yxy= xyx Q).

Como D é uma classe de conjugação, seus elementos

têm todos a mesma ordem. Temos então duas possibilidades

A) D consi.ste de involuçÕes.

Nesse caso temos: Cn(x)- {x'x} t./ Dx; {x}
T consiste de i.nvoluçÕes.

Como 3 l l<w> e como, por (1)

w3= (xy)J= xyxyxy= xyxxyx= 1 f w consiste de elementos de
r-\ V' r{ Q m <

portanto
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B) Os elementos de D não são involuçÕes.

Então pe].o lema 1: T= {yzjy € D}

Temos que Dx' {xJr pois se y € Dx ' {x} então
xy= yx= u' -$'' u e {xry} :-+' x= u:f y absurdo.

Então para cada x em D existe exatamente um x' em

1) tal que x'/= xz (x # x')

Agora se g C Cc(x), então x-g, x-g: x2: x-2
Ora xig: x -+. xi= x absurdo.

x'g: x' -::> g € CG(x') segue que CG(x)- CG(x')
Em particular x' C Cc(x) a D isto ê

x' c c.(x)= {x,x'l} (Lema) o que i.aplica x'= x'l.
4: x2x2. x2xi2: x2(x'1)2: l e deduzimos que lxl l 4

Como x não é uma involução temos que lxl= 4

Temos provado que neste caso D é constituído de elg
do nrdnm 4 p nnrtanto T é constituído de e].ementos debentos de

2ordem

Então

ordem 3

Sejam x,y e D tais que(x,y) C W; então por(1)

(xy)2: xyxy: xxyx= yx2x-l C D2

y € Ax; ora o elemento(xy)2g T U {l} pois 3 1 1 x .y l.

Logo (x+y)2 CW e temos então jxyj= 1.xyjz e vem que

2 ,r lxyl
Agora observamos que

(xy)3: x(yxy)xy= xxyxxy= yxZy € D2 e como 2 4' jxyl deduzimosque

(xy)3 € Wt.J {l}
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Finalmente como 3 l jxyl temos

(xy)3: l e portanto jxyj= 3 e yx2: y'l

Então se y € 1) - {x,x'l}, tenros q\n y2x2. x2y2
2 2 2 2 2 2 2 -2 2x y x : x yx x yx ' y'y

Isto impli.ca que

y2x2: x2y2: (x2yx2) x2y: y'lx2y e T
Portanto <T>= T 1..1 {1} é um 2-grupo que age por conjugaçãoem

{y,y'l}, o núcleo dessa ação é pelo vi-sto aci.ma {l,y2} logo

<u>1= 4 :-+ lula 3.

Conseqtlentemente IDl= 6

Pelo visto acima D é da forma

D= {x,x'l,y,y-l,z,z-l}

Seja a= xy21 b- y2z e c= y2x
temos trlvialmente que

a2: b2: c2: (ab)3. (bc)3. (ac)2; l

Mostremos que <arb,c>= <xry,z>

1) y e <a,b,c> pois ou abc= y ou abc= y ' pois
2 2 2 2 -1 2 2 2 .-1 2abc= xy'y'zy x- xzy x- xzxx y x' xzxx y : xzx y

xzx'J' € {y,y-l}.

Como ay2. x e y2b: z, resulta o que afirmamos . En-

tão segue de (2) que G ; E4' (Veja Dickson [16] , pãg. 287)

C) O caso E

Definiçoes e Comentãri.os:

Agora vamos demonstrar o teorema enunciado no coma

ço do capítulo: O grupo En é caracterizado por
sua tábua de cara

Podemos supor n 2 4 pois E2 :

cteres

pois

( 2)

temos

e

unico
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grupo não comutativo com ordem 6

Observemos que En sati.afaz a equação D2. l Dl1+2V+3G
onde D a classe das transposi-çÕes.

Assumimos que G é um grupo com a mesma tábua de

caracteres que En' Denotaremos por C(il(al) ,i.2(a2),... ) a

classe de G associada à classe de En cujos elementos sãoel

pressos como um produto de cll ciclos de comprimento il ve-

zes a2 ciclos de comprimento i2r etc.. Por exemplo/ se

n à 7 então C(2{z; ,3) é a classe associada a do elemento

(12) (34) (567) e C(4,3) é a classe associ.ada a do elemento

(1234) (56 7)

U

Vamos supor que C(2) é uma clãs

ção, o que certamente acontece se n / 4

Lema 2. Nas hipóteses e notações acima temos
A ordem de um elemento de C(4) é 4

Demonstração: Da tábua de multiplicação tiramos que qual

quer elemento de C(4) pode ser escrito como um produto de

um elemento de C(2) por um de C(3)

Seja x C C(4) com x= ay a C C(2) e v C C(3) . Obsel

vamos pr=ilmiro qtn x2: 1:-> a yay= 1:::e'' yay= a-:> yay2: ay- yay'l- x;

e tiramos que x e C(2) (contra a hipótese)

Novamente temos que (da tábua de multiplicação)

*:'.:»,; G,''''':,;:-,, .:':',)
Se Cx,ba= 1 vem b= xbx l ente) b; bzbz'lb'l: bzbd) :-+

bzbz= xz= 1 o que jã mostramos que é contradi.ção.
Desde que x= bz= x bzx'l: xbx'lxzx-l: (x2bx'2) (x2zx 2) e

b / x b x'l tenns que ter x2bx'2 € {b,x bx'l} mas como

de 3 transposi-se

\



x2bx2. xbx'l.»b: xbx'l, o que não pode acontecer,

que ter x2bx'2: b isto é:
(bzbz) b(zbzb)= b e então. (bz)4: x4: l e temos que

Como xz # l vem que lxl= 4

temos

lxl l 4

Lema 3:

,k) elementos de

C(2)

1) Se alx. . .x ak € C(2(k)) então todos os ai.s ccxnutam entre si

2) Qualquer elemento de C(2K) pode ser expresso de modo Ún.}

co (a menos da ordem), como produtode k elementos de C(2)

3) Se os aj .q i:ll...,k são todos dista-nãos e comutam entre

si, então e c(2(k))T aii-l

Demonsteqçqç2: Façamos indução em k
Se k= 1 ou k= 2, a conclusão sai do lema l

Assumamos agora que o lema é ver(iladeiro para todo

s $ k - l

1) Da tábua de multa.plicação temos que qualquer elemento de

C(2(k)) pode ser expresso de k: modos como produtos de k e-
lementos de C(2) e exatamente de k modos. como produto de e-

lementos de C(2(k-l)) vezes um elemento de C(2)

Se um produto de um ele:mento x de (C(2))k'l vezes
a de C(2) é tal que x.a e c(2(k)) então x e C(2(k'l)). Caso

contrâri.o, x a poderia ser escrito de mais de k: maneiras cg

mo produto de k elementos de C(2) . Então temos

Se a. , . . . ,at,. são elementos de C(2)

al-...ak € C(2(k)) ::ü+ al'.. «ak--l e C(2k'l) e.apela hipótese
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de indução al/... fak-l cometam entre si.. Como

a2p'''paka]' a](a]'...pak) a] C C(2") temos também que

a2r' ' 'rak comutam entre si.. Analogamente a3'''''akala2 C C(2')

e portanto também al e ak comutam.

2) Os arranjos dos a: .. são k! e portanto eles dão todos

os modos de escrever o elemento al'....ak de C(2(k)) como
produto de k elementos de C(2)

3) Consideremos o conjunto c(2(k-l)) .c(2) . Da tábua de mul

tiplicação sai que esse conjunto tem elementos em C(2(k))

C(2k-2),3), C(2(k'3) ,4) e C(2(k'2))
Todo elemento de C(2(k-2) ,3) pode ser escrito de

modo único como um produto x.y; com x C C(2(k'2)) e y e C(3)

Portanto

xy= ((xv8Ex(xv)'i] L(xy)v(xv)'tl -> xy y(xy)'l': (xy)x'J'= v, pois

y(.xy)'' € C(3) , e taras xy- yx, o que inç)li.ca llyl= nmc (lxl , lyl)= 6.

De um modo completamente análogo pode-se mostrar
roem de um elemento de C(2(k-3) ,4) é 4

Como todos os ai.s comutar'n'ai Ê C(2(k'3) ,4) {J C(2(k'2). 3)

e sõ resta mostrar que lr a. e C(2(k-2))

T a: C C(2(k-2) ) teríamos

al'..ak' bl'..bk-2r bi € C(2) e

al'..ak-l: bl'. 'bk-2 ak de onde por 2)

ak seria igual a um dos aj
tradiç.ao.

f

que a 0

ll

li

l k 1, conuma< que eS 0l

Lema 4 Se al ' a2 são elementos de C(2) tais que al'a2 es



tã em C(2(2)) então existe um elemento b de C(2) tal que

al a2 b € C(4) e isto implica que alb € C(3) e a2b € C(3)
Demonstração: Desde que C(2(2)) .C(2) contém C(4) existe b

tal que ala2 b C C(4) que implica b # {alra2}
Precisamos mostrar que a:b C C(3) ; i: lf2

Se a:b e C(3)(i=1,2), a.ib e C(2(2)) e
r Q \

ala2b € C(2'''); contradição.
Se alb e C:(2(2)) e a2b e c(3) então al comuta com

a2b e jala2bl- 6; contradição.
Portanto a.b, aob C C(3)

(2)
Lema 5: Sejam al'a2' b elementos de C(2) td-s que ala2 € C(2''')

Se aib e C(3) (i-1.2) então x= ala2b e C(4)
trqçêo: C(2).C(3)= C(2,3) U C(4) J C(2)
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f

ons

então

Dem

1) Se x pertence a C(2)

ala2: xb implica x: al ou x: a:
tence à C(2(2)), contra a hipótese

2) Se x pertence a C(2.3) então x pode ser escrito de ma-

neira Única como um produto de um elemento de C(2) por

um de C(3) . Como x= al(a2b)- a2(alb) temos que al: a2 e

tanto ala2' 1; contradi.ção.

Sõ resta a possibilidade de x C C(4)

por

a2b pe:l

Lema 6. Se al a2 a3 são elementos de C(2) tais que al a2 a3
pe.rtence a c(2(3)) e b um elemento de C(2) que não comuta
com a. a. então b comuta com a..L z J

pg1192:1Elgçeg: Suponhamos que b não comuta com a3
Então a:b pertence a C(3) para 1: .1,2,3 e, pelo
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lema 4, a2a3b seria um elemento de C(4) . Então x= al a2 a3 b
pertence a C(2') .C(2) /\ C(2) .C(4) mas

c(2(3)) c(2):c(2(4)) UC(2(2),3) Ü c(2(2)) u c(2,4)
c(2) . c(4)= C(2,4) Ú C(3) t/ C(3) 'Ü C(2(2)) de onde x perten

ce à C(2(2) ) ou ã C(2.4)

Se x pertence a C(2(2)) então

: al a2 a3 b: al a2 e temos que

a[ a2 a3: a]. a2 b pertence à C(2(3) ) . Então b comuta com ai
para 1; 1,2,3, contra a hipótese

al a2 a3 b pertence à C(2r4) então

al a2 a3 b- a2 al a3 b que implica al- a2: a3r contra a hi-
pótese/ pois al a2 a3 pertence à C(2\J/)

Lema 7: Sejam alr a2/ a3 elementos de C(2)

Se al não comuta com a2 e a3 comuta com al e a2 en'
tão existe b pertencente à C(2) que comuta com al e nao coma
ta com a. nem com a.

DemongtEqção: Pelo lema 5 existe b tal que b pertence a C(2);

a3 a2 b pertence a C(4) e b não comuta com a2 e a3
Se b comuta com a.l a demons'oração termina aqui; as-

sumamos que b não comuta com a.l

Então }p a.agb pertence à C(3) .C(2): C(2) U C(3,2) U C(4)

) Se x pertence a C(3,2)

x: ala2b- x'lala2bx- x'lala2xx'l'bx e c(3) .c(2) implica

ala2: x'lala2x ou seja [x,ala2l- l que implica Íb,ala2j: l

Então x= ala2b- b ala2 litç)laca kP a2; contradição.
2) Se x= a.aob pertence à C(2) então

X

l



xb= a.a.= a.(a.' a. a.)= (a.a.a.') a. ê um elemento de C(3)1 2

e portanto b= a2 ou b: a2'L a] a2 ou b: a].. Em qualquer caso
b comuta com a.

3) .Se x pertence a C(4) C C(2(2)) C(2)

Existam elementos ci(i: 1,2,3) (nnci.c; em c(2(2)
e ci cl; cà= x pertence a c(4)

Pelo lema.4)ci c3 e c2 c3 estão em C(3)

c; cà ci- cl(cl c2 c3) cl esta em C(4) existem elementos

clc2c3 de C(2) tais que x=clc2:c3 e cl c3 pertence à

C(2(2)) eclc2 ec2c3 estãoemC(3)

c[ comuta com c3 e (c]. c3)'- l temos que

xclx I'cx =clc2c3clc3c2cl:clc2clc2cl'c2

Por outro lado,

c].(c2 c3 c2 c3 c2)c 1; c l c3 c I' c3

Ora. qualquer elemento de C(4) pode ser expresso cg

mo produto de um el-emento de C(2) vezes um elemento de C(3)
de 4 modos distintos.

".; - .: <': .{:- .{: .{\:: .{;..: .f:. .*'t;-: .;-;
como cl/ cl r cl '.cl são todos distintos,al deve ser i-
gua[ a a].gum dos c: i= 1,2.3.

l

l

la (a a a a)= (aa a l2 2 l 2 lH ê

Como

Então existem dois elementos a;, b' de C(2) tais quê

x: ala2b' e alb' C C(2(2)). Segue daí que

a2b: a2b': b(ba2b)- (a2ba2)a2r e b' / b e b' / a2

[a:,b] # : ' [':,J:J- :

PO ]- s
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Como qualquer elemento de C(3) pode ser expresso
como um produto de doi.s elementos de C(2) de 3 maneiras e

como (bao)'= 1 devemos ter

J
Assim b' é o elemento procurado e isso termina a demonstra

b'= ba2b: a2ba2 e então Dbl,a2 / :, Úb''::J / : ' B',.:): :

Após apresentar essa série de lemas preliminares

que demonstram bem o ti.po de técnica para esse assunto va
mos finalmente demonstrar o teorema

Teorema: Se G tem a mesma tábua de caracteres que o grupo

de permutaçÕes EDr então G ; En'

Demonstração:

1) Suponha n par n: 2m. n / 4 e D= C(2) uma classe de 3--

transposições conjugadas de G.

Para n= 2, G resulta comutativo e nada temos a deinnnstrar.

a) n= 2m (m > 2 e D= C(2) uma cl-asse de 3-transposições

conjugadas de G)

Sejam al''. ,am elementos de C(2) com al'''..a emC(2(m))

Pe].o lema 4 existe um elemento bl em C(2) tal- que ala2b,

esta em C(4) , (albl e a2bl estão em C(3)) e bl comuta com
a.i se i=1,2

Agora assuma que construímos bl ,...,bt,. k < m - lg

].eventos de C(2) tai-s que todos os b.i .. comutar com todos

os bj .s e a .s exceto com aj. e ai+].
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Existe bk+l em C(2) que comuta com bk e não comu

ta com ak+l e ak+2 então pelo lema 6. bk+l comuta com to-

dos os bjeS e ajts exceto ak+l e ak+2

Exi-atem assim (m-l) elementos bl'...,bm-l de C(2)

jaj.bil- lbiai+ll' 3

Soja c2k-l' ak e c2k' bk

Os elementos cl'.'',Cn-l satisfazem as relações
fundamental-s seguintes

1) c'= 0

2) (c.i cH) '= 1 se 1 < i - i

3) (cicj.+l)'l: l

então G ; En' (ver Di.ckson Í.16'], cap. Xlll-)

b) Consideremos agora o caso n= 4
Se G tem a mesma tábua de carácter

uma das hipóteses seguintes:

a) C(2) é uma classe de involuçoes de G e pelo que fi-

zemos até aqui. G ; E4 ou
b) C(2) é uma classe de elementos de ordem 4 e então

2) Seja n= 2m + l

O teorema vale se m= O, de modo que .podemos assu

mir que m > 1. (No caso m= 1, se G tem a mesma tábua que E3

então IGl= 6 e G é não comutativo e tiramos que G ; }13')
Pelo mesmo modo da parte 1, construímos (n-2) elg

mentes c lr . ' ' rcn-2 que satisfazem as relações fundamental-s

e esses elementos geram então um gr\ipo GI i-somorfos a En-l

tais que

6

e

valeE4 entãoquees

4
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e màls IG : Gll= n.

Desde que G contém apenas um subgrupo normal pró-

prio e seu índice e 2 temos /\ Gf= 1 e segue que G é i.sg
x e G '

morro a algum subgrupo de En como IGl= n: segue que G ; EIÍ
( Teorema do "Core" ) . B

Um contra-exemplo, para mostrar que exis

racterizados pela Tábua de Caracteres.

Agora mostraremos que os dois grupos nao comutatl

vos Q8 e D4 têm a mesma tábua de caracteres
Seja G um desses grupos.

{l,al= Z(G) = G'

Temos que existem 4 caracteres lineares. Como G

tem a]gum carácter i.rredutÍve] não ]inear e E xÍ(]-)= 8= IGI , sÓ

resta a possibili.dade de mais um carácter irredutível de ol
dem 2, portanto G tem 5 caracxuereÉ irredutíveis e G tem 5

classes de conjugação.

Sejam: 1, a, b, c, d os representantes das classes

de conjugação, {l,aJ= Z(G);

tem grupos nao ca

l

G
Z x Z 22

Z ( G)

Temos jã a segui-nte informação, usando a tábua de

caracteres de G / Z(G)

  l a b C d

IG l l l l l
X2 l l l l l
X3 l l l l l
X4 l l l l l
X5 2 B   a2 a3
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Agora, usando as relações de ortogonali.dade, tira-

mos que B= -2, CEl: a2' a3 0.
Temos assim construído a tábua da caracteres de

qualquer grupo nao comutativo de ordem 8. Algo bem análogo

ao caso anterior poderia ser feito para doi-s grupos nao co-

mutati.vos quaisquer de ordem p'/ p pri-mo.
A menos de isomorfi.senos existem apenas 2 grupos não

abelianos de ordem põ e eles têm a mesma tábua de caracteres

ObseEyqçêgg: 1) 0 que fizemos nos dã um isomorfi-smo de tá-

bua de caracteres (@,'t) entre Q8 e 04r mas nesse i.somorfis-
mo de tábua a ordem de um elemento x de Q8 nem sempre e' i'

qual a ordem de um elemento da classe correspondente em D4

Essa é uma das razões mais fortes para não podermos conclui.r

que eles são i.somorfos.
2) O contra-exemplo também é importante, exatg:

mente por corresponder a grupos relata.vamente "simples". iâ

se jã evita que procuremos resultados do tipo: todo grupo
solúvel é catacteri.zado por sua tábua de caracteres.

l

\

\

\





CAPÍTULO 2

Neste Capítulo demonstramos que certos grupos ge-

rados por 3-transposições são caracterizados por suas tá-
buas.

Assumiremos um resultado não trivial jã enunciado

na i.ntrodução, demonstrado por Bernd Fischer e que é o seguia
te

Seja D uma classe de 3

finito G satisfazendo

G'=.G", 03(G) 'á z(G) Z o2(G) "Op(G) é definido como sendo
o p'subgrupo normal maximal de G."

Seja G+= ií-lãí' então G+ é um dos seguintes grupos

1) En,n à 5

2) Sp(2nr2)} n à 2
3) OU (2n.,2) .p C {l.-l} e n 2. 2

4) PSU(n.2) +n à 4

5) Uo'n(n,3) , U et+l,-ll; T eÍ-l,+l} n à 4

6) Um dos grupos denotados por Fi.221 Fi23r Fi24 e que Fis

cher denota por M(22) , M(23) , M(24) respectivamente
Esses grupos foram descritos na i.ntroduçao
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O tipo de técnica usado aqui, daria mala nova demonstr.g

ção, um pouco mais rápida, do resultado do capítulo 1, mas
assumiremos esse fato como demonstrado.

Teorema ].

Os segui.ntes grupos são caracterizados por sua tá-
bua de caracteres.

1) 0s grupos simétri.cos E.

2) Os grupos sine)léu.cos Sn(2n,2)
3) Os grupos ortogonais Of' (2n,2) U

4) Os grupos unitários PSU(n,2)
5) Os grupos ortogonal.s vOU(n,3) u e {+l,-l}, T € {+1,-11com
excessão de 0'r (4 .3)

6) Os grupos de Fischer que denotaremos por Fi22/ Fi23r Fi-24

Do resultado de Fischer temos que se D é uma classe

de 3-transposi.çÕes <D>= G tal (ãue G'= G"; . 03(3) S Z(G) 2 02(G)
então existem classes de conjugação T, W em G tais que

b2= IDI . 1 + 2 B + 3 Q.
Começamos mostrando uma espécie de recíproco desse

{+].C r

fato

Jã sabemos da proposição 2 aa xntroauçao que/ se

G= <D> e

Dz: IDI . 1 + 2 T + 3 w então

[a ou D é uma classe de 3-transposições de G
Temos agora
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Lema 1: Se G é um grupo gerado por uma classe de conjugação

D tal que D2. IDI . 1 + 2 T + 3 W, G ; E4 ou D é uma classe
de 3-transposi.çÕes/ G é não so].úvel e para todo subgruponol

mal N de G têm-se que N K Z(G) ou.N 2 G'

Em particular, ternos que G"= G' e (lue 02(G) g Z(G) à 03(G)

pq Q !Ç 4ç4ç2:

Seja G ? Ea' Então D é uma classe de 3-t:ransposiçÕes.

Seja N 'd G.

Se N /'\ Dz= {1} então N c Z(G) pois

d € D; n C N -:+ ndn'l'd'l C N /\ D2. {l} e nd= dn. Logo se

N Z Z(G) e N « G entãoN /\ Dz # [l} e vemque T c N ouW ( N.

Para completar a demonstração, prece-somos do lema

q

vinteseg

Lema 2: Se G 7 E. então <W>= <T>= G'

Temos que

D2C GI pois dld2' dlda e G Vdlldl c D+ G <D W> e então

se dlrd2 € D ou [ala2ã- l ou dld2 C. w. (Neste caso, passan'

do ao quociente módulo <W> temos ala2: l o que i.aplica

Portanto

ldlrq= 1 ydl'd2 e <D W> e G é comutati.vo

Para provar que <T> <W>, raciocinamos pelo absur

do

Suponhamos que H: <T> (:P <W>= G ' Denotaremos por



46

a operação de redução módulo H.

Temos que G= -g---= <D>= =!!!iÍE-- e a produto de doi.s g
lementos de D tem sempre ordem 3.

Então pelo corolário 3 de GLAUBERMAN [51] , temos que

:- é um 3-grupo.

Como G- G' <d>, d € D, temos que Z(G) Si e;'. Arie
mo que G' ê minimal- normal não central pois seja K tal que

H g K .É G' e K 'd G
Então K= --X-- (: Z= z(--g-) pois se d e D k eK

dkd':k': C D: n K

Como dkd 'k ' e W implica W ( K deve-se
dkd'lk'l c n e então dk= kd.

Segue daqui que Z(G') ( Z(G) e como Z(G) C G', rS
guita Z (G' ) = Z (G)

Analogamente, temos que
é" c Z(G)= z(G') e que

<d> age trivialmente em todo subgrupo normal próprio de G
Mas d age não tri.vialmente em G' pois, em caso co

<d> seria normal e ã seria comutativo.

Afirmo que <d> opera nao trivialmente em .--ãir--. Pois
abetos que

a) <d> age não trivialmente em G'

b) <d> age trivialmente em G"

Seja x um elemento de G'

[x,d] e G" -:+ x'lxd; z -ç:. z € G"

Então x= ;dz: (xz)d: xã zd: xã z- x z2 e resulta
ue z2: 1: mas z e G aue e um 3-apupo e portanto z= 1 ou

l
q

n

Erário,

S

q

Gz: z( H
oois se d e D

ter



seja xd: x. Como x é arbitrário em G' isso contradi.z a hi.pg
tese a).
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Afirmo que <d> age irredutivelmente em

seja S= G' , um 3-grupo abelíano elementar. e suponhamos

que S= Sl<;1)S2 onde Si # l e Sj, é d invariante (i=1-.2) . En-

tão G'= SI ' S2 onder para i- 1,2, Si é um subgrupo prõpri.o
<d> invariante e normal em G'

Mas então <d> age coco identidade em cada Sj e o

mesmo acontece com S: contra a primeil:'a partem logo temos

que a ação de d sobre --g-- é .indecomponível logo irredutível

Mas as representações irredutíveis de Z2 sobre
GF(3) são de grau 1. Logo temos -g-- ; za e portanto ----g'

ê-- ' Z(G')

é cícli.co, de onde G' é comutati.vo. Então temos qt.e G' ; Z3

e ã= --'â- ; X3: G' <d>

Em resumo, temos que

G= <D>; b2: lol 1 + 2 õ + 3 w

<T>=H, <W>=G', H(.<W> e --i?- ;s3
Afirmo que então <x>H a 1): Cn(x)- C (VX e D)

pois y e xH /\ D :-> y- x h' ::-$" xy= h' e T ::::> y e CD(x)

A i.nclusão oposta é imediata.
Então <x>H n D= <y>H n D pois a € <x>H .n D :-õ

a= Xh= Xh' h''JL'h= yh''JLh= yh" C <y> H A D.

Analogamente <y>H A D c <x>H r\ D

Temos então que cO(x): cO(y)

Vejamos que H normali.za Cn(x)-tx\v

G'

q

Pois
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h e H, a e c.(x) e a= xh' então

h']xhih = xx ]h'lx h'h : xh"portanto h'lah c cn(x)

Seja agora

Qx' <ab l a,b C CD(x)>
Q. é üm 2 grupo abeliano elementar pois é gerado

por elementos de ordem dois que cometam entre si. E Qx 'ü H

pois se ab C Qx e h C H então ha bh'l: hah'J-hbh-l: cd onde
cld € Cn(X)

Então, H= xlT D Qx e cada QX 'd Hr de onde H é
um

2-qrul)o

Afirmo que H é um subgrupo minimal normal não cen-

traldeG.PoisseB 'C HJB « GentaoB A Dz=Í].} e
B C Z(G) 8

Então il H não contém nenhum subgrupo caracte-
rístico próprio poisa pelo teorema da correspondênci-a, esse

grupo seria imagem de um subgrupo
to deveria estar contido em Z(G)

Portanto H A Z(G) t
grupo abeliano elementar

Pelo que fizemos acima temos que G é o produto ge-

mi-direto de <d,e> por H e <d,e> ; E3 : \' que tem centro

trivial, donde tiramos que Z(G) C H e -Z(G) é um 2'grupo

abe[iano e].ementas que não contém nenhum subgrupo próprio

normal em G . Pois, pelo teorema da correspodência, esse

grupo seria imagem de um subgrupo normal de G contido em H
mas H.é minimal normal não central

portannorma]. GH em que

22 istoexpoente e umeem



<d,e> age em V= .z-fàí' Afi.rmo que essa ação é érre
dutível e fiel pois seja

a e --ZliiG) e Ox a imagem de x pela ação citada,

0..(a)= a Vx C <d,e>,

ã e z(-'Êi%D-) e <ã>< --Z7aÍ e <;> « --:iliaÍ -+

e se ker q) / {l}, então ker ® = A.a e teríamos uma represent.g

z'3 ; z2 sobre cpE29;
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trivial de0

dou seja

\pa.\J .L.LLG\liJLJ- vc.L iia.

que não é possível

Temos então que H é lm rl6dulo irredutível de F2 lx31

,: [ ;;]
e Rad F2 tx31

Ora Rad F2(E3)- <t1 +(12); 1+(13); 1+(23) }>
Pois existem pelo menos duas representações irredu

cíveis de E3; a trivi.al e a ação de E3 no grupo de Klein V4
como subgrupo normal de Ea e então

como =<t1+(12); 1+(13); 1+(23)}> <u RadF21 Z31,

temos então que sõ existe uma representação irredutível não

trivi.al de }13 sobre GF(2) que é aquela de E3 no grupo de
Klei.n e concluímos que ---Z:fIEl é isomorfo ao produto gemi-di-

reto de E3 por 'Z(G) que é o produto gemi-direto de E3 por

V4r onde a ação de E3 sobre V4 é irredutível logo \' ; E4'

Agora vou demonstrar que G ; E4' Temos que existe

um epimorfismo @ : G -----"'> E4 tal que KerQ = Z(G)
Seja D= @(D)

)
2 3.oimGFI'2 ['2.[;;]/K;' ':

r 2 '
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Temos que se dld2 e D; dl/d2 :::+P(dl) Q(d2): Q(dld2) / l,

pois dld2 e Dz e Dz/\ Z(G): {l}, isto é @(dl) # @(d2)

Se ldia2l: 2 ::%" lw(aias) 1= 2
l dia2l: 3 ::n" l@(dld2) 1= 3

temos que @(D) é: um conjunto de elementos de ordem 2 de E4

Seja dl- P(dl) C @(O) e gl- P(SI) € E4

gldlg].: @(gl) @(dl) Q(gl) gldlgl) e @(D)

ou seja @(D) é uma classe de 3 transposições conjg
dadas de E

Temos que W(D)= C(12)= (12) ' e como @ conserva a

ordem dos produtos de el-ementos de D temos que G ; E4

Fim da demonstração do lema l

Temos então provado que G'= <T>= <W>

Afirmo que então G"= G' (o que implica que G nao

4
E

é solúvel)
Com efeito:

G" # G' ::<" G" f\ Dz= {1} -+. G" C Z(G)
Lembramos que ---=1:;-=r é um subgrupo minima] norma]. de' Z(G)

G
Z ( G)

l r:i.sti

l

Teríamos que --â:i-aí seria comutâtivr] e caracte
cadente simples logo sua ordem seriapot:ência de \m priiro, mas (:12

mo T (+ Z(G) eW { Z(G) , ---;;:-=r tem elementos de ordens 2 e 3

Então G'= G" nao Õ um p'grupo e todo subgrupo de G

normal que contém G' esta contido no centro de G. Como 02(G)

e 03 (G) nàb contém G' temos que 02(G) S Z(G) Z 03(G)
Temos provado que todo grupo que satisfaz a equa-

ção de -classes dada, verifica as hipóteses do teorenn de Fischer
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Agora estamos em condições de demonstrar o teore

Suponhamos em primeiro lugar que G é solúvel. En

tão vale uma das possa.bili.dades segui-ntes

1) G ; {l} ; P O' (2,3) ; O'(3.3)

2) G ; E2 ; 0+(2.2)

3) G ; E3 ; O'(2,2) ; Sp(2,2) ; PSU(2,2)

4) G ; E4 ; O+(3,3)

5) G ; 0+(4,2) ; L2(2) x L2(2)

6) G ; PSU(3,2)

dos mencionadosSeja G teoremagruposum no

Jã sabemos que os 4 É)ribeiros casos sao grupos cg

racterizados por sua tábua de caracteres.

No 59 caso, temos que G ; }13 x E3 e não é difícil
mostrar que o produto direto de 2 grupos caracterizados por

tábua de caracteres é um grupo caractere.zado por tábua de
caracteres [71

Para o 69 caso existe uma demonstração curta

simples na referência 13{] pãç. 237
Se G é nao so]Úve], G é gerado por uma c].asse D

de 3-transposi.çÕes conjugadas, Z(G)= {1} e Dz= IDI 1.+ 2 T + 3 M

logo se H é um grupo com a mesma tábua de caracteres de G

teremos pela proposi.ção l parte 3r do capítulo 1, que
Z(H)= 1 e ainda H será simples se e sÕ se G o for

Temos então que analisar 2 hipoteses distintas

1) G é si.mpl-es. Então vale uma das segui.ates afirmações

e
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a) G ; Sp(2n.2) n 2 3
b) G ; PSU(n,2) n 2 4
c) G;0+(2n+1,3) ;P-.h.(2n+ 1,3) nà 2

d) G ; FÍ..22

e) G ; Fi.,
/ q

Mostraremos no apêndi.ce que excetuando-se a coinci

dência (PSU(4.2) ; 0+(5,3)) esses grupos tém todos ordens

distintas. Então pela proposi-ção 1; parte 1, do capítulo l;
temos que eles são todos caracterizados por suas tábuas de
caracteres

11) G não é simples.

Então temos que ter
contece um dos casos abaixo:

a) G ; En n 2 5 e G' ;An
b) G;0U(2n,2) e G' ;P.A.pP(2n.2) nà3

c) G;0'(2n+1,3) e G' ;P-.N (2n+1,3) nz 2

d) G;U0(2n,3) e G' ;P-.LU(2n,3) n23.

Se n= 2 então G' ; P -l\.. (2n,3)

e) G ; Fi

lcG' simpl-es c'le

24

NO caso a o teorema jã foi demonstrado no capítulo

1. Para os outros casos mostraremos no apêndice que todos
eles têm ordens di.stintas salvo coincidências devido aos

isomorfismos.

E5 ;0'(4',2), E6 ; +0(4,3) ;Sp(4,2), E8; 0+(6,2)

Então novamente pelo teorema 1, do capítulo 1, pa11

te 1, dois desses grupos nunca têm a mesma tábua de caracte
res, salvo nos isomorfismos citados a



Apêndice

Neste apêndice nós pr

guintes:

1) Teorema 1. Excetoo caso dos grupos PSU(4r2) e '0(5,3) que

sao i.somorfos, não exi.ste nenhuma coincidência entre as ol

bens dos seguintes grupos:

1) G: Sp(2n,2) n 2 3 . fGl= 2n' j.gl(22i-1) < 2n(2n + 2)

. 2.12::D- n . j .2

2) G: PSU(n.2) n2 4/IGl: 'L 2 ' i!].(2'-(--1)')<q'-lld=(n,3)

3) G: 0+(2n + 1,3) ; P.JL(2n + 1,3) n 2 2;

IGl- l 3nZ inl(32i - 1) < 3n(2n'l)

4) G .; Fi22 l IGl: 217.39.52.7.11.13.

5)' G ; Fi23 ; ICt- 218.328.52.7.11.13.17.23

11) Teorema 2. Não existe nenhuma coincidência entre as ol

bens dos seguintes grupos:

1) G: P -N P(2n,2) n 2 3:lCl= 2n(n'l)(2n-p)

< 2n(2n-l)

2) G: PJ\ (2n + lr3) n à 2 ; IGl: l 3n2inl(32j.-1) <3n(2n'l).

3) G : P..A-U(2ní3) n 2 3 , IGl: l 3n(n-l)(3n-U) n'l (32i-l)

< 3n(2n-l).r d: (3,n )

O que faremos aqui é uma adaptação aos nossos ca
dois belíssimos trabalhos de Edil Artin citados nas

f

dossos
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A) Ptelimi.nqeqg: Sobre polinÕini-os ciclo

1) Notações, Definições e Comentãri.os:

P.(x) denotarã o n-ésimo polinõmio ciclotÕmico

On(x;y): yV(n)$n(x/y) a forma homogénea associada a ele

Sejam a e b inteiros satisfazendo jal à lbl + l 2 2

p um numero primo.

Se p l an - bn então p .+ a e::+:' p J' b.

Se p ] an - bn, P ,ra e p ]' b então an - bn : 0 (nx)d P)

-=-- : 1 (mod p)

Em toda a parte A/ f denotarã a ordem de ---:-- mód.g

lo p. Temos que p l a - bn e::> f l n.
Temos então que vale o seguinte

P l q'n(a,b) -H" f l n.
Examinaremos no que se segue condições para a va-

lidade da recíproca desta implicação.

ordem i-ndicarã o expoente da mais alta potênci.a. de p({ue divã

de m; assim p p l m e pordpm+ l ,r m.

Temos que (--lÊ--)p'i : l logo f l p--l e portanto ord f= 0.

Lema.l: Seja p impar e f dej:iiiido acima então

a) Se f .r n então ordD(an - bn)= 0

b) Se f l n então ordp(an - bn)= ordp(af - bf) + ordpn
A parte a) foi mostrada implicitamente nas obser-

tómicos

e

e seja

n
e

b

Çoes acima

resultado
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amos: n= f pi l
,Km fSeja sejaP e P

tracao

todos os

agora tl n e escrevam
Se m > 1 temos:

an . bn . ll(ar br} t btll bfT
ar . br ar . br

j=0 lil (af - bT)IT j brj brm
ar - br

m-l (m) (ar - br)m'(j+l) brj
j =o '

m-2(m) (ar - br)m'(j+l).brlj + m br(m-l)
j=o ']

Temos que p divide a primeira parcela mas nao a sg

gunda, i.sto é p }' $'':-- e concluirás (iue or%.(an -bn)= ord (ar - b5.a' - b

Suponhamos agora que m= 1 isto é

f pz= e seja s= f pz'l'

-:;-:-:i = E (i)) (as -bs)P'(j+l) . bsj + p bs(p'l)
Como p à 3 temos que a la parcela é di-visível por

p2 mas a segunda não é e temos que

ordp(an - bn)= or p(as - bs) + l
Por indução em i completamos a demons

Lema 2: Seja p ímpar e f definido aci-ma então:

or(]pe'f (a,b) > 0; ordp'Dfpi(a,b): l se i> 0 e em

outros casos Ordpq'n(a,b)' 0.
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Demonstração: Seja n= f p mí p.rm > le

, , #-P , -;; '. '';,', , +
nesse caso.

Se f ,k n, como q'n(a,b)
(a,b)= 0.

Seja agora

Temos que

vamos que

l(XP ord Q (a,b)= Op n

bn temos que

].'l e seja s= ' P '

ajn @d (a,b) e o único fatos Od (a,b) tal

que f l d é o fatos On (a,b) logo or pOn (a,b)' or%Ejj-tb'

Finalmente, no caso n= f temos que

pja ' bf: T. Ot(arb) mas Ot(a,b)l at -bt logo setas
tlí ' '

ordpõt (a,b)- 0 e temos que ordpOf (a.b) > 0.

Precisamos agora analisar o caso p: 2

Os argumentos anteriores valem sem. nenhuma modifi

cação para provar o seguinte fato:
m2z.m > 1 ímpar i à l então: cinto

P

C b.Jt.J .L L

(a,b)- 0 e ord2(an - bn)= ord2(a21 - b2i). Agora se
2't . 2'

l 2' ' . 2'.' a' - b

n= 2z L 2 l temos On (arb):a' +b' =-';i:::]. 2i'la'

Seja i> 1 e escrevamos a= 2k + l b= 2s + l

o (a,b)= E 2J(2i'l) (kj + sj)
n j =0 ]

ll

i l21 1 2
+ b(a,b)= a

) 2(k + s) + (kj + sj)
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que é divisível por 2 mas não por 4 e portanto talos concluí

do que Ol:lã2$n(a,b)- ] e ainda ord2(a2i - b21)= ord2(a2j''l - b2j.-l) + ].

Por Indução concluímos que

ord2(a21 - b21)- ord2 (a2 - b2) + (i. - l)

Agora temos que q'2 (a,b): a -- b q'l (alb): a + b e

um e somente um desses números é congruo a 2 módulo 4 isto

é tem ordem l. (Isso vem do fato deles serem pares mas sua

soma é o dobro de um ímpar.)

Reformulamos a seguir

na forma de uma proposição.

resultados obtidos acimaos

PTQpç294:çgg.l

A) Seja p ímpar e f definido acima então

1) Se f l n, então ordp( n - bn)= ordp(af - bf) + or(bn. Ih todos
outros casos otan(an - bn)= 0.

2) ordp($f(a,b)): ordp(ax ' b') > Odor p'Dfpi(a,b)' l

i> 1. Em todos os outros casos ordp(@n (a;b))= 0

B) Seja p= 2 se i > 1, 2 .r k

1) ord2(a21'k - b21'k)= ord2(a2 -- b2) + (i -- l)

{ord2(a + b) , ord2(a - b) } + i-

2) ord2q'2 (a,b): I'e:+ ord2QI (a,b) > 1.

3) ord24'l (a,b)- I'e::=" ord2®2 (a,b) > l

4) ord2$2i (a,b): l se i. > l

Em todos os outros casos temos ord Qn(a,b): 0

B) Demonstração do Teorema l

max

os

se
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Exceto quando explícito o contrario, todos os

mas seguintes se referirão aos grupos lineares 1) ,2) , 3)

Definição 1: Se G é um grupo li.near sobre um corpo fi.nato K
chamaremos de característica de G a característica de K

le

Definição 2: Se p é um primo qualquer e N um número natural

chamaremos de p--contei.buição a N à maior potência de p que

divide N..E denotaremos y(p).

Assim, dizer que a p'contei.buição a N é um número
ord.N .b signifi-ca que p''''P''= b .

Lema 3: Para os grupos Sp(2n,2)(n à 3}, PSU(n.2) (n à 51)/

0+(2n + if 3) Qn à 2), a característica p é o primo cuja con-
tribuição à ordem de G é maior

Demonstracão: Suponhamos que pXI IGI e pl# carac G e
y(Fila pl'contribuição a IGI.

Temos quem(pl):l ]l : (a:: - l

de a= 4, -2,9 respectivamente

Seja f= ord a (mod pl) . as .parcelas a''- l com

ã
ord l

B são as Únicas que dão alguma pl'contribuição à

seja

(a - 1) on

Temos que ord.(alt - 1)= ord.(al .- 1) + ord i, (se

pl é ímpar; o que certamente acontece no primeiro e segundo

caso)e se pl: 2 Ol:d2(al- 1) É maxÍord(a- 1), ord2(a.+l) } + ord2i' Os

termos Pior(iblt dão uma contribuição menor ou igual à

ord E3ilil: e a ordem dessa contribuição é menor ou igual à

ll

soma.

[d'%* 'M' e-'#' '+:-b'É;=
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e então temos que esse termos ci
n r l

s;:= 1 $;:=1'
oulgualapl ' ': lpi' ' l(observe-sequeestaõ uma

uma função decrescente de p..)' ' l

Agora analisemos a contribuição do termo ordn(a'-l)
a caso.

Comecemos com o 29 caso (i..e. G= PSU(n,2) n 2 4) ,

fatosntribuem com Uln menor

cadem

onde

Podemos supor pl impar e então:

((-p)f-l)g log(pt+l} É f log(p+ l)
log PI log PI

e esses termos contribuem para IPSU(n,2) l com um fatos me-

nor ou igual a

H' ''7.J-::' ' :l:-::'' ' '-*:,'log PI log PI

Nos casos G= SP(2n,2)(n 2 3)eG:0'(2n+1,3) n à2 f

Se pl é impar então pl divide apenas um dos
de(a'- l)=(p'- l)(p'+l) e vale a mesma estimati-va.

Se pl: 2 o que só pode acontecer quando G= 0'(2n+1,3),

temos que maxÍor(b(9 + 1) , or(b(9 - 1) }: 3 e portanto esses ter-
mos contribuem para a ordem de G com um favor menor ou igual

falares

3n2a

Em resumo temos:

Se pl é impar (o que certamente acontece nos dois
primeiros casos) então n n

Y(PI) S PIPA = 1 (P + l)n 5 3 2 . (P + l)n
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Se pl: 2 temos que

Y(PI) 3 2n.23n: 24n: 4n . 4n
Mostraremos o Teorema agora

Se y(pl) à y(p) teríamos
No caso G: Sp.Ç2n,2)

2nz< 3n/2 . 3n e então 2n < 31/2 . 3 absurdo (poi-s n Z 3)

No caso G= PSU(n,2)
n(n -D n

2" 2 < 3 2

cada casoem

3

n - l l

3n e então 2 2 < 3 2

-::; -=:Fa- ' , --;
Basta considerar separadamente o caso n= 5.

No caso G= 0'(2n + 1,3)

Se pl é impar:

3n2 < 3n2/2 . 3n ::-+ 3n < 31/2

Se pl: 2:

3n' < 4n . 4n :-:> 3n < 16 -::> n= 1 ou n= 2

basta veria.car diretamente o caso n: 2

Este lema mostra que o Teorema l vale para grupos
com características distintas.

Agora vamos mostrar que não hã coincidência entre

as ordens de dois grupos com a mesma característica (: 2)

Temos que
2 n .

l Sp(2n,2) 1= 2n T (41 - 1)
i:l
n(n - l) .

IPSU(n.2)l: -l 2'''''2 lí' (21'- (-1)z)f d- (n,3)

5Én

e

e

sabemos que
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21

21 + l:

1= T $ (2)
sli s ' '

sl 2j. +s (2)
s + j.

Seja então cl o maior valor de s tal que ®.(2)
de o número IGI e 13 o segundo maior

Para G= Sp(2n,2) temos que a= 2n, B= 2(n-l)
Para G= SPU(n,2) temos

1) Seno 3então IGj= 23(23+1) e a: 6, B= 2
2) Se n é impar e n 2 5 então a= 2n e B= 2(n.2)

vivi

pois
(n-1) > 2(n-2) e::+ n--1 > 2n- 4 .e::> 3 > n.

3) Se n= 4 então ICl= 26(24.1)(23+1).3 e a= 6, B:
4) Se n é par n 3 6 então

n(n - l)

IGl: 2 2(2n-1)(2n'l+1)(2n'2-l)+..+ --â--
a= 2 (n-l) e B= .2 (n--3)

q

4

e então

Podemos construir a seguinte tabela
G

Sp ( 2n . 2)

PSU(n,2)
PSU ( 4 , 2)

PSU(n,2)

a
2n
2n

6

2(n-l)

B

2 (n-l)
2 (n-2 )

4

2 (n-3)

2

4

2

4

n ímpar

n par
n à 6

Vemos que a Única possa-bilidade de coincidênci.a se
ria de IPSU(4,2) l com algum ISp(2n,2) l e teríamos que ter
a= 2n= 6 que implica n= 3. Mas nesse caso a 2 contribuiçãoé
distinta

Assim fica demonstrado que os 3 tipos dê grupos li
neares citados têm sempre ordens distintas. Vamos demonstrar
agora que eles têm ordens distintas de IPi221 e IFi231

Temos

IPi22l: 217.39.52.7.11.13 e o número primo cuja contribuição
é maior. é 2. Mas temos:

a) IPi221 / ISp(2n,2) if pois a 2-contribuição à ordem de um



grupo do tipo Sp(2nr2) tem expoente quadrado perfez-to e ].7
nao o e.

b) lpí22l: IPSU(n,2)l -e" n(n - l) . 17 e essa equação não
tem solução inteira. ,

lpi23l: 218.313.52.7.11.17.23. e a maior contribuição é a

do primo 3. Mas IPi23l: l0+(2n+lr3) l implica nz= 18 e nova
mente essa equação não tem solução inteira.

A demonstração do teorema l esta c

C) Demonstração do Teorema ;

Tudo se passa como no caso do teorema l. Omitirerros

maiores detalhes, para os quais remetemos o lei.tor aos tra-

balhos de Artin (( 1] , (2))
Pode-se fazer uma analise idêntica à anterior mos-

trando que agora também vale o lema 3, isto é: Para os 3 Enr&

melros ti.pos de grupos, a contei.buição do primo p é a maior

das contribuições de todos os pri-mos; elimina-se a possibill.

jade de coincidência do primeir'o com qual(suei' dos outros dois.

Em seguida fazendo uma analise de a e B, como ante-

riormente mostramos que esses 3 grupos prirtelros têm todos

ordens distintas.

E temos que a mai.or contribuição à jri241 é a do
primo 3. Como a equação n(n- 1): 16 não tem solução i.nteira

lpi241 # IP ..A.u (2n,3) l

Se IP..rt (2n+1,3l= IPi241 então nó= 16 e n: 4. Como

Ip ...h4(g.3) l # IFi24lr tampouco hã coincidência neste caso.

ompleta
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