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PREFACIO

Um problema que surge na teoria de representacgoes
de grupos finitos & saber quando os caracteres, sobre C, de
um grupo o determinam. *

Resolver esse problema, completamente, parece uma
tarefa dificil; facilmente encontramos exemplos de grupos
que nao sao isomorfos, mas tém a mesma tabua de caracteres,
como Q, e D8.

. O que se tem conseguido até agora, & determinar
classes de grupos que satisfazem essa propriedade.

Abaixo enumeramos aléuns exemplos:

1) Os grupos comutativos finitos. Via o teorema de estrutu-
ra se demonstra facilmente que eles satisfazem essa proprie
dade.

2) O grupo de permutagodes L - Ver Négao [9]. E o primeiro re
sultado nessa linha, e por isso alguns autores chamam os gru
pos caracterizados por tabuas de caracteres de grupos de Nagao.

3) Os grupos alternados. Existem dﬁas demonstragaes deste
fato, uma de G. Higman [6] e outra de Tuyosi Oyama [10]; a
primeira & bastante breve e simples. |

4) ¢ (n,p) os grupos simétricos generalizados. A demonstra-
gdo é de Yokonuma Takeo [147]. ‘

5) P. J. Lambert demonstra que os grupos PSL(Z;q);PSL(3,q);
PSU(3,9); SZ(q) e os grupos de tipo Ree satisfazem essa pro
priedade [7], [8].

6) H.'Pahlings mostrou em [13] que OS grupos Sp(2n,2k);



eOu(n,S), 0sS grupos excepcionais

PSU(n,2%); o¥(2n,2%);
W(EG); W(E7); W(Es); e ainda os grupos H3'e H4 sao caracte
rizados por suas respectivas tabuas.

O objetivo principal dessa dissertacao & expor um
trabalho de H. Pahlings [ll] que diz que os grupos descri-
tos por Fischer, em seu famoso trabalho [3], sao todos ca-
racterizados por suas tabuas de caracteres.

Em [13] H. Pahlings usa uma técnica éarecida com
a usada aqui que consiste em éstudar uma equacgao de clas-
ses, como nds faremos no capitulo 2.

Na introdugao damos uma descrigao informal de al-
guns grupos lineares classicos que nés interessam. Damos,
no fim da introdugao, uma tabela que funciona como sumario
dos fatos mais importantes para nds.

No capitulo 1, damos uma démoﬁstragéo do resulta
do de Nagao que afirma que I é caracterizado por sua ta-
bua.

No capitulo 2, expomos o trabalho de Pahlings, que
em linhas gerais, pode ser descrito como ségue.

Fischer da a lista dos grupos gerados por . uma
classe D de 3-transposigoes (vide def. 1, pag. 27) gque sa-
tisfazem as propriedades G'= G"; Z(G)= {1l}. Desse trabalho
se deduz que a classe D satisfaz a seguinte eqﬁagéo-de clas
ses D2= ID|] L + 2 T + 3 W.

Pahlings mostra que se um grupo &€ gerado por uma
classe D, que satisfaz a equagao acima, ele satisfaz as hi

poteses do teorema de Fischer.



Depois Pahlings divide os grupos em trés classes
distintas. Os soliuveis, os siﬁples e os restantes.

Os sollveis sao analizados caso por caso.

Para os simples, a solugao é dada pelo teorema l,
do apéndice que & uma adaptagao do trabalho de Artin [2],
que afirma que dois desses grupos nunca tém a mesma ordem,
logo nao podem ter a mesma tabua de caracteres.

Para os grupos restantes, excluindo o grupo Zn'
que é estudado no capitulo 1, o teorema 2 mostra que tam-

bém, dois desses grupos nunca tém a mesma ordem.
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INTRODUCAO

I) Os grupos simpléticos e em particular Sp(2n,2).

ls Uma forma bilinear f sobre um espago vetorial
V de dimensao n & dita alternada se f(x,x)= 0 para todo x em V.

Observacoes: Temos que se f & alternada,f(x,y)=-f(y,x) e ainda

se caracteristica K # 2,f(x,x)= 0 ¥x € V= f(x,y)= -f(y,x) ¥x,y € V.

Mostra-se ainda que posto f= 2m £ n e existe uma ba

se (ei) tal que
i=l,...,2m,...0n
m
E(xyy)= Z &inp o, "Ny Ep4 g Onde
i=1
n © n
Xx= X &, e, y= L n, e,.
i=1 * 1 i=1 *

Se dim V= n entao f sera chamada fundamental, se pos
to ‘f= n; nesse caso teremos que ter n par, n= 2m.

Uma base nas condigbes acima, para uma forma funda-
mental, serd chamada simplética. |

E também facil mostrar que duas formas alternadas
fundamentais definidas no mesmo espaco sao equivalentes. (Is
to & existe u : V —> V inversivel talcﬂﬁ‘fbgyk=f'hHX)AMyH-
Por isso quando estivermos tratando de uma forma alternada

fundamental denotaremos f(x,y) por (x,y).

2 Seja V um espago de dimensao n no qual esta de

finida uma forﬁa bilinear alternada fundamental.
.Denotaremos por Sp(h;K) O grupo constituido de to-
das as transformacdes lineares p tais que (u(x), w(y) = (%¥)

vx, y € V.
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Uma tal transformagao sera chamada transformagdo simplética,
e o grupo de grupo simplético a n variaveis sobre o corpo K.
De agora em diante V denotara sempre um espago ve-

torial, de dimensao finita n= 2m sobre um corpo K, no qual

foi definida uma forma bilinear  alternada funda
mental,

Tem-se facilmente que uma transformacao linear
T : V—> V & simplética se e sb se ela leva uma base simplé-

tica em base simplética. (Nesse caso ela leva todas)
3¢ Subespagos IsOtropos.
I) Dado um subespago W de V denotaremos por W* o subespacgo de
V constituido dos y de V tais que (y{x)= 0 para todo x em w.
(y Ewr <= (x,y)= 0 ¥x € w).
II) Como (x,y)= -(y,x) temos que (W%)* = W.
ITI) Diremos que Weé isdtropo se W N  W* # ¢ e que W & to-
talmente isdtropo se W < W¥*.
IV) Temos facilmente que se W nao & isGtropo V= W(:)W*.
V) Se W & totalmente isdtropo. ' Se escrevemos
p= dim W e n= dim V ent3o p < n-p => 2p < n, de modo que con-
cluimos que m= —%— € a dimensao maxima possivel de um subes-
pago totalmente isdtropo maximal. Um desses subespagos & da-

do pelo espago gerado pelos primeiros m vetores de uma base

simplética.

Proposicao 1l: 19 Teorema de Witt.

Seja V um espago vetorial de dimensao n= 2m no qual
foi definida, como acima, uma forma alternada fundamental. En

tao todo subespago totalmente isdtropo de dimensdao p < m es-
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ta contido num subespago totalmente isdtropo de dimensio m;
e mais; se dois subespacgos Wl e W2 séo'totalmenﬁe isotropos
e tém a mesma dimens3o existe ent3o uma transformagdo simplética
que. leva W, em W2.

Demonstracao: Seja W, um subespago totalmente isStropo de

dim p £ m; seja e # 0 um vetor de W, e e um vetor de V

1 m+1

tal que (el, e 1, temos que e, nao pertence ao hiper-

m+l) 4

plano conjugado de e H= <e >

m+1l’ m+1 .

Donde temos que
dim (Wl A H)= p+(n—l)—né p-1

*
1 14 Bge1>™)

Pode-se recomegar o raciocinio para o subespaco

dim (W, »~ H)= dim (Wl N <e

<e;r e ,1>* de dimensao n-2 e o subespago totalmente isdtro
po Wl{\ H de dimensao p-1. Assim }por recorréncia, podemos

conseguir 2p vetores (el, Y - e ) com (el,...,e )

p'em-}-l"“' m+p p

formando uma base de W e (e .,ek)‘= . j/k= l,¢cesDe

m+j jk’
) -
)

- ,e

Seja Pp 0 espago gerado por (el, o sin ,ep SEPEEE 'eme

Se tomarmos uma base simplética de P; (e ,...,em,e -

pt+l m+1"" 2m

entao teremos que a base (ei)i—l n € uma base simplética
de V com os primeiros p vetores sendo base de Wl' Podemos
fazer o mesmo raciocinio para W2 e os dois subespagos resul

tam equivalentes. (Isto &: existe a transformagao citada.)

Proposicao 2: 29 Teorema de Witt.

Com as hipoteses da proposigao 1. Sejam W, eW, dois subes
pagos de V, de mesma dimensao para que exista uma transfor-
magao simplética levando W, em W, € necessario e suficiente

que posto f|W1= posto f!wz.
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Demonstracao: £ claro que a condigao & necessaria. E facil

ver que é suficiente quando W, nao for isdtropo, ou quando

1

totalmente isdtropo. (cf proposigao 1.)
v = e _
De modo que podemos supor dJm(Wl N Wl) dlm(W2 N WE)

=r £p , r # 0.

Sejam El e E2 suplementares de
WA W] e oA Wz , com relacdo a W

1 © W2 respectivamente.

E1 e E, sao nao isdtropos e tém a mesma dimensao,

existe portanto uma transformacao simplética u levando El

em E2 e podemos . -nos restringir ao caso El= E2.
Entao no subespago nao isdtropo E} temos W, N w3

ew, N w; sao totalmente isOtropos e portanto existe uma
transformagéo simplética levando Wl.p\W1 em w2 f\WS e essa
transformagao leva W, em W,.

4. Queremos ver agora como & a matriz
de uma transformagao simplética que deixa os pontos de um
subespaco totélmente isoétropo maximal invariante. Seja en-
tao W tal subespago, u uma tal transformagio e ainda €)1, .. 2m
uma base simplética em que os primeiros n vétores formem uma

base de w.

Seja u(x)= x + v(x).

(x,y)= (u(x), u(y)) = (x + v(x), y + v(y)) =
(x,y) + (x,v(y)) + (v(x), y) + (v(x), v(y)) ﬁdrtanto
(v(x), y) + (x,v(y)) + (V(X), v(y))= 0 para todo y,x.

Se tomarmos x em W entao v(x)= 0 e temos (x,v(y)= 0
para todo y, isto significa que v(y) € w*= wW. Temos entao

que v € uma aplicagdao linear de V em W nula em W, v:V—wW,



Entao (v(x), v(y))= 0 e portanto (v(x),y)= =(x,v(y)) e

)= |I S| onde s & simé-
0 I

pode-se ver que M(u'(ei)i=l,...,2n
trica.

Uma transformacao simplética que deixa inva-
riante todos os pontos de um subespago totalmente isdtropo
maximal sera denominada singular.

Proposicao 3: Seja u uma transformacgao simplética involutiva

(u2= I).

1) Se caracteristica de K # 2 entao existe um subespago

W nao isdtropo (ou reduzido a {0}) tal que

Yl=1a e ulw* = -Id
2) Se caracteristica K = 2 entao u & singular.

Demonstragéo: Sejam - Vv(ix)= x - u(x) e w(x)= x + u(x)
viw(x))=w(v(x))= 0 isto significa que v (V) C Ker w e
‘'w (V) € Ker v.

Sejam ainda p,q posto de v e w fespectivamente
P<n -qgqpois p + g £ n.

Se p < m entao Ker v nao & totalmente isdtropo e
teremos que Ker v contém um plano nao isdtropo P,

Como u deixa invariante o subespago P¥* e mxiresbﬁgéoea P* @
uma transformagéo simplética involutiva de dimensdo n-2 e
a demonstragao se reduz ao subespag¢o de dimensao n-2, P*.
Se q < m a demonstragao &€ analoga. Resta o caso
p= g= m onde Ker v €é totalmente isotropo e u é singular e

involutiva. Temos entao que para alguma base ey



M(u, (ei)i )= |I S e portanto

=l,ono,2n

)= | I 2S| = Id e temos que 2S= 0.
I

2
Mt (e3)50, ..., 20

Se caracteristica K # 2 temos 2S= 0 == S= 0 e portanto
u= Id. (O caso dim V= 2 & deixado ao leitor.)

_ 5: Chamaremos de transvecgao simplética a uma trans-
formagao simplética involutiva da forma u(x)= x + o(x).a onde 0 é uma
forma linear nao nula, tal que 0= 0 em <a>*, <a>* sera chamado
o hiperplano da transvecgao u.

Observacao: Dessa definigao temos que uma transvecgao sim-

plética é qualquer transformagcac da forma u(x)=x + A(x,a)a

A # 0 e se tomarmos b= pa temos que

u(x)= x + A(x,a)a= x + 5 (x,b)b.
.
Temos a seguinte proposigao

. Proposicao 4: Sejam u(x)= x + Xl(x,a)a e v(x)= x-sz(x,b)b
duas transformagoes simpléticas de V. Para que elas sejam

conjugadas &€ necessario e suficiente que

A
seja um gqua-
A
2
drado em K.

Demonstracao: Se w €& uma transformacao simplética qualquer

k

wiulw T(x)))= x + Al(w—l(x),a)w(a)= x + A (x,w(a))w(a).
Temos entao que se v(x) & conjugada a u por w,
X + Al(x,w(a))w(a)= X + Az(x,b)b e entao b= k w(a). Pela
~ A2
observagcao anterior Al= — -
k
A
Agora se Al é um quadrado, digamos k2, temos
2
que existe w que leva a em —2—.Vérifiurse facilmente que
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wu@ M= x + Ay (x,b)b .

Observacoes: Se K GFﬂﬂ O quociente citaao € sempre um quadra
do e temos que o conjunto D das transvecgoes simpléticas de
Sp(2n,K) & uma classe de conjugacao de elementos de ordem 2.
0 produto de duas destas transvecgdes tem neste caso ordem
2 ou 3.

Proposicao 5: Toda transformagao simplética em V & um produ

to de transvecgoes simpléticas.

Demonstracao: Faremos a demonstracgao- por recorréncia em
_ dim Vv : '
= =——— e necessitamos antes de um lema.

Lema: Seja u uma transformagao simplética de V. Entao existem
h, um produto de tranvecgoes simpléticas, e x # 0 em V tal
que u;= hu deixa x invariante.

Demonstracao:

Caso 1. Existe x tal que (u(x), x) # 0. Entao seja a= u(x)-x
. e H¥ <a>*, H nao contém x nem u(x) pois (a,x)= (a, u(x)) #0
e existe uma forma linear ¢ nula em H e igual a -1 em u(x).

Seja v a transvecgao : v(y)=y + o(y)a e u;= vu te
mos ul(x)= V(u(x))= u(x) +o(u(x))a= u(x)-a= x.

Tomemos h= ve temos o que queremos.
Caso 2. (x, u(x))=0 pafa todo x em V. Entao seja x #0.0u u(x)
& colinear a x ou <x, u(x)> & um plano totalmente isotropo;
em qualquer das hipOteses (se m >1) temos que existe y # 0
tal que (x,y) #_0 e (u(x), y) # 0.

"No caso u(x) colinear a x a afirmagao & evidente
e caso coﬁtrério basta tonar una bése simplética e; com K= ey

e y= e + e .

u (x)=-e m+1l m+2

2
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Seja entao a= y - u(x). Resulta que u(x) e y nao per-
tencem ao hiperplano H= <a>* e existe entao uma transvecgao
simplética w tal que w(u(x))= y e portanto pelo 1? caso e-
xiste v tal que u;= vw u deixa x invariante. Tome h= uw, te
mos que uq= hu satisfaz a tese.

Passamos agora a demonstragao da proposigao. Sejam

u X como no lema .

ll
Dividiremos a demonstragao em 2 casos:

Caso 1.
Suponhamos que existe y tal que (x,y) #0 e (y,ul(y)) #0.

Temos (x,u; (y))= (x,y) donde (x,ﬁl(y) - y)=0 e temos que
X pertence a <ul(y) - y>*= <p>*,

Seja v' uma transvecgao que deixa os pontos de <b>* invarian
. tes e leva ul(y) em y.

Temos que u,= v'uy deixa invariante todos os pontos do plano
nao. isotropo P,= <X,y> e portanto deixa o subespago P} invariante.
Caso 2. |

Suponhamos que (y,ul(y))= 0 toda vez que (x,Y) 750.-
Seja y tal que (y,x +y) # 0. (A existéncia de tal y & fa-
cil de se inferir.)
(0 (y), x + y)= (uy(y), x)= (y,x) #0 e (x,x +y)= (x,y) # 0.
Facamos b= x + y - ul(y); temos que ul(y) e x+y nao
pertencém ao hiperplano <b>* ao qual x pertence. Novamente
existe v' levando x + y em ul(y) e deixando fixos os pontos

de <b>*.
.Nos dois casos concluimos que, dada uma transforma

¢ao simplética u, existe h, um produto de transvecgoes sim



pléticas, tal que v= hudeixa invariante os elementos de um
plano nao isdotropo P= <x,y>, "portanto deixa P* invariante"
e temos V= P P*, dim P*= n- 2. Por indugao v|P*=1rhi onde
h, sao transvecgoes simpléticas de P* que podem ser estendi
das a V agindo como a identidade em P.

Se hj €& a extensao de h; temos u= h_lwrhi e como h
era um produto de transvecgoes O mesmo acontece com h_l. Is
so completa a demonstracgao.

Para o caso m= l= ——. Temos que se existe x tal que

2

(x,u(x)) # 0 entao como acima U= vu deixa x invariante e

1
€é portanto uma transvecgao.

Se por outro lado (x,u(x))= 0 para toda x entao u
ja & uma transvecgaol

Se K &€ um corpo finito com k elementos algumas ve-

zes denotaremos K por k.

_ Teorema 1: Com excecao de Sp(2,2)= Iy e sp(4,2), sp(2,3), o
grupo Sp(n,k) nao contém nenhum subgrupo praprio normal nao
contido no seu centro. (que em geral-é igual a {I,-I} e que.
no caso K= GF[?@ €& igual a {1}).

Demonstracdo: Faremos s& a demonstragao no caso K= GF [2],

No caso geral, supondo que H; < Sp(2n,k) contém algumelemento que naoes
td no centro, mostra-se que Hi contém as transformagoes
ux(x)= X + AMx,a) a (a # 0, fixo, e ) arbitrario) e daiusan

do-se a proposicao 5 resulta que Hl= Sp(2n,k) .

Vejamos com mais detalhe o caso K= GF [2].

1 Existe u em}H

tal que u # I e temos que existe x tal que u(x) # x.

Seja H; < sSp(2n,2), n 2 3 eg}fn
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Caso 1. (x,u(x)) # 0 para todo x. Dado x arbitrariamente,
existe v € <x, u(x)> tal que (x,y)= 0, (u(x),Y)= (x, u(x))#0.
Existe uma transformagéo simplética v tal que v(x)= u(x):
v(u(x))= y. A transformagao simplética u;= v u V_lu perten
ceé%euﬂm=y

Podemos nos restringir ao caso 2.

Caso 2. Existe x tal que (x, u(x))= 0.

Seja H= <x>* e w uma transvecgao de hiperplano H.
=1 -3,
u

u,=w uw
1

sez€HAA u(H); z= u(h) e

esta em Hy e deixa fixos os pontos de H N u(H) pois

ul(Z)= “;l u w u—l(u(h))= w—l uw (h)= w—l u(n)= u(h)= z.

SejaP= <x,u(x)>; P < P*=H n' u(H) e uy e uma
transformagao que pertence ao subgrupo normal Hl'

Seja WS H A u(H) e dim W= n-6 com W nao isotropo.  Te-
mos que u deixa invariante o subespago nao isdotropo W* de
dimensio 6, e além disso podemos considerar toda fungao 1i
near de W* em W* como restrigao de uma fungao de v. Se mos
trarmos que o teorema vale para n= 6, teremos que O grupb
H contém alguma transvecgéo T : V— V que satisfaz
T(Wk)= Wk T(W)= W e T|w= id. Como Hy contém uma transvec-
cao e & normal e todas as transvecgoes sao conjugadas
Hl= Sp (n,k). Agora sd nos resta demonstrar o seguinte fato
se Hy q Sp(6,2) e Hy # {1} entao H, = Sp(6,2).

Podemos supor que chontém uma transformagao sin-
gular u:x —>x+v(x) (cf pag.4) paraaqual v(x) tem nosto 1 ou 2.

Temos que Dﬂu,ei)= I S| s é simétrica e tem
o I '
posto 1 ou 2.
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Se S tem posto 2 entao ela & equivalente a uma das

matrizes.

0 1 0 1 1
Sl = |1 0 O ou SZ= 1 0
0 0 O 0O 0 0 .
No primeiro caso sejamwl e w, as transformagoes simpléti-
cas que deixam oOs vetores (ei) i # 2 e i # 4 invariantes e
wl(e2)= e, t e, w l(e4)= e,
w2(e2)= e, WQ(e4)= e,-
. _ - _ -1 = N
Sejam U= wpouowooe ui—vmwz_ entao u, ul per

tence a H; e tem matriz simétrica associada semelhante a se
gunda. Logo Hy contém um elemento singular cuja matriz simé-

trica €& igual a S, + S que tem posto 1 e H, contém

2 1
uma transvecgéo. Portanto Hl= Sp(6,2).
Agora se S & semelhante a 82 entao S é se-
melhante a matriz
v (10 1 : '
S= donde H, contem a transformagao sim-
0O 0 O ’
1 0 O
" = o 1 1
pléetica singular correspondente a S + S'= " mas
1 0 O
1 0 O
essa matriz & semelhante a Sy e voltamos ao caso an
terior.
No caso em que S tem posto 1 temos que u & uma
transvecgao.

No livro de Dickson [16], pag. 118, ha uma demons

tragao de que Sp(4,2)=I_ por uma abordagem completamente di

6
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ferente. La os grupos Sp(2m,pn) sao denotadosporfS/\(mmpp).

ITI) Grupos Ortogonais Ho™(n, 3)
n,:

Havendo descrito com algum detalhe Os grupos simplée-
ticos e, em especial, o grupo Sp(2n,2), faremos agora uma
descricao sumaria dos outros grupos que nos interessam.

No que segue, E denotara um espago vetorial de
dimensao m sobre um corpo K, cuja caracteristica & diferen-
~te de 2, no qual esta definida uma forma bilinear simétrica
.f nao degenerada. As definigoes sao andalogas as do caso an-
terior.

Uma transformacao que deixa f invariante & chamada
ortogonal e o grupo de todas as transformagGes ortogo-—
nais sera chamado de grupo ortogonal e denotado por 0(n,Kf).
Se W & um subespago chamaremos de ortogonal a W ao subespago denota
do por W+ constituido de todos os elementos y de E tais que
f(x,y)= 0 para todo x em y.

Aqui acontece algo bem diferente do caso simpléti-
co; 1la a forma alternada & essencialmente Gnica, mas aqui
nao acontece o mesmo. Porém, como veremos no Teoremal, pode
mos no caso em que K= GFEpn], p # 2 chegar a algo parecido.

Dada a forma f podemos associar a ela uma forma
quadratica définindo g(x)= f(x,x) e temos uma fornmula de pola

rizagao f(x,y)= —%—(g(x_+ y) - g(x) - g(y)) que nos permite
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recuperar f. A matriz de f numa base fixada (e,),_ é a
i’i=l,...,m
matriz (f(ei’ej))i=l,...,m .
j=1l,...,m

Proposicao 1: Seja f uma forma bilinear simétrica nao degenera-

i’...,m 1
da, g= 3 aij gi §. a forma quadratica associada, en-
£ Y

tao existe uma base com relagao a qual

m

2
gz I o, £, com o, # 0.
jop 104 i

Demonstracao: Se m=1 o fato & evidente.

Sem > 1 sejav tal que g(&) # 0. Se W= <v>, temos

1 - - .
E=vq(:)w . Agora f L € bilinear simétrica nao degenerada e
W

1 ~ = -
dim W = n- 1. Por indugao, f| , e diagonalizavel.
W .

Proposicao 2: Seja f uma forma bilinear simétrica nao dege

n - L
nerada sobre GF[p ] (p > 2).entdo existe uma base (B,) i=1, .+ ,m

tal que em relagao a essa base a forma g se escreve assim:

S m
gz I E? + v I E? onde v & um nao quadrado qualquer.
j=3 i=S+1
" . s ’ o I 0 "
Isto significa que M(f,Bi)— .
: 0 vI
- ) o :
Demonstracao: Seja K o subgrupo multiplicativo de

Kﬁﬁ: K - {0}, formado pelos quadrados de seus elementos.

# 5 > 2
—Ii;;é-z— tem ordem 2, logo as classes laterais sao {K#L, \)K# }
K ,
onde v &€ um nao quadrado qualquer.

Agora suponhamos que temos g na forma diagonal. Is
m 2
- | = . .
e: (Bi)i=1,...,m g= iil o, Ei onde apenas Os s primeiros
. - & 9 2 m 3 .2
0,4 Sao quadrados entao: g= I ay gi + v I aj &i. To
. i=1 i=s+1
B'
i

temos g na forma procurada.

mando-se Bi=
i



- 14 -

Esse resultado pode ser melhorado aprovei

tando-se o seguinte fato.
Seja v um quadrado entao existem a e b tais que
a2 + b2= —%— (ver Dickson [16], pag. 64).
Seja g= v gi + v gg onde v & um nao quadrado.
Seja (Yl, Y2) a seguinte base: Y= aBl— b[%; Yy~ bsl+ aBz.
» ~ - 2
Temos que f(Yi, ﬁj)— Gii e entao g= I Ei na bgse (yl, Y2)-

Teorema l: Seja f uma forma bilinear simétrica nao degenera
da, hum espag¢o de dimensao m, sobre GF[pnj, e g a forma qua
dratica associada a f, entao:

1) Se m &€ impar, g é.equivalente a uma das seguin-

tes formas:

m m
- 2 _ 2 - ~
gz I gi, ou g= v I gi onde v e um nao quadrado, e
i=1 i=1
seus grupos ortogonais associados sao isomorfos (de modo

que podemos considerar s6 uma delas).

2) Se m & par,

m-1 :
gz g = I E? + v 52 onde v= 1| ou v & um nao quadrado.
Voo i m

Demonstragao: Pelo que fizemos, temos que podemos passar

S m
da forma gSE z gi + v Z gi para a forma g +2 mudan-
i=1 i=s+1 S

do a escolha de bases, de modo que podemOos assumir que

M(f, Bi)= Im—l 0|, sem & par e M(f, Bi)= [I] ' ou
0 v
M(E, Bi)= [bf]} se m & impar. Agora toda transformagao dei

xando invariante uma forma do tipo [f], deixa a forma do

tipo Eﬂj invariante e vice-versa.
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Temos entao que existem dois tipos de grupos orto-

gonais que denotaremos por L'lO(m,pn), onde pue€ {+, -}e
mo3 m 2
U= + se g= r &, oug= v I E,
. i , i
i=1 i=1
U= - se g= z gi + v Em . onde v é um nao gquadrado-
i=1
+ n, ~ ™= n P
Sabemos que O(m,p ) = O(m,p ), se m e lmpar, e

por isso denotaremos esse grupo simplesmente por 0(2n+l,an
Os resultados seguintes se demonstram usando técni

s

cas parecidas as do caso simplético. Para os detalhes ver

[16), [17] e [18].

1) Se u & uma transformacgdo ortogonal involutiva e

xiste um subespago nao isdtropo V, tal que uj|,= id

®

u Vi= -xd.
No caso em que V & um hiperplano diremos que u é a
simetria com respeito ao hiperplano V.

2) Toda transformagao ortogonal a n variaveis so-
bre um corpo de caracteristica # 2° & um produto de no maxi-
mo n simetrias.

u m 1 m

Denotamos por '~ RO(n,p ) o subgrupo normal de. " 0(n,p )

formado pelas transformagoes ortogonais de Determinante 1.
m ”

3) Qi (pm)= Elo(n,pm); uO(n,p )T & gerado pelos pro
dutos de duas simetrias conjugadas e também pelos quadrados

dos elementos de uRO(n,pm).

4) Se n > 2 O grupo uRO(n,pm)/Q‘;l(pn) é isomorfo a

k
W

um subgrupo do quociente
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5) O grupo P Q (p )= ——————— & simples para n > 5.
n U, n
7(2) (p™)
6) se G < "0(n,p"™) entdo cC z[“O(n,pm)] ou

g

}YD.QE(pm) para todo H « G, tal que H 3 Z[UO(n,pm)].

A seguir examinaremos um pouco melhor o caso espe-
cial K= GF[B]. Temos entao os grupos u0(2n,3),u € {+,-1} e
O (2n+1,3). Sabemos que os grupos ortogonais sao gerados

pelas simetrias . que no caso considerado sao todas do seguin

te tipo:
+
T, ® ¥ -—F X+ m(x,a)a, onde = (a,a) e (a,a)= - 1.
; i) + - :
Seja D = {Tal <a,a>= m}. Temos D e D , onde o si-
nal + & usado no caso (a,a)= 1 e o sinal - no caso (a,a)=-1.

r =s_ ) - .
D e D sao duas classes de conjugagao formadas por involu-

¢Oes que juntas geram uO(m,pn). Denotaremos por uOﬂ(m,pn) e}
<DW> - T U n
grupo —- E facil verificar que 2Z<D ><& Z("0(m,p )= {I,-I}.
' Z<D >
"0 (n, 3) !
O grupo T L - , se denota por PO0" (n,3) e po-
z["o(n,3) ]
de-se demonstrar que & igual a uO+(n,3).u0_(n,3) e esses

dois subgrupos sao normais. Usando 6 pode-se ver que

po"(n,3) < Yo" (n,3).

~

Proposicido 3: 07(2n + 1, 3) 2P 9(2n + 1, 3).

Demonstracao: Temos que O+(2n + 1,3) «a P O(2n + 1, 3) e
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PQ (2n+1,3)d« 0+(2n-+l,3)._0bservamos que se {Tv,—Tvﬁ=;§

& uma classe pertencente a 0+(2n-+l,3» entao existe uma ba
— l -
se B tal que M|T_, Bl= . Vemos que -T e um
[ Vv [I]’ZI’I V

comutador de 0(2n+ 1,3) pois € um produto de um nimero par
de elementos de uma mesma classe de andugag&lloqo pv,esté em
PO (2n+1,3).
Resulta, do ja visto, que
PQ (2n+1,3) = O+(2n+ 1,3) 4 0 (2n+1,3) =P0(2n + 1,3).

S

PO (2n + 1,3)
PQ (2n+1,3)

= 5

Proposicao 4: 5

Para demonstrarmos a proposig¢ao basta exibirmos um
elemento de P0(2n+ 1,3) que nao pertenga a P Q(2n+1,3) ou
equivalentemente exibir um elemento Ty de 0(2n+ 1,3) talque

{r\), —rv} A Q(2n+1,3)= ¢.

Tomemos (ei)i=l,...,n a base na qual ME%,ei]: T.
Seja v= e, + e2
T (x)=x - (x,v)Vv temos i 7
v
M = 0o -1
Tv(ei)= ey se i > 2 T
-1 0
T (e, )= —-e
v T2 1 I
T\) (el)= _ez o -

e entao T, #Qe - 1. €Q.

\V
Assim temos entdo mostrado que deveremos . ter
~ = -+
PO(2n+1,3) = 0 (2n+1,3) e que esse grupo contemO (2n+1,3)

como subgrupo de indice 2.

Temos para n 2 2 o seguinte reticulado de

grupos.



- 18 -

0(2n+1,3)
G 0(2n+ 1,3) "G 0(2n+1,3) R 0(2n+1,3)
\ \\ TTG O(2n+l,3)= <D1T>

(2n+1,3)

~\\\\\\\ ‘//////// | 7= {1, -1}

1

Com técnicas analogas as do caso anterior pode-se demons-

trar que para m= Zk’k > 3. Temos o seguinte reticulado de

k 3) \\\\\\\\\\mi

grupos.

P o“( G 0" (2k,3) -6 0™ (2k,3)
(2k 3)
Z
1
Neste caso temos U0+ (2k,3) = ”O— (2k,3) , de modo que deno-
taremos esses grupos simplesmente por Ou(2k,3) (k 2 3. E-
les contém como subgrupo simples o grupo dos co-

mutadores P Qu(2k,3).

III)Grupos Unitarios PSU(n,?2).
Novamente daremos apenas os enunciados dos resulta
dos. Remetemos o leitor & bibliografia [16] capitulo 4 e 5,

v parte e [17:|~ [18] .

Seja K uma extensdo separdvel de grau 2 de um corpo Ky e
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£ — £ o automorfismo ndo trivial de K|K0° Seja E um espaco
vetorial de dimensao n sobre K. Diz-se que f: EXE —K &
bilinear hermitiana se satisfaz.

1) f(x+Ay,z)= £(x,2) +X £(y,z) e2) £(x,y)= £(y,x).

Chamaremos de grupo unitario em n VariéveissohmaKO
em relagao a f (Notagao U(n,Ko,f)) ao conjunto de todas as
transformagoes lineares de E em E que deixam f invariante.

Para cada x € E temos ¥y (x):E — K, definida por
Y(x)(y)= £(x,y); o posto da aplicagéo semi-linear Y : E — E'
e por definicao o posto de f.

f sera dita fundamental se bosto f= n. As nogoes de
equivaléncia, ortogonalidade, etc., se transportam para es-—
se caso.

Agora analisemos o caso em que Koy~ GF[Zn], entao to
da forma hermitiana f admite uma base ortogonal e pode-se
provar que duas formas fundamentais sao sempre equivalentes
e portanto os grupos associados sao sempre isomorfos. Deno-
taremos esses grupos simplesmente por U(m,én).

O grupo U(n,Ko,f) contém um subgrupo normal que- é
o grupo das transformagoes unitarias de determinante 1 que
denotaremos por U+(n,K0,f). Este grupo é gerado pelas trans
VeCQBes_de det 1 relativas a vetores isdOtropos. (Exceto pa-

ra k.= F

O centro de U(n,KO,f) consiste das transformagaes

T(x)= Ax tais que AA= 1. Ele & denotado por Z.
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O grupo
U+(n Ko.,f)
PSU(n,KO,f)= ’+0’ é simples, exceto para
ZN U (n,KOf,f)
0s casos K0= GF[Bj,n= 2,e K0= GFr2] n= 2 ou n= 3.No ca-

SO K0=(H?[2] existem geradores deste grupo que formam uma classe . de
conjugagcao tal que o produto de dois elementos tém sempre or
dem 2 ou 3.

No livro de Dickson {16, os grupos PSU(m,pn) sao

denotados por HO(m,pzn).

IV) Os grupos ortogonais Ou(2n,2).

Uma forma quadratica definida em um espaco E sobre
GF[?mJ é qualquer funcao Q : E — GF[?%] que satisfaz a
seguinte propriedade: |
Q(Ax + ny)= AZQ(x) + an(y)+ an f(x,y), onde £ &€ uma forma
bilinear alternada nao degeneradé.

No caso em que m= 1, Os escalares estao em
GF [2] e B sempre iqual a A , de modo que a equagao aci-
ma se escreve da seguinte forma:

Q(Ax + ny)= AQ(x) +NnNQ(y) + AN £(x,y).
Dizemos que duas formas quadféticas Q1 :E ——-*CF[?T

Q, E — GFIZm] sao equivalentes se existe um isomorfis-

mou : E —— E tal que Ql(x)= Qz(u(x)).

Dickson [16] mostra no capitulo VIII que toda for
ma quadratica Q : E — GF[ZTJ, onde E tem dimensao  par,
é equivalente a uma forma do tipo

2 2
0= B1bneat oot By Bopy T OB, F &y Epp by, ). onde
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ou ux2+-x4-u & irredutivel ou u= 0.
Denotaremos aqui por 0“(2n,2m) (o) grupd das trans-

formagaes lineares que deixam Qu invariante.

Esses grupos sao gerados por involugoes, que sao as

transvecgoes, cujo produto tem sempre ordem menor ou igual a
u m » , "

3 0" (2n,2") contem um subgrupo normal simples que e o gru-

po dos comutadores que denotaremos por PQU(Zn,Z).

Gostariamos ainda de avisar o leitor que no 1livro
de Dickson esses grupos sao denotados por GA'

V) Grupos finitos gerados por 3—tranévecg6es.

Num trabalho famoso gque suporemos conhecido Eﬂ,
Bernd Fischer determina quais sao os grupos finitos, comcen
tro trivial, gerados por uma classe D de involugOes conju-
gadas onde o produto de duas delas tém sempre ordem 2 ou 3
e G'= G".

Fischer segue aproximadémente a seguinte seqliéncia
de passos.

Seja E um conjunto maximal-de involugoes que comu-
tam entre elas e seja n a cardinalidade de E. Fischer
prova que:

;) NG(E} age de modo duplamente transitivo em E.
2) NG(E) contém um 2 Sylow de G.

3) N.(E)

G & isomorfo a um dos seguintes grupos:

/
Ce(E)

_|_n |
Zn,An,GL(n,2),Lm(4)mkb m—[ 2] Zjﬁ.GLULZ)ouM22m53J54.
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Os primeiros casos vao dar origem a grupos conhe-
cidos, mas os 3 Ultimos casos nao eram esperados e eles vao
dar origem a exatamente 3 grupos que denotaremos por Fizz'
F' F' .

1237 “124
abemos que o0s trés grupo : F. F; um

Sabe q €s grupos F122’ in3r Figg tem
subgrupo proprio simples normal/que & o grupo dos comutado-
res e que & igual ao proprio grupo nos dois primeiros casos
e tem indice 2 no terceiro caso.

Para se obter mais informa¢oes a respeito desses

grupos, veja-se [14].
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CAPITULO 1

Provaremos nesse capitulo o resultado de Nagao

Bﬂ, ja citado na Introdugao, que & o seguinte:

Teorema: O grupo de permutagao Zn € caracterizado pela sua

tabua de caracteres.

A. Teoremas Gerais:

Defini¢Ges e Notacdes: Sejam G e G' dois grupos; diremos
que eles tem a mesma tabua de caracteres se existem duas
permutacoes (o, B) tais que %1(CO)= Xa(n)(cB(O))' onde Xn

denota um caracter sobre C, C, uma classe de conjugagao.

S]
Para simplificar denotaremos: '

i ' P -

Xa(y) POF Xue Cg (o) POT C'. A classe {1} sera de

notada por Cl'

As provas, a seguir, sao baseadas em resultados co

nhecidos da teoria dos caracteres que podem ser encontra-

dos em [19], [20], [27].

Proposicao 1: Se G e G' tém a mesma tabua de caracteres en

tao:
1) |6|= |Gc"']

2) 9gr X = 9r X},
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3 leyl= lc',|

4) c , =C" (onde C sao as constantes de multipli
aBy apy _ aBy =
: cac;ao} determinadas como segu2) .
Cada elemento da classe CY pode ser obtido de
CGBY maneiras, como produtq X.y com X em Ca e y em CB'

30 ! "y = - =
Demonstracao: ¥ u(Cl) .Xu(cl) gr X,-

Temos

o=

Xy (€1) x4(C) > 0 e pelas relagoes de or-
u=1
togonalidade, Ci € a classe do elemento unidade de G', con-

seglientemente gr Xy~ 9% x& e isso demonstra 2, Entao temos que

k y 5 2 -
|Gl= I (grx.)= I (g9rx_,)°= |G'| e demonstramos 1
=1 u u=1 u .

k k '
liil = I x.(C )X(Ca)= L X '(Ca') ¥ .q (C = J—QJ— e como

| Cd u=1 94 @ =l 2 a') Ica'
|Gl= |G'| temos que |c |= |c_,|
Pela definigao temos
C C,=1% C C. e concluimos:
o By TaBy Y
Gy xg(Cy)  [Cal Xy (Cg) i Copy!Col Xy (Cy) 0
gr X4 9T Xy Y 9r Xy
Assim:
Xy (C,)
R T A -
u [Ical Xu(ca) |CB| XU(CB)]—
9r Xu -
=1 X, (C) .ZC . |c| x,(c)= IC . |C| x, C) X (CI=
a uy G aBy' o u' o w0 aBy' "o u o u oy
= C |G|. e deduzimos que

-aBY
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e 4 T
8y z CaBy ICOI Xy (Cg) xu(CY) analogamente temos que
|G| u
1 LN -
C ipiy 1= L C,,,lC'lX,(C ) X (C_,) .
a'B'y || u.)o.aBY o u Y u’ oy

Pela observagao, temos que na expressao acima cada parcela

r, C

Zi Cyrgryr |Céf| Xy o (Co') pode ser substituida por

|c

o xoceo e, ] x..(C,y) /9Ty, e pelos 3 primeiros fa-
o u a B u B u

tos temos 4.

B. Grupos Gerados por 3-transposicoes conjugadas

Definicao 1. Diremos que um grupo finito G & gerado por uma

classe de 3-transposigoes conjugadas se existe uma classe de
conjugagao D tal que
1) <D>= G

2) x,y € D = x%= 1 # x e |xy| < 3.

Notacoes e Observacoes Gerais:

I) Denotaremos por A a soma dos elementds de uma classe A
de G, soma essa tomada no anel de grupo C(G).

I1) CD(x) denota o subconjunto formada pelos elementos de D
que comutam com X.

III) Seja G um grupo gerado por uma classe de conjugagao D que sa-
tisfaz uma equagao da forma.

D= ID|L + 2 T + 3 Wonde T e W sdo classes distintas de G.
Sejam:

B .= {(x,y) |x,y € De x.y= v} entao

|Byl=2+> veT e |Bf 3= v EW.

Dado x em D sejam:



Dx={y€D|xy€T}
Ax={y€D|xy€W}

Temos trivialmente que D= {x_l} V D v A_.

Lema 1. Com as notagoes anteriores temos

R .
1) c(x)= {x "}V D

2) x2€T v {1}.

Demonstracao: a) Mostraremos que {x_l} U D C:CD(X). Com e-

feito: y € D = xy= yxy: x¥y*Y e entdo xY e {x,y} que im-
plica y € CD(X).
b) Demonstragao de 2.

Suponhamos que %° B W, entdao W= fu’ | w € D} pois
y €E W< y= a-lx2a= a-lxa a—lxa= (a_lxa)z.

Se tivessemos A = {x} entao CD(x)= D e G seria co-
mutativo; e entdo G nao satisfaria a equagao inicial.

Seja entao z € AX - {x} temos xz= zx%= x2z%%= u2

o3 z
para algum u em D, e teremos entao x € {x,z,u}.

Z XZ
Se X = u vem u= 2z e teremos

=] -1 -1 ~ 5
z xz= z ~x 2xz e entao x= z contradicgao.

zZ ~ - ~
Se x = z entao x= z contradigao. Entao para todo

z € Ax’ temos x°= x que implica z € CD(x) e portanto teria-

mos G comutativo. Contradigao.

c) agora mostraremos que CD(x) - x—l ¥ D_-
Pelo observado acima basta mostrar que CDbdtﬂAx=Q.

Seja z € CD(x) N Ax' temos:
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xz= zx= uu'=u'u e u ¢ {x,z}.
Entao u= u' e temos que ter xz em T { {1}

e isso vai contra o fato de que z esta em AX a .

Proposigéé 2: Com as mesmas notagoes do lema 1 temos:

Ou D é uma classe de 3-transposigdes ou G = I, e D e a
classe de elementos de ordem 4 deste grupo; (classe asso-
ciada aos 4-ciclos).

Demonstracao: Se w € W entao |Bw|= 3.

CG(w) opera por conjugagao em B -

Afirmo que w opera transitivamente em Bw pois su

-1

ponha que (x,y)w= (w “xw, w_lyw)= (x,y) entao w—lxw= X, mas

w= Xy = y_lx— XXy= X = y_lxy= X = y € CD(x)={x—l}U D,
(contra a hipotese) ldgo w opera transitivamente em Bw e

temos que 3 | |w

Y_ ¥

Além disso temos: xy= yx’= Yo Y x¥Y*Y e w  ae

X

Y =Y

onde segue que yxy € {x,y,xy}. Mas y =y = yX= y =y € CD(x)
XY_ Y

(contra a hipotese), e y implica x= y.

Portanto temos que ter yxy= x que implica yxy= xyx (1).
Como D é uma classe de conjugagao, seus elementos
tém todos a mesma ordem. Temos entao duas possibilidades:
A) D consiste de involugoes.
Nesse caso temos: CD(x)= {x—l} v D = {x} v D, e portanto
T consiste de involugoes.
como 3 | |<w>| e como, por (1).
w3= (xy)3= XYXYXy= xyxxyx= 1 ’ w consiste de elementos de

ordem 3.

E nesse caso, D & uma classe de 3-transposigoes.
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B) Os elementos de D nao sao invoiugées.
Entao pelo lema 1: 7= {y2|y € D}..
Temos que D_= {x}, pois se y € D - {x} entao:
Xy= yX= u2 = u € {x,y} = x= u= y absurdo.

Entao para cada x em D existe exatamente um x' em

D tal que x'2= x2

(x # x').

g x99 ¢2 2

Agora se g € CG(X), entao x = x"

19

Ora X x =>. x'= x absurdo.

x'9= (x)= C .(x").

] . ]
x' = g € CG(x ) segue que C G

G

Em par#icular x' € CG(x) N D isto e
x' € CD(x)= {x,x_l} (Lema) o que implica x'= x L. Entao
xi= x2x%= x%x2= x2(x_l)2= 1 e deduzimos que |x| | 4.

Como x ndo & uma involugao temos que |x|= 4.

Temos- provado que neste caso D & constituido de ele
mentos de ordem 4 e portanto T & constituido de elementos de
ordem 2. |

Mostremos a seguir que os elementos de W tém todos
ordem 3.

Sejam x,y € D tais que (x,y) € W; entao por (1):
(xy)2= XYXY= XXYX= yxzx-l € D2.

y € A; ora o elemento (xy?¢ T U {1} pois 3| | x.y|

Logo (x.y)2 €W e temos entdo |xy|= ny|2 e vem que

2 ) |xy

Agora oObservamos que

3 x2 2 ;
(xy) = x(yxy)Xy= XXyxxXy=y Yy € D e como 2 } | xy| deduzimos que

(xy) 3 ewv {1},
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Finalmente como 3 | |xy| temos
(xy)3= 1 e portanto |xy|= 3 e yx2= y—l°
Entao se y € D~ {x,x_l}, temos que y2x2= x2y2 pois
2232 2 22 2 =2 2
x“y°xT= x“yx“xyx"=y ‘= y°.

Isto implica gue:
o222 2% (x2yx?) xy= v xdy e 1.
Portanto <T>= T U {1} é um 2-grupo que age por conjugagao em

1

{y,y -}, o nicleo dessa agao & pelo visto acima {l,yz} logo

|<T>|= 4 = |T|= 3.
Conseqtientemente |D|= 6.

Pelo visto acima D & da forma

-1 -1 -
D= {x,x ~,¥.¥ ~,2,2 l}.

Seja a= xy2, b= yzz- e c= y2x

temos trivialmente que

g2= B2= c?= (ab) = (be)~= (aci®= i (2) .

Mostremos que <a,b,c>= <x,y,z>.

1) y € <a,b,c> pois ou abc= y ou abc= y 1 pois temos

_ 2.2 2 _ 2 -1 2 _ 2 2 -1 .2
abc= xyy zy Xx= X2y X= XZXX "y X= XZXX y = X2ZX "y e

xzx © @ {y,y-l}.
Como ay2= X e y2b= z, resulta o que afirmamos . En-

tao segue de (2) que G = L,- (Veja Dickson [16], pag. 287).

C) O caso Ip-

Definicoes e Comentarios:

Agora vamos demonstrar o teorema enunciado no come
¢o do capitulo: O grupo I é caracterizado  por
sua tabua de caracteres.

Podemos supor n > 4 pois I, = Z, € Iy é o tnico
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grupo nao comutativo com ordem 6.
Observemos que I satisfaz a equaao ]32=| D|1+ 2T+ 3w

onde D a classe das transposicgoes.

Assumimos que G € um grupo com a mesma tabua de

caracteres que I . Denotaremos por C(il(al) ,12(0‘2),... ) a

classe de G associada a classe de Zn cujos elementos sao ex
pressos como um produto de oq ciclos de comprimento il ve-

zes o, ciclos de comprimento i etc.. Por exemplo, se

2 2’

(2)

n > 7 entao C(2 ,3) é a classe associada a do elemento
(12) (34) (567) e C(4,3) é a classe associada a do elemento

(1234) (567) .

Vamos supor que C(2) & uma classe de 3-transposi-
g'éo, O que certamente acontece se n # 4.
Lema 2. Nas hipdteses e notagoes acima temos:

A ordem de um elemento de C(4) e 4.

Demonstracao: Da tabua de multiplicagao tiramos que qual-

guer elemento de C(4) pode ser escrito como um produto de
um elemento de C(2) por um de C(3).

Seja x € C(4) com x= ay a € C(2) e vy € C(3).Obser
vamos primeiro que x2= 1= a yay= 1= yay= a=~ yay2= ay= yay—l= X;
e tiramos que x € C(2) (contra a hipotese).

Novamente temos que (da tabua de multiplicagao)

x= bz= b'z'; (bb' € C(2); z', z e c(2?))).
Se [x,b]= 1 vem b= xox L entdo b= bzbz b 1= bzbzb =—>

bzbz= x°= 1 o que ja mostramos que é contradigao.

Desde que x= bz= x bzx—l= xbx—lxzx-l= (xsz_z) (xzzx-z) e

b#xb x—l temos que ter xsz"2 e {b,x bx-l} mas como
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xsz2= xbx—l¢>b= xbx-l, o que nao pode acontecer, temos
que ter xsz-2= b isto é:
(bzbz) b(zbzb)= b e ent50~(bz)4= x%= 1 e temos que |x| | 4.
Como x2 # 1 vem que |x|= 4.

<

Lema 3:

Seja k < [—%{] e sejam ai(i=l,...,k) elementos de

c(2).

1) se a1X...X ap € C(2(k)) entao todos os g comutam entre si.

2) Qualquer elemento de C(2k) pode ser expresso de modo ﬁni
co (a menos da ordem), como produtode k elementos de C(2).

3) Se os a. i=1l,...,k sao todos distintos e comutam entre

1

-si, entao a; € C(Z(k)).

Demonstracao: Fagamos indugao em k.
Se k= 1 ou k= 2, a conclusao sai do lema 1.
Assumamos agora que o lema €& verdadeiro para todo
s <k - 1.
1) Da tabua de multiplicagao temos que qualquer elemento de

C(Z(k)

) pode ser expresso de k! modos como produtos de k e-
lementos de C(2) e exatamente de k modés.como produto de e-
lementos de C(Z(k—l)) vezes um elemento de C(2) .

Se um produto de um elemento x de (C(Z))k_l Qezes'

a de C(2) & tal que x.a € C(Z(k)) 2(k—l)).

entao x € C( Caso
contrario, x a poderia ser escrito de mais de k! maneiras co
mo produto de k elementos de C(2). Entao temos:

Se aj,...,a) sao elementos de C(2)

€ C(2k_l)ezpela hipotese

' (k) :
age- ..y, € C(2 ) =P age...ay )
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de indugdo a;,...,a _; comutam entre si. Como
- k w =

a2....,akal— al(al,...,ak) a1 € C(27) temos tambem que
' . k

Bypeeeedy comutam entre si. Analogamente a3,”.,akala2€ZC(2)

e portanto também a; e ap comutam.

2) Os arranjos dos 3 g sdo k! e portanto eles dao todos

(k)

os modos de escrever o elemento al.....ak'de c(2 ) como

produto de k elementos de C(2).

3) Consideremos o conjunto C(2(k-l)).c(2). Da tabua de mul
tiplicagdo sai que esse conjunto tem elementos em C(Z(k));
c(2? 332 c2% ¥ 4y e c27P) .

(k-2)

Todo elemento de C(2 ,3) pode ser escrito de

modo Unico como um produto x.y; com X € C(Z(k—z))e y € C(3).

Portanto

xy= [y [(x6en) ™ [0y 6o T = sy v 7= ) X =y, pois
-1

y(XY7 € C(2), e temos xy= yx, O que implica |xy|= mmc (|x|,|y|)= 6.

De um modo completamente analogo pode-se mostrar
(k-3)

-

que a ordem de um elemento de C(2 ,4) e 4.
Como todos os g comutamTTai & C(2(k—3),4) L)C(Z(k_2),3)
’ K (k-2)
e sO resta mostrar que T a; g C(2 ) .
i=1
k
Se m a; e C(Z(k—z)) teriamos
i=1

=b....b

age.edp 1 k=2" bi € C(2) e

aye 4= bl....bk__2 ay de onde por 2)
a) seria igual a um dos a; 1 <i<k-1, o que & uma con-

tradicao.

"Lema 4: Se a;r a, sdo elementos de C(2) tais que a;.a, es-
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ta em C(2(2)

) entao existe um elemento b de C(2) tal que
a, a, b € C(4) e isto implica que alb'e C(3) e ézb € C(3).

Demonstracao: Desde que C(2(2)).C(2) contém C(4) existe b

tal que aja, b € C(4) que implica b ¢ {al,az}.
Precisamos mostrar que aib € C(3); i= 1,2.
se a,b ¢ C(3) (i=1,2), a;b € c2¢?) e entao

alazb € C(2(3)); contradicgao.

Se alb e C(Z(z)) e a.b € C(3) entao a, comuta com

2
,b e |a1a2b|= 6; contradigao.

1
a

Portanto alb, a2b e C(3) .

(2)

Lema 5: Sejam ayrayr b elementos de C(2) tais que a;a, € C(27).

se a;b € C(3) (i=1,2) entdo x= aiazb € C(4).

Demonstracdo: C(2).C(3)= C(2,3) U C(4) < C(2).

1) Se x pertence a C(2)

239
a

tence

= xb implica x= a; ou x= a, entao ou alb ou a2b per

C(2(2)), contra a hipdtese.

2) Se x pertence a C(2,3) entao x pode ser escrito de ma-
neira Gnica como um produto de um elemento de C(2) por

um de C(3). Como x= al(azb)= a2(alb) temos que a;= a, e

portanto a;a,= 1; contradigao.

SO resta a possibilidade de x € C(4).

Lema 6. Se a, a., a., sao elementos de C(2) tais que aléb a3

2 3
(3)

1

pertence a C(2 ) e b um elemento de C(2) que nao comuta

com a, a, entao b comuta com ag.

Demonstracao: Suponhamos que b nao comuta com aj.

Entao a;b pertence a C(3) para i= 1,2,3 e, pelo
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lema 4, a2a3b seria um elemento de C(4). Entao x= alab ay b

pertence a C(23).C(2)[\ C(2) .C(4) mas

C(g“”) c(2)= c(2(4)) U C(2(2),3) V) C(2(2)) J c(2,4)

c@2 . c(d)=c(2,4) 6 c3) ¢ c3) U c(2?)) de onde x perten

ce 3 c2?)) ou i c2,4).

(2)

Se x pertence a C(2 ) entao

= = V ¥ ‘ai
X= a; a, a, b a; a; e temos ‘que

- (3)
= U v
a; a, az= a; a, b pertence a C(2

para i= 1,2,3, contra a hipotese.

) . Entao b comuta com a;

se a; 32 a; b pertence a C(2,4) entao
a; a, ag b= a, a; ag b que implica a1= a,= agy contra a hi-
potese, pois a; a, a; pertence a C(2(3)).

Lema 7: Sejam ay a,r as elementos de C(2).
Se al nao comuta com a, e a3 comuta com al e a2 en-—-
tao existe b pertencente a C(2) que comuta com a, e nao comu

ta com a2 nem com a3.

Demonstracao: Pelo lema 5 existe b tal que b pertence a C(2);

a3 a2 b pertence a C(4) e b nao comuta com a2 e a3.

Se b comuta com a; a demonstragao termina aqui; as-
sumamos que b nao comuta com aj -

Entfo x= a,ab pertence i C(3).C(2)=C(2) U C(3,2) U C4).

1) Se x pertence a C(3,2)

_.=1 R -1 . .
alazb— X alasz— X alazxx bx € C(3).C(2) implica

= . _ . n h
18,= X ~ajajx ou seja Ex,alaé]— 1 que implica [b,aja,]= 1.

Entao x= ala2b= b ala2 implica b= a2; contradicgao.
2) Se x= alazb pertence a C(2) entao
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= - o _l -
xb= a.= az(a a; a2)— (alazal ) a; e um elemento de C(3)

Hi=2 2

- I —
e portanto b= a, ou b= a,” a; a, ou b= aj- Em qualquer caso

b comuta com a.,.

3
3) Se x pertence a C(4) € C(2(2)) c(2).
Existeéem elementos Ci (i= l,2,3)cancﬁfcé em C(2(2))
] i T —
@ cyc,Cc3=X pertence a C(4).
1 1 1 ] o~
Pelo lema_4.,cl cy ec, cy estao em C(3). Como
cé cé ci= ci(ci cé cé) ci esta em C(4) existem elementos
C,) C, C3 de C(2) tais que x= Cq1 €y Cqy € Cy Cq pertence a
(2) -
c(2 ) e cyc, ec,cy estao em C(3).
3 _
Como cy comuta com cy e (cl c3) = 1 temos que
Xc X "=c] = c, c, c3 cl c3 c, e cl 02 cl c, Cq=C,
Por outro lado, como (02 03)3= 1
c= €. {c. & ¢, . C, T )Je.E 0. B C.=C

Ora, qualquer elemento de C(4) pode ser expresso cO
mo produto de um elemento de C(2) vezes um elemento de C(3)

de 4 modos distintos.
-1 -2 -2 =3 -3 -1 -1 -2 x—3

o X _ X ple _ X X X X 3
Mas x=C c?l< Cl —cl c1 Cl Cl. (clcl F c ¢y <

1

x_l x—2 x—3

como ¢y, ¢ 4 €] ¢ C] sao todos distintos,al deve ser i-
-1

gual a algum dos c? i=1,2,3.

Entao existem dois elementos aé, b' de C(2) tais que
— L T ] (2) . -
X= alazb e alb € C(2 ) . Segue dal que

= 1w 1 — : = ' i .

a2b a2b b(bazb) (a2ba2)a2, e b' # be b'" # a, pois

[app] #1 e [aj.d,)= 1.
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Como qualquer elemento de C(3) pode ser expresso
como um produto de dois elementos de C(2) de 3 maneiras e

como (ba2)3= 1 devemos ter

b'=. ba2b= a2ba2 e entao [b',-aZ] # 1, Li)',aBJ #1 e ]:b',a1]= 12

Assim b' & o elemento procurado e isso termina a demonstra

cao.

ApOs apresentar essa série de lemas preliminares
que demonstram bem o tipo de técnica para esse assunto va

mos finalmente demonstrar o teorema.

Teorema: Se G tem a mesma tabua de caracteres que o grupo

de permutagdes o entao G = Zn.

Demonstracao:

1) Suponha n par n= 2m, n # 4 e D= C(2) -uma classe de 3=
transposicoes conjugadas de G.
Para n= 2, G resulta comutativo e nada temos a demonstrar.
a) n=2m (m > 2 e D= C(2) uma classe de 3-transposicces

conjugadas de G).

; m
Sejam al,...,am elementos de C(2) com al“..,%nem(x2()).
Pelo lema 4 existe um elemento bl em C(2) tal que alazb,

estd em C(4), (alb e a,b, estao em C(3)) e b, comuta com

1 271 1

a, se i=l, 2.
1 14

Agora assuma que construimos b b k<m-1e

l"eo’k

lementos de C(2) tais que todos os bi's comutam com todos

exceto com ai e a

os éj' e a. itl

s j's



- 39 -

Existe bk+l em C(2).que comuta com bk e nao comu-

ta com ak+l e ak+2

dos os bj's e aj's exceto a

entao pelo lema 6, bk#l comuta com to-
k+1 € %k+2°

Existem assim (m-1l) elementos bl"”’bm—l de C(2)

tais que laibi|= |biai 3.

+l|=

Seja c, 1T a € c, = bk‘

Os elementos CqprecerCp satisfazem as relagaes

fundamentais seguintes
1) ¢?=
i

A2 L L
2) (cic3) =1se 1 <] i

0

3
3) (cici+l) = 1

e entdo G = I_. (ver Dickson [16], cap. XIII).
b) Consideremos agora o caso n= 4.
Se G tem a mesma tabua de caracteres que 24 entao vale

uma das hipOteses seguintes:

a) C(2) & uma classe de involugoes de G e pelo que fi-

n

24 ou

b) C(2) & uma classe de elementos de ordem 4 e entao

zemos até aqui G

G = 24.

2) Seja n= 2m + 1.
O teorema vale se m= 0, de modo que podemos assu-
mir que m > 1. (No caso m= 1, se G tem a mesma tébﬁa que 23
entdo |G|= 6 e G & ndo comutativo e tiramos que G = I;.)
Pelo mesmo modo da parte 1, construimos (n-2) ele
mentos € ,,...,C _, que satisfazem as relagoes fundamentais

e esses elementos geram entao um grupo Gl isomorfos a Zn—l



e mais |G : G;[= n.

Desde que G contém apenas um subgrupo normal pro-

&
prio e seu indice e 2 temos N G}l<= 1 e segue que G é iso
XEG

morfo a algum subgrupo de I como |G|= n! segue que G = L.

(Teorema do "Core"). @

Um contra-exemplo, para mostrar que existem grupos nao ca-

racterizados pela Tabua de Caracteres.
Agora mostraremos que oOs dois grupos nao comutati
vos Qg € D, tém a mesma tabua de caracteres. |
Seja G um desses grupos.
{1,al=2(G)= G"'.
Temos que existem 4 céracteres lineares. Como G

"tem algum caracter irredutivel nao linear e I xiCU= 8= |G|, sO
i

resta a possibilidade de mais um caracter irredutivel de or
dem 2, poftanto G tem 5 caracteres irredutiveis e G tem 5
classes de conjugagao.

Sejam: 1, a, b, ¢, 4 os representantes das classes

G
Z(G)

=22X Z2.

de conjugacao, {1l,al= Z(G);

Temos ja a sequinte informagao, usando a tabua de

caracteres de G/Z2(G).

1 a b (o4 d
16| 1 1 1 1 1
X2 |1 1 | -1 1 | -1
X3 |1 1 1 | -1 | -1
Xq |1 1 | -1 [ -1 1
X5 | 2 B oq 0, 05



Agora, usando as relagoes de ortogonalidade, tira-
mos que 8'= -2, 0= Q,= 0g= 0.

Temos assim construido a tabua da caracteres de
qualquer grupo nao comutativo de ordem 8. Algo bem analogo
ao caso anterior poderia ser feito para dois grupos nao co-
mutativos quaisquer de ordem p3, p primo.

A menos de isomorfismos existem apenas 2 Qruposnéo

. 3 - -
abelianos de ordem p~ e eles tém a mesma tabua de caracteres.

Observacdes: 1) O que fizemos nos da um isomorfismo de ta-

bua de caracteres (Y,T) entre Q8 e D4, mas nesse isomorfis-
mo de tabua a ordem de um elemento x de Qg nem sempre e” i-
~gual a ordem de um elemento da classe correspondente em Dy-
Essa @ uma das razoes mais fortes para nao podermos concluir
que eles sao isomorfos.

2) O contra-exemplo também & importante, exata
mente por corresponder a grupos relativaﬁente "simples". Is
so ja evita que procuremos resultados do tipo: todo grupo

sollivel & caracterizado por sua tabua de caracteres.
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CAPITULO 2

Neste Capitulo demonstramos que certos grupos ge-
rados por 3-transposigOes sao caracterizados por suas ta-
buas.

Assumiremos um resultado n§o trivial ja enunciado
na introdugdo, demonstrado por Bernd Fischer e que €& o seguin
te.

Seja D uma classe de 3-transposigoes conjugadas de

~um grupo finito G satisfazendo
G'=.G", 03(G) < z2(G) 2 OZ(G) "Op(G) & definido como sendo
o p-subgrupo normal maximal de G."

Seja G*= E%%T, entao G* & um dos séguintes grupos:

1) . n>5

v

2) s,(2n,2),n 2 2

3) OH(2n,2) u € {1,-1} e n >

2
4) PSU(n,2),n 2 4

5) Yo" (n,3), u € {+1,-1}; v € {-1,+1} n > 4
6) Um dos grupos denotados por Fizz, Fiz3, Fi24 e que Fis-

cher denota por M(22), M(23), M(24) respectivamente.

Esses grupos foram descritos na introdugao.
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O tipo de técnica usado aqui, daria uma nova demonstra
¢ao, um pouco mais rapida, do resultado do capitulo 1, mas

assumiremos esse fato como demonstrado.

Teorema 1:

Os seguintes grupos sao caracterizados por sua ta-
bua de caracteres.
1) Os grupos simétricosrzn
2) Os grupos simpléticos Sp(2n,2)
3) Os grupos ortogonais O (2n,2) u € {+1,-1}
4) Os grupos unitarios PSU(n,2) |
.5) Os grupos ortogonais "™ (m,3) u € {+1,-1}, 7 € {+1,-1} com
excess3o de 0%1(4,3)

6) Os grupos de Fischer que denotaremos por Fi22, Fizq, Fi24.

Do resultado de Fischer temos que se D & uma classe

de 3—transposig§es <p>= G tal que G'= G"; . 03(3) < 72(G) 2 OZ(G)
entao existem classes de conjugagao T, W em G tais que
D= |p| . 1+ 27T+ 3 W.

Comegamos mostrando uma espécie de reciproco desse

fato.
Ja sabemos da proposicao 2 da introdugao que, se
G= <D> e
52= ID] . 1+ 2 T + 3 W entdo
GZ 3%, ouDé& uma classe de 3-transposicdes de G.

4

Temos agora
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Lema l: Se G & um grupo gerado por uma classe de conjugagao
D tal que 52= Ip| . 1+ 2 T+3W, G= Ly oub € uma classe
de 3-transposigoes, G é nao solivel e para todo subgrupo nor
mal N de G tem-se que N £ Z(G) ou, N 2 G'.

Em particular, temos que G"= G' e que 02(G) £ Z2(G 2 03(G).

Demonstracao:

Seja G # 24. Entio D & uma classe de 3-transposicoes.

Seja N 9 G.

Se N A D= {1} entdao N < Z(G) pois

d €D; n €N = ndn_'ld--l EN N D2= {1} e nd= dn. Logo se

e

N £ 2(G) e N ¢4 Gentao N ADZ#{l}evemqueTc. NouW < N.
Para completar a demonstragéb, precisamos do lema

seguinte:

Lema 2: Se G # Ly entao <W>= <T>= G'.

Temos que

2 . ) _ a G _ <D W> "
D" ¢ G' pois dld2 dldl € G le,dl S D;<W> > entao
se dl,d2 € D ou [dld£]= 1 ou dld2 € W. (Neste caso, passan-
do ao quociente modulo <W> temos 3132= 1 o que implica
dl= d2.)

Portanto

= 3Y_ = = <D W> G - ; ’

-ﬁl’ J— 1 le, 2 € <> e s © comutativo.

Para provar que <T>= <W>, raciocinamos pelo absur-
do.

Suponhamos que H= <T>‘$~<W>= G'. Denotaremos por -
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a operagao de redugao modulo H.

<D H>

- G -
= e—— >
Temos que G i <D q

e o produto de dois e

lementos de D tem sempre ordem 3.

Entao pelo corolario 3 de GLAUBERMAN [SJ, temos que

(]
1l
2l

e um 3-grupo.
Como G= G' <a>, d € D, temos que Z(E)f% G'. Afir
mo que G' & minimal normal nao central pois seja K tal que

H<K < G'eKdd G.

by
‘ Ent3o K= —%— < 7= Zf—%—) pois se d € D k € K,
aka k"t ep?n k.
Como dkd_lk_l € W implica W € K deve-se ter
akd k™! € H e entdo ak= ka.
Segue daqui que 7(G') < Z(G) e como Z(G) < G', re
sulta Z(G')= z(G).

Analogamente, temos que
G" ¢ Z(a)= Z(E') e que
<d> age trivialmente em todo subgrupo normal proprio de G'.
Mas d age nao trivialmente em G? pois, em caso con

trario, <d> seria normal e G seria comutativo.

1
Afirmo que <d> opera nao trivialmente em.—%w—.Pois

sabemos que:

a) «d> age n3o trivialmente em G'.
b) <d> age trivialmente em G".

Seja X um elemento de G'

[x,d] e G" =% x—lxd= z => z € G".

2

-2 - = = o
@ S8 xd.z= x z° e resulta

Entio ¥= 32 = (%3)% ¢ 29

que §2= l; mas z € G que é um 3-grupo e portanto z= 1 ou
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.. =d = Sy . .
seja X = X. Como X &€ arbitrario em G' isso contradiz a hipo

tese a).
o
Afirmo que <d> age irredutivelmente em ? . Pois
G"
oy —l v
seja S= , um 3-grupo abeliano elementar, e suponhamos

au
que S= §l<:)§2 onde S # 1l e Si & d invariante (i=1,2). En-
i
tao G'= S1 - Sy onde, para i= 1,2, S, & um subgrupo proprio
<d> invariante e normal em G'.
Mas entao <d> age como identidade em cada Si e o

mesmo acontece com Si contra a primeira parte, logo temos

que a agao de d sobre é indecomponivel logo irredutivel.

all
Mas as representacoes irredutiveis de Z, sobre
- o - o
GF(3) sao de grau 1. Logo temos = 7, e portanto
~n 3 it
G Z(G")
& ciclico, de onde G' & comutativo. Entdao temos que G' = Zs
- G - —
= —— = = <d>.
e G 0 23 G d
Em resumo, temos que
G= <D>; D%= Ipl 1+ 2 7 + 3 W.
<T>= H, <W> = G', HC <W> e —TC';— = S,-
Afirmo que entao <x>H N D= CD(X)= C (Vx € D)

pois y € xH N D = y=x h' = xy= h' € T = yecD(x).

A inclusao oposta & imediata.
Entao <x>H AN D= <y>H N D pois a € <x>H A D =

by yh'—lh= yh" € <y> H A D.

a= xh= xh' h'
Analogamente <y>H n D <« <x>H n D.
Temos entao que cD(x)= CD(Y)'

Vejamos que H normaliza c,(x)={xjVv D
9 D & x
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h € H, a € CD(x) e a= xh' entao

-1

h™lxh'h =sxx ThIxh'n = xh" portanto hlah e Cp () -

Seja agora
Q = <ab | a/b € cy(x)>.
Qx € tm 2 grupo abeliano elementar pois & gerado

por elementos de ordem dois que comutam entre si. E Qx < H

pois se ab € Qe h-€ H entao ha bh—l= hah—lhbh—l= cd onde
c,d € CD(X)°
Ent3o, H= 7m Q_ e cada Q_ 4 H, de onde H & um
X X
X€D
2—-grupo.

Afirmo que H & um subgrupo minimal normal nao cen-

- tral de G. Pois se B ﬁ Hy B 4 G entao B N D2= {1} e

B ¢ Z(G),
~ H = - '
Entao H A~ Z(G) nao contém nenhum subgrupo caracte

ristico proprio pois, pelo teorema da correspondéncia, esse
grupo seria imagem de um subgrupo H normal em G que portan-

to deveria estar contido em Z(G).

H . - -
Portanto H A Z(G) tem expoente 2 isto é: & um 2

grupo abeliano elementar.
Pelo que fizemos acima temos que G é o produto se-
mi-direto de <d,e> por H e <d,e> = Ly = —%— que tem centro
= .

z(G)

-

e um 2—-grupo

trivial, donde tiramos que Z(G) € H e

abeliano elementar que nao contém nenhum subgrupo proprio

normal em Pois, pelo teorema da correspodéncia, esse

_G_
z(G)*
grupo seria imagem de um subgrupo normal de G contido em H

mas H & minimal normal nao central.
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<d,e> age em V= . Afirmo que essa agao € irre-

H
Z(G)
dutivel e fiel pois seja

- H . ~ :
a € —Z(e ¢ Qx a imagem de x pela acao citada,

AQX(5)= a ¥x € <d,e>,

a e Z(——g——) e <a><

G e
Z(G) =

e<a>d -—Z——(—G—T a:l

_H
Z(G)
e se ker ¢ # {1}, entao ker ¢ = Aj e teriamos uma representa

X
A

3
3

IR

cao irredutivel nao trivial de Z. sobre GF[é]= F

2 27

gque nao & possivel.

H
(G)

Temos entao que 7
F,[ 23]
Rad F, [;31 °

Ora Rad F2[23]= <{1 +(12); 1 + (13); 1 + (23)}>.

& um modulo irredutivel de F, |Z3|.

ou seja de

Pois existem pelo menos duas representagoes irredu

tiveis de 23;

como subgrupo normal de I, e entao

a trivial e a acdo de Ly no grupo de Klein V,

Pingp[2] [F30%3) /Raa F, [ZBJ]Z 3.
Como = <{1l+ (12); 1+ (13); 1 + (23)}> < 'Rad F2| z3|,

temos entdo que sO existe uma representagdao irredutivel nao

trivial de I, sobre GF(2) que & aquela de 23 no grupo de

3

Klein e concluimos que

& isomorfo ao produto semi-di-

Z (G)
e o

reto de 23 por que produto semi-direto de 23 por

I

G
4 A
Agora vou demonstrar que G = 24. Temos que existe

um epimorfismo y : G —— 24 tal gque Ker y = Z(G).

V,, onde a agao de L, sobre V é irredutivel logo

4'

Seja D= Y (D) ..
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Temos que se dld2 € D; dl7‘d2 =>1p(dl) q)(d2)= W(dldz) # 1,

pois dd, e D% e DA 7(G)= {1}, isto & Vid) # ¥(@,).
Se Idld2|= 2 =iy |¢(dld2)|= 2
|d,d,|= 3 = [y(a,d,) =3

-

temos que Y (D) & um conjunto de elementos de ordem 2 de 24.
Seja d;= y(dy) € ¥(D) e g;= ¥(g;) € I,
g,4,9,= ¥(gq) ¥(dy) ¥(gy)= y(g;d;9,) € Y(D).
Ou seja Y(D) &€ uma classe de 3 transposigoes conju
.gadas de 24.

z
Temos que P (D)= C(1l2)= (12) 4 e como Y conserva a

ordem dos produtos de elementos de D temos que G 24 ¢

Fim da demonstracao do lema 1.
Temos entao provado que G'= <T>= <W>,
Afirmo que entao G"= G' (o que implica que G nao.

é soluvel).

Com efeito:
2

G" #G' = G"N D {1} = G" < 2%(G).

AE] & um subgrupo minimal normal de

Lembramos que

Z(G) °

Z(G)

camente simples logo sua ordem seriapotencia de um primo, mas co

Teriamos que seria comutativo = caracteristi

mo T ¢2z2(G)ew & 2(G), tem elementos de ordens 2 e 3.

Gl
Z (G)
Entao G'= G" nao & um p-grupo e todo subgrupo de G
normal que contém G' esta contido no centro de G. Como 02(G)
e 03 (G) nao contém G' temos que 0,(G) < 2(G) 2 05(G).

Tembs provado que todo grupo que satisfaz a equa-

g¢ao de classes dada, verifica as hipOteses do teorema de Fischer.
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Agora estamos em condigoes de demonstrar o teore-
ma. |

Seja G um dos grupos mencionados no teorema.

Suponhamos em primeiro lugar que G & solivel. En-

tao vale uma das possibilidades seguintes

1) ¢ = {1} =¥%0" (2,3) = 07(3,3)

2) 6 =1, 20%(2,2)

3) 6 2z, = 0 (2,2) = sp(2,2) = PSU(2,2)
4) 621, 207(3,3)

5) G 2 07(4,2) 2 L,y(2)%L,y(2) = Iy x 1,
6) G = PSU(3,2).

Ja sabemos que os 4 primeiros casos sao grupos ca
racterizados por sua tabua de caracteres.

No 59 caso, temos que G = Iy X 23 e nao e dificil
mostrar que o produto direto de 2 grupoé caracterizados por
tabua de caracteres & um grupo caracterizado por tabua de
caracteres [7].

Para o 69 caso existe uma demonstragdao curta e
simples na referéncia Gﬂ pag. 237.

Se G & nao sollivel, G é gerado.por uma classe D
de 3-transposigOes conjugadas, Z(G)= {1} e D= ID| L+2T+3W
logo se H @ um grupo com a mesma tabua de caracteres de G
teremos pela proposigao 1 parte 3, do capitulo 1, que
Z(H)= 1 e ainda H sera simples se e sO se G o for.

Temos ent3o que analisar 2 hipoteses distintas

I) G & simples. Entdo vale uma das seguintes afirmagoes:



- 57 =

a) G =5sp(2n,2) n 2 3
b) G = PSU(n,2) n 2 4
) G=0(2n+1,3) SP.A(2n + 1,3) n 2 2
d) G = Fi,,
e) G = Fi,ge
Mostraremos no apéndice que excetuando-se a coinci
déncia (PSU(4,2) = 07(5,3)) esses grupos tém todos ordens

distintas. Entao pela proposigao 1l; parte 1, do capitulo 1;
temos que eles sao todos caracterizados por suas tabuas de

caracteres.

II) G nao e simples.
Entao temos que ter G' simples e |G : G'|= 2 e a-
contece um dos casos abaixo:

a) ¢ = g n>5 e G'=A
n n

b) G = 0"(2n,2) e G' =pPpAM(2n,2) n > 3
c) G20 (2n+1,3) e G'"ZPan(2n+ 1,3) n 2 2
d ¢ =¥%0(2n,3) e G'=pnM(2n,3) n > 3.

P (2n,3).

e

Se n= 2 entao G'

e) G = F124.

No caso a o teorema ja foi demonstrado no capitulo

1. Para os outros casds mostraremos no apéendice que todos
eles tém ordens distintas salvo coincidéncias devido aos
isomorfismos.

. =0 (4,2), ¢

~
5 =0 (6,2).

~ + =
6 = 0(4,3) = Sp(4’2)' X

8
‘Entao novamente pelo teorema 1, do capitulo 1, par
te 1, dois desses grupos nunca tém a mesma tabua de caracte

res, salvo nos isomorfismos citados B .



Apéndice
Neste apéndice nds provaremos os dois teoremas se

guintes:

+
I) Teorema 1. Exceto o caso dos grupos PSU(4,2) e 0(5,3) que
sao isomorfos, nao existe nenhuma coincidéncia entre as or

dens dos seguintes grupos:

24 n(2n + 2)

1) G= sp(2n,2) n > 3¢ (Gl= 2" -1) < 2

n 2

2) G= PSUM,2) n 2 4, |G|= =2 2= (11 <q” -La=m,3).
’ T .

3) 6= 0"(2n + 1,3) 2P (20 + 1,3) n2 2,

2 n ;
1 .n? 2i n(2n-1)
lc|= —— 3 41,3 1) <3 "
H ¢ = Fiy, |6|= 21? 3% 52,9, 11.13.
’
5) G = Fi,, . (GI= 218 328 52 5 17 .13.17.23.
: 4

II) Teorema 2. Nao existe nenhuma coincidéncia entre as or

dens dos seguintes grupos:
n-1

D 6= 4 (20,2) n 2 3.]c]- P (1) Py Lpy 2%t -

& 2n(2n—l)_ |

1 .n? D 2 n(2n-1)

'2) G= P4\ (2n + 1,3) n > 2. |G|= —5— 3 I (3°7-1) < 3

) l—l

" 1 .n(n-1),.n nl
3)G=PJL(m3)n23dq=7r3 (3" -u) .m, (377-1)
. ) i=1
<3l 4 (3,n).

/

0 que faremos aqui & uma adaptagao aos nossos ca-
‘sos dos dois belissimos trabalhos de Emil Artin citados nas
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referéncias Elj, EZ]

A) Preliminares: Sobre polindmios ciclotdmicos

I) Notacoes, Definicoes e Comentarios:

wn(x) denotara o n-ésimo polindmio ciclotdmico e
C(xiyy= g9 3 -
Qn(x,y)— y ¢n(x/y) a forma homogenea associada a ele.

Sejam a e b inteiros satisfazendo |a] 2 |b] +1 > 2
e seja p um namero primo.
se p|a® - b"” entdo p ¥ a<= p & b.

Se plan - b", pta e p/b entio a”-p" =0 (wod p)

e
e = = 1 (mod p).
b
Em toda a parte A, f denotara a ordem de —%— modu
n n
lo p. Temos que p|a - b <> f|n.
Temos entao que vale o seguinte resultado

p | ¢ (a,b) = £ |n.

Examinaremos no que se segue condig¢Oes para a va-
lidade da reciproca desta implicacgao. .

or%?m indicara o expoente da mais alta poténcia.de p que divi

. ord m
de m; assimp p |mep

Temos que (—%—Q) Prlzy logo f | p-1 e portanto ord f= 0.
Lema l: Seja p impar e f definido acima antao:
n

a) Se £ J n éntao ordp(an - b )=0

b) Se £ | n entao ordp(an - b= ordp(af -~ bf) + ordpn
A parte a) foi mostrada implicitamente nas obser-

goes acima.
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Seja agora fl n e escrevamos: n= f plm, pime seja r=ifpi.

Sem > 1 temos:

r
m-1 ; :
= (m) (ar br)m (3+1) brj
j=o0
m-2 . .
=3 (M (af - br)m-(3+l).br3 + @ BT LY

Temos que p divide a primeira parcela mas nao a se

n n
gunda, isto e p /}' ar — br e concluimos que ordp(an —bn)= ord (ar = br).
a -b p

Suponhamos agora que m= -l isto é:

n= £ p'= e seja s= £ pl-l
n_,n p-2 . .
& =b T (B @S -pfP O b 4 p Y
] .
a- - b =0
Como p > 3 temos que a 12 parcela é divisivel por

2 ‘ .
p~ mas a segunda nao & e temos que
ordp(a“'— ") = ordp(as - b%) + 1.

Por indugao em i completamos a demonstragao .

Lema 2: Seja p Impar e f definido acima entao:

ordp<1>f (a,b) > 0; ordpd>fpi (a,b)=1se i > 0 e em todos Os

outros casos ord ¢n(a,b)= 0.

P
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Demonstracao: Seja n= £ pim; pfm> le r= f p= ja vimos que

y a” - p" ' | a® - p"
p y ———, mas 0 (a,b) | logo ord ¢ _ (a,b)= 0
af - af n af - ¥ P n 4
nesse caso.

se £ J n, como @n(a,b)l a - p" temos que
ordp@n (a,b)= 0.

Seja agora n= f pl(i 2> l)e seja s= £ p s

Temos que

- bn m

a . - .
p | ~—= aln ¢4 (a,b) e o Gnico fator ¢, (a,b) tal
a- =-b
dys
' at - b
que £ | d & o fator o (a,b) logo ordebn (a,b)= ordp—;g—:—;g= 1.
Finalmente, no caso n= f temos que
p| af - bf= m @t (a,b) mas @t (a,b)| at - bt logo se t < s

t|f

ordpd>t (a,b)= 0 e temos que ordp@f (a,b) > 0.

Precisamos agora analisar o caso p= 2.
Os argumentos anteriores valem sem nenhuma modifi-

cagao para provar o seguinte fato:
i an_bn
se n=m2 .m > 1 impar i > 1 entao: 2 * T

e portanto
) 2 1
a - Db

2

ord,® (a,b)= 0 e ordz(an - b= ordz(a2i - b2'). Agora se

g i-l -l 20 W
n= 2 i 2 1 temos gl(aﬂﬁ= a + b = — T -
2 2
a - b
Seja i > 1 e escrevamos a= 2k + 1 b=2s + 1
L .
o (a,p)= & 290N @@ + s
n . .
j= J
,i-1 i-1 ,i-1 i3
=2 + ( ) 2(k + s) + I 23 ( 3 ) (k- + s7)

=2
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gue & divisivel por 2 mas nao por 4 e portanto temos concluil

2i-1 _,2i-1

do que ord2®n(a,b)='l e ainda ordz(a21 - b21)= ordz(a ) + L

Por indugao concluimos que

i i
ordz(az - B2 }= ord2(a2 - b2 4 (i - 1).

Agora temos que @2 (a,b)=a ->b ¢1 (a,b)=a + b e

um e somente um desses numeros & congruo a 2 mdodulo 4 isto
é tem ordem 1. (Isso vem do fato deles serem pares mas sua
soma & o dobro de um impar.)

Reformulamos a seguir os résultados obtidos acima

na forma de uma proposigao.

Proposicao 1:

A) Seja p impar e f definido acima entao
1) Se £|n, entao ordp(an - b= ordp(af = bf) + or%n. Em todos os
outros casos ordp(an - bhH= 0.

2).ord (¢, (a,b))= oxrd (af - bf)«> O,ord & . (a,b)=1 se
p £ o) ) P fpl
i > 1. Em todos os outros casos ordp(®n (a,b))= 0.

B) Sejap=2 se i>1, 2/} k.

i i
1) ordz(a2 -k p2eky o ordz(az - b2) + (i - 1)

= max {ordz(a + b), ordz(a - b))} + i.

2) ord2<1>2 (a,b)= 1 <= ord2<1>l (a,b) > 1.
3) ordszl (a,b)= 1 <= ord2¢2 (a,b) > 1.
4) ord,o_, (a,b)=1 se i > 1.

21

Em todos os outros casos temos ord @n(a,b)= 0.

B) Demonstracao do Teorema 1.
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Exceto quando explicito o contrario, todos os le-

mas seguintes se referirao aos grupos. lineares 1),2), 3).

Definicao 1l: Se G & um grupo linear sobre um corpo finito K

chamaremos de caracteristica de G a caracteristica de K.

Definicdo 2: Se p & um primo qualquer e N um nimero natural

chamaremos de p-contribuicdoa N & maior poténcia de p que
divide N..E denotaremos Y (p) .
Assim, dizer que a p-contribuicao a N & um nimero

b significa que porde= b.

Lema 3: Para os grupos Sp(2n,2)(n 2 3} PSU(n,2) (nz25),
ot(2n + 1,3 (n > 2), a caracteristica p &€ o primo cuja con-

tribuicao & ordem de G € maior.

_ Demonstracao: Suponhamos que %J |G| e %-# carac G e seja

Y(py) a p,-contribuigdo a |G| .

Temos quey(plﬂ oT= (a - l)(an—l - 1)...(a - 1) on
de a= 4, -2,9 respectivamente.
Seja f= ord a (mod pl), as parcelas alf— 1 com

0 iz E%] sao as unicas que dao alguma pl—contribuigéo' a
ord IT .
L if £ :
Temos que ord (a - 1)= ord (a~ - 1) + ord i, (se
Py Py
Py é impar; o que certamente acontece no primeiro e segundo

caso)e se Py 2 ordz(al— 1) € max{ord(a-1), ordz(a‘+ 1} + ordzi. Os

termos plor%pf dao uma contribuigao menor ou igual a

n 1
9 lfl' e a ordem dessa contribui¢ao € menor ou igual a

soma.

" n ™ mn n n n n n
+ - 9 +. . .+ _<_ S —— + +u . 0+ o = e S.
lff’-;l [fpﬂ [’%gf] 1 g2 &k £lpy P 1
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e entao temos que esse termos contribuem com um fator menor

n 1

P11 P1-1 -
ou igual a Py = |Pq (observe-se que esta € uma

uma fungao decrescente de p;.)

Agoré.analisemos a contribuigao do termo on%{af—l)
em cada caso.

Comecemos com o 29 caso (i.e. G= PSU(n,2) n > 4) ,

onde a= -2= -p.

Podemos supor p, impar e entao:

f
ordp ((—p)f-l)s log (p~  +1) < f log (p + 1)
1 log Py log Py
e esses termos contribuem para |PSU(n,2)| com um fator me--
‘nor ou igual a ‘
- < n
L 2_}f log (p+ 1) < log (p+ 1) < (p-kl)n.
log Py log Py
Nos casos G= Sp(2n,2) (n 2 3) e G=0+(m1+1,3) n> 2,
2
a=p .
Se pl é impar entao p, divide apenas um dos fatores
de (af— 1)= (pf-l)(pf-+l) e vale a mesma estimativa.

Se Py~ 2 o que sO pode acontecer quando G=0+(m1+l,3,
temos que max{orq59-+l), orqg9-—l)}= 3 e portanto esses ter-

mos contribuem para a ordem de G com um fator menor ou igual

a 23n°

Em resumo temos:
Se Py é impar (o que certamente acontece nos dois

primeiros casos) entao
: n

Py =1 2
Ypy) spp © p+DT <3 e+
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Se P;= 2 temos que

Y(p;) < oft p3n_ p4n_ n 0

Mostraremos o Teorema agora em cada caso.
Se Y(pl) > y(p) teriamos:

No caso G= Spé2n,2):

2

on ‘<3n/2 1/2

. 3" e entdo 2" < 3 . 3 absurdo (pois n > 3).

No caso G= PSU(n,2):

n(n-1 n n-1 1

2 2 <32 3" centio2 % <3 o § o

n-1
2

£ 2 = n £ 5.

Basta considerar separadamente o caso n= 5.
+
No caso G= 0 (2n + 1,3):

Se p,y é impar:

2 2/ '
3n<3n2°3n=>3n<3l/_2°3=>n=l.
Se P;= 2:
n? n n n

3 <4 ., 4 = 3 <16 = n=1ou n= 2
e basta verificar diretamente o caso n= 2.
Este lema mostra que o Teorema 1 vale para grupos
com caracteristicas distintas.
Agora vamos mostrar que ndo ha coincidéncia entre
as ordens de dois grupos com a mesma caracteristica (= 2).

Temos que

n2 n i
|sp(2n,2) = 2" & (4 - 1)
i=1
n(n-1) ” :
|PSU(n,2) |= = 2 2 r 2t - -1nY, a= (n,3) e
i=1

sabemos que
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27 = 1= 7 & (2)
s|i ®
i1 1 e (2)
. 'S
s|2i
s+ 1i

Seja entao a o maior valor de s tal que @s(2) divi
de o nimero |G| e B o segundo maior.

Para G= Sp(2n,2) temos que o= 2n, B= 2(n-1).

Para G= SPU(n,2) temos:

1) Se n= 3 entdo |G|= 23(23+1) ¢ a=6, 8= 2

2) Sen & impar e n > 5 entao a= 2n e B= 2(n,2f pois
(n-1) > 2(n-2) <> n-1 > 2n-4 ¢;> 3 > n.

3) Se n= 4 entdo |G|= 2%(2%-1)(23+1).3 e u= 6, 8= 4.

4) Se n & par n 2 6 entao

n(n-1)

2 Ly (2™ 2oy 2 o entdo

n n-
(27 =-1) (2 )

lel= 2
o= 2(n-1) e B= 2(n-3).

Podemos construir a seguinte tabela:

G o B a-B
Sp(2n,2) 2n 2(n-1) 2
PSU(n,2) n impar 2n _ 2(n-2) 4
PSU(4,2) 6 4 2
PSU(n,2) n par 2(n-1) 2(n-3) 4.

n2x=e

Vemos que a Unica possibilidade de coincidéncia se
ria de |PSU(4,2)| com algum |Sp(2n,2)| e teriamos que ter
a= 2n= 6 que implica n= 3. Mas nesse caso a 2 contribuicaoé
distinta .

Assim fica demonstrado que os 3 tipos de grupos 1li
neares citados tém sempre ordens distintas. Vamos demonstrar
agora que eles tém ordens distintas de |F122| e |F123|.

Temos

17 9 .2

|F122]¥ 277.37.5%.7.11.13 e o numero primo cuja contribuicao

é maior, € 2. Mas temos:

a) |F122| # |sp(2n,2) |, pois a 2-contribuigcao 3 ordem de um
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grupo do tipo Sp(2n,2) tem expoente gquadrado perfeito e 17

'nao o é. :
b) |F122|= |PSU(n,2)| = ._ELEé;ll.= 17 e essa equagao nao
tem solugao inteira. .

|F123|= 218~3l3.52.7.ll.l7.23, e a maior contribuicao é a

do primo 3. Mas |Fi,,[= |o¥(2n+1,3)| implica n’= 18 e nova
mente essa equagao ndao tem solugao inteira.

A demonstracao do teorema 1 esta coméleta.

C) Demonstracao do Teorema 2.

Tudo se passa como no caso do teorema l. Omitiremos
maiores detalhes, para os quais remetemos o leitor aos tra-
balhos de Artin ([ 1], [2)]).

Pode-se fazer uma andlise idéntica a anterior mos-
trando que agéra também vale o lema 3,'isto é: Para os 3 pri
meires tipos de grupos, a contribui@éo do primo p € a maior
das contribuigdes de todos os primos; elimina-se a possibili
dade de coincidéncia do primeiro com qualygueir dos outros dois.

Em seguida fazendo uma analise de o e B, como ante-
riormente mostramos que esses 3 grupos primeiros tem todos
ordens distintas.

E temos que a maior contribuigao a |Fiz4| é a do
primo 3. Como a equagdo n(n-1)= 16 nao tem solugao inteira
IFiy,| # [P (2n,3)]. B

Se |PuL (2n+1,3|= IFi24| entdo n’= 16 e n= 4. Como

|p .n.4(9,3)| # |F124|, tampouco ha coincidéncia neste caso.
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