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Sirie VI. — Tome 11 Dicemsre 1921 Ne 12

LE JOURNAL DE PHYSIQUE

ET

LE RADIUM

PROBLEMES DE LA THEORIE ELECTRONIQUE DU MAGNETISME

Par Mlle H.-J. vay LEEUWEN.

I. — Introduction.

Dans cet article (') la théorie électronique du magnétisme sera étudiée
sur les cas les plus simples. Il y a encore de grandes divergences d’opinion
sur les points principaux de cette théorie; il suffit, pour s’en rendre
compte, de comparer les résultats de Langevin [13] (*) et Kroo [12]. Le
premier conclut, qu’on peul expliquer aussi bien le dia- que le paramagné-
tisme; le dernier, que la théorie électronique ne peut expliquer que le dia-
magnétisme. Il semble done juslifié de tirer jusqu’au bout les conséquences
d’une méthode généralement admise, en lappliquant aux hypothdses
les plus simples qu’on puisse faire sur la constitution des molécules, afin
d’obtenir des résultats auxquels on comparera ceux des auteurs précédents.
C’est la méthode du théoreme H de Boltzmann [2] que nous emploierons.
Cette méthode est seulement applicable au cas des gaz, ot les molécules
ne s’influencent mutuellement dans leurs mouvements qu’aunx moments des
chocs et aux températures assez élevées pour que les lois de la mécanique
classique soient encore valables, et que les quanta ne jouent aucun role.
Nous négligerons aussi toute radiation due aux mouvements des charges
électriques, sans quol aucun état stationnaire n’est possible: Les mouve-
ments doivent donc élre quasi-stationnaires. L’application de la méthode ne
réussit tout a fait que pour des hypotheses spéciales failes sur la constitution
de la molécule et sur le caractére des chocs. Ces hypothéses sont choisies
en accord avec les travaux antérieurs. Quelques remarques sur le probleme
général suivronl le trailement des cas spéciaux. La littérature relative a ce
sujet sera discutée trés brievement.

(') Extrait d'une thése soutenue a I'Université de Leyde, ou se trouvent les démons-
trations et les calculs supprimés ici. Elle est citée comme « thése de Leyde ».

(?) Les nombres entre crochets e rapportient a la liste de référence placée a la fin de
I'article. '
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II. — Définition des cas spéciaux.

Trois cas de molécules, neulres quant-aux charges électriques totales
qu’elles porlent, seront traités :

1° Molécules portant un courant, ¢’est-a-dire molécules qui sont elles-
mémes des ellipsoides de révolution portant dans 1'équateur une orbite
ou lélectricité positive est fixe, tandis que I'électricité négative peut y
circuler librement. ,

2° Molécules portant des charges, c’est-d-dire molécules ayant & 1'inté-
rieur de la surface d'un ellipsoide de révolution une densité constante
de masse et de charge. Pour neutraliser la molécule nous pouvons nous
imaginer une égale quantité de charges de signe opposé, situées dans une
petile sphere au centre; si cette sphére a une masse et des moments
d’inertie beaucoup plus grands que 1ellipsoide, nous en pouvons négliger
I'effet magnétique, parce que ee dernier est d’autant plus petit que le
quotient de la charge par la masse ou le quotient de la charge par le
moment d’inertie sont plus petits.

3° Doublets ou molécules consistant en deux particules sphériques
ayant des charges égales et opposées et s’attirant avec une force fonction
arbifraire de leur distance mutuelle.
~ Pour chacun des cas nous introduirons deux hypotheses différentes
sur les chocs.

Enfin I'effet magnétique des électrons libres des métaux sera étudié.

IH. — Le Théoréme de Boltzmann.

Généralement, 1'état de la x™° molécule sera fixé par n»n coor-
données ¢,™,... ¢™,... ¢* et autant de composantes de vilesse :
7, 9, (},,0‘). Soit L la fonction de Lagrange (') du sysieme étudié;
les équations du mouvement s’écrivent sous fa forme :

d /oLy oL ,
ﬂ?j)‘ﬁ‘“”’

ou (), représente la composante d’ordre v de la résultante des forces exercées
. . . .
sur la molécule. Nous pouvons introduire, au lieu des ¢, (v = 1,... n), les
moments p, définis par
oL

Pyv= —-
0gy
(1) Lestladifférenceentreles énergies cinétique et potentielle, éventuellementaugmentée
de la différence des énergies magnétique et électrique.
(2) Les indices (x) ne seront donnés que lorsque la clarté 'exigera.
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Nous. cherchons maintenant quel est le nombre / (¢,... ¢,. py-.. pn) do
de moléeules « situées » (') dans un élément dw de I'extension en phase,
a 27 dimensions. dans laquelle les ¢ et les p sont les coordonnées.

Pour chacun des cas que nous étudierons, nous devrons démontrer le
théoreme de Liouville, c’est-a-dire quun groupe de molécules fd w reste
toujours, pendant son mouvement, dans des éléments d’extension en phase,
égaux 3 dw, tandis que dans le cas du choc de deux molécules ce méme
résultat est valable dans une extension en phase ol les coordonnées et
moments de ces deux molécules figurent comme coordonnées d’'un méme
point de l'extension. PRoltzmann a démontré que, ce théoréme étant
valable, si par un choc quelconque d'une molécule, qui se trouve
dans I'état (¢,,... ¢,V p,M... pY) avec une molécule (¢,?,... ¢.%,
p1%... pa?), leurs coordonnées et moments se transforment en (¢,'",... ¢.'*",
2V pdV) et (¥ gn®, p @, pa?'), Détat stationnaire du systéme
est caractérisé par la condition (*) :

L, o) F@®, e pa®) =L@, o ) F, e pa®),
que nous écrirons en abrégé :

fife =[] )
Si I'équation (1) est satisfaite, chaque groupe de molécules gagne, par
suite des collisions, autant de molécules qu’il en perd. Si les molécules du
groupe fdw n’étaient pas sujettes aux chocs, elles viendraient, aprés un
temps ¢, en d »,. En réalité, les mémes molécules ne viennent pas aprés
ce temps ¢ dans d w,, mais il y arrive autant de molécules qu’il y en avait
avant 7 dans dw. Comme dw; = dw, la densité est aprés l'instant 7 la
méme dans d v, qu'avant cet instant dans d w. Afin que I’état soil station-
naire, il faut donc que la méme densité en phase existe dans toutles les
positions qui seraient occupées par une molécule si elle se mouvait sans
chocs, ce qui s’exprime par I'équation :

of N o NV 9
W= Doy bt X5, =0 ”
V= =

laquelle s’applique comme s’il n’y avait point de chocs {c’est-a-dire avec
0y =0, si Q) désigne une force de collision).

(*) Ceci étant une expression simplifiée qui exprime que le point de coordonnées ¢i,....
Qns Pi,--- Pn, qui représente la position d’'une molécule dans Pextension en phase, es—
situé dans d w. .

(?) La démonstration de (1) se trouve dans la these de Leyde.
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La solution la plus générale des équations (1) et (2) sera déduite pour
chacune des trois sortes de molécules (et aussi pour les électrons libres
dans les métaux). Parfois il faudra encore se servir de relations de symé-
trie du systeme.

IV. — Le théoréme de Liouville.

Pour la démonstration générale du théoreme de Liouvil/le, nous nous

servirons des équations du mouvement sous la forme :

E(%) 0 0, =12 ... ) 3)
ds O 0¢,
(voir [14] p. 170). ‘

Les () seront les forces réciproques exercées par les molécules au
moment dune collision ; quant-aux (), el L deux cas se présentent :

1° Les forces électromagnétiques sont comprises dans L, cette fOIlCthIh\
élant la différence des énergies cinétique et potentielle, augmentée de
celle des énergies magnétique et électrique; les (), sont nuls (*).

2° L est seulement la différence des énergies cinétique et potentielle,
alors les (), représentent les forces exercées par le champ magnétique.

Dans tous les cas nous introduirons les moments au moyen des équa-
tions :

oL
Pv— —
0qy

et une fonction nouvelle 22, que nous définirons par :

k n
=2 Z (x) q-“w -t )
1 .

Nous la nommons fonction de Routh, parce que la somme, dans (4),
ne s'étend pas a toutes les coordonnées (pas a ¢,) (').. Si la somme

Stait étendue a toutes les coordonnées, nous aurions la fonction de Hamzilton
R s’exprime en fonction des p et des ¢, et non pas en fonction des {[
Les (), qui étaient fonctions des ¢ et des é, s’exprimenl, maintenant au
moyen des ¢ et des p.

Les équations du mouvement se transforment alors en (%) :

(*) Le courant, producteur du champ magnétique, est alors compris dans le systéme.
Nous désignerons par ¢, la coordonnée, qui mesure la position de Délectricité dans

Porbite de ce couranti. c’est-d-dire la quantité d’électricité qui a traversé une certaine
section donnée depuis un certain instant initial. L ne dépend alors que de la

vitesse ('/,,, Iintensité du courant, et non pas de ¢,, qui est une coordonnée cyclique.
(?) Voir thése de Leyde.
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. oR . oR
Pv = “‘W + 0, 4 0. 6))

y — ()_])v ’
11 faut démontrer maintenant le théoréme de Liowwville,sous la forme
A =1, si A est le déterminant suivant :

0ty vuee @'us P'iy vvos Pa) a((]i_{"{[.ldt- <o Pa +[.'nd/)
A= = - .
O0(Q1y vvve QuyPis ovve Pu) 01y «vev Pu)

Cette démonstration s’obtient, si on néglige les termes du second ordre
en d¢, et si on applique les formules (5). Dans le second cas, on utilise le
fait que les ) ne produisent pas de travail dans le mouvement réel ().

Pour le cas ouil y a des collisions, il faut encore démontrer que

A2 0 (q,(l)—|—q.1<l)dt, e p,,(l>_|-j;”(1)dt, qﬂ)_{_éi(z)d[’ . ]),,(2)+];"(2)dt) _
o 0 (g, R MUR 2, e P ) -

1.

La preuve s’oblicnt comme la précédente, si on se sert encore de

v

.0 . .
la relation O\ =0, donc si on suppose que les forces au moment du choc

v

ne dépendent pas des vitesses.

V. — Eifet magnétique des molécules portant un courant.

Dans la molécule ellipsoidale, nous fixons un systeme d’axes de¢
référence O E HZ; OE est I'axe de rotation. Nous en définissons la posi-
tion par rapport a un systéme OXYZ, fixe dans I'espace et dont 'axe OX
soit parallele aux lignes de force, au moyen des angles Eulériens ¢,, ¢,, ¢,.
Le premier, ¢,, est 'angle entre OX et O Z;¢,, celui des plans XO Z el
XO0Y,; q,, celui des plans XO Z et EOH. Un méridien fixé au cercle
d'électricité mobile fait 'angle ¢; avec un méridien fixé a la molécule. Le
champ magnétique a lintensité /7 et le courant extérieur, qui produit ce

champ H, a la vitesse ZID; la fonction de Lagrange s’écrit, si nous prenons
pour ce cas la somme de ’énergie cinétique et magnétique (I'énergic
potentielle des forces de choc n’étant pas comprise dans L el 'énergic
électrique étant nulle) <}

n /e . . «/na 2 B/ T \}‘.9 ..
L=73 [5 (q.3+qy2+qz‘)+§qucosq1+q3> +[§<712+Q2'51n-’[1/+cz qr +p-qio COS (11]
+20 ©

La somme s'étend a toutes les molécules, a et 2 sont les momenls

(*) Voir thése de Leyde.
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d’inertie par rapport a 'axe O Z et aux axes OH el OZ; y et i sont les
coefficients de self-induction du -courant moléculaire et du courant extérieur,
. leur coefficient d’induction mutuelle (*) si les circuits sont paralltles et
les directions positives pour ¢; et ¢, les mémes; ¢x, ¢y, et ¢. sont les coor-
données du centre de gravité.

L’introduction d'une fonction de Rowuth et des moments p est dési-
rable pour des raisons diverses :

1° Le théoréme de Liouville ne serait pas valable si nous prenions
dans l'extension en phase les composantes de vitesse comme coordonnées
au lieu des moments. Les équations du mounvement ont, pour les moments,
la forme canonique :

oR . oR

— " 2 — /.
- al)v’ j)v - +Qv )

4y _W;

pour ¢., I'équation a, au contraire, la forme :
d /oR oR
() =5 =— 0
d¢ 06 04,
2° R est constant, si nous supposons é‘, (et aussi Tintensité #/ du
champ magnétique) constant, ce que nous admellrons .pour obtenir la
solution des équations (1) et (2). (*).
3° R est préférable a I'énergie totale, si nous les exprimons toutes deux
au moyen des moments convenables. Si nous avions introduit aussi 'le

L ) o . £y ox Py ’ 4
moment pa:a —, la transformation eut été compléte, de sorte que 1'équa-

0q,
tion en ¢, eut été canonique élle aussi. Alors £ serait resté constant (si
on avait supposé le moment p, constant, et non éo ni /1), mais & ne se seraif
pas écrite sous forme d'une somme de termes qui se rapportent chacun a
une seule molécule, et d’'une constante, ce qui est bien le cas pour 7 (*).
C’est une simplification importante pour le calcul avec R.

1 1(1 1
J— - 2 2 n 2 )l p2 —

R=3 |50 + 0+ 02 + ggﬁpi + S5t

1 . . v .
+ g% { P — 2p.qopicos 1+ ¢,°w? €os® ¢, fJ — 5 %"

1
(P2—pscosq,)® + — ps* ;

() » et y ne sont pas les coefficients d’induction au sens ordinaire, mais en différent
par un facteur constant, parce que ¢; est un angle et non pas une quantité d’électricité
écoulée.

s s - .
(?) Voir these de Leyde : ce n’est pas le cas pour =R —3—; ¢o ,6nergie totale.

D qo
(3) Voir thése de Leyde.
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La premitre hypothese sur le choc sera, que le mouvement du
circuit ne soit pas influencé par le choc entiérement élastique dés deux
ellipsoides. Si nous posons log f==0¢. on peut remplacer (1) par *

o) ol = gt gy, o)
11 faut que cette équation se déduise des équations entre les variables
qui fixent la position, dans I'extension en phase, de la molécule avant et
apres le choc. Si la durée du choc est infiniment petite, ces équations sont
telles queles ¢ restent constants, les p, aussi (parce qu’iln’y a pas de moment
sur les axes O Z); p.) 4 p2, ip,(0 40,3, p Y + p.2), les pi, RV R®
restent invariables ainsi que quatre équatl.ons de momean. Ces quatre
dernitres équations sont les seules qui n’aient point la forme analogue
a(7):
m(l)‘l' 2 — L _I_x’ﬂ)'.

On voit immédiatement que I'on peut écrire
¢ = Bl 4 mups A= mypy 4= mpe A+ Y(Ps, P 1542 459)5 ®)

oll &, My, My et m, sont des constantes et ¢, une fonction arbitraire qui satis-
fait a I’équation (7). La démonstration que c’en est la solution la plus
générale (') ne sera pas donnée ici. Si nous employons encore I’équation (2),
nous trouvons comme forme définitive

v = — &t 4 Hlpy, pi) + maps + mypy -+ 0 p.. 9

Le momenL magnétique dans la direction OX de chaque molecule

est : 3 q, cos ¢, (3 étant une constante); la valeur moyenne du moment de
toutes les molécules sera :

7§ f (P 00S gy — g, cOs? g,)@ Sl mebetmypytmep M ppr g

Fl:

f o St H Mty A+ H (som) g

On trouve donc pour le moment magnétique de l'unité de volume,
si Vest le nombre de molécules contenues dans ce volume, et si 'on peut
développer suivant les puissances de //z, ol z=cos ¢, :

€
[ —Lprtim 6,
J e l["'*’"H(—g LA

M=V
6 p+ts oy
] dp.e —5i (14 e 2 4 ...]
(') Voir these de Leyde.

(10)
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ou l'on peut exprimer les ¢ aisément au moyen des &, p' et p,, si
.
’ »q0
p,, = —fi —
Il y a donc diamagnétisme, si :
Py >

€ 2R €
1 — o tsm) g =% ptslp)
.—J dpie ** > %fdpze P

[y

et paramagnétisme si la seconde expression est plus grande que la pre-
miere. Le cas le plus simple se présente s’il n’y a qu’une valeur de p;, soit
P, pour toutes les molécules. Il ne reste des intégrales quun seul terme :

- 1 gp?
pour les pelites valeurs de /7. Nous concluons :

1° Si'le moment p est nul pour chaque molécule, le gaz est diamagné-
tique avec une susceplibilité indépendante de la température :

| 1.3,

_— § N 7\' [V

’

2° Si le moment p est, au contraire, trés grand, le moment M est

o

. . o . , i . Sy I3
approximativement ¢, /V, 33 w Hp®.L’énergie cinétique moyenne desmolécules

. 3 - .
pour le mouvement de translation est 5. > on peut donc écrire £7 au lieu
So

1 - . . .
de --. Le moment paramagnétique varie donc en raison inverse de la tem-
€o

pérature.

Si les collisions ne sont pas instantanées, mais si leur durée est
courte par rapport & la durée du mouvement entre deux chocs et si nous
tenons compte des forces magnétiques exercées mutuellement par les molé-
cules un moment du choc, on peut encore démontrer que la distribution
selon (9) est stationnaire, mais il est beaucoup plus difficile de démontrer
qu’elle est la seule distribution stationnaire possible.

Nous examinerons une deuxiéme hypothése sur le caractere du choc.
Dans le cas précédent, la fonction distributrice ne pouvait contenir que les
combinaisons des variables ; R, p., py, p., p; et p.. Le moment magnétique
ne dépendait pas de p., p,, p: et p;, de sorte que la distribution arbitraire,
quant & ces grandeurs, restait sans influence ; c¢’était seulement celle rela-
tive & ps, quijouait un role important. C’est pour étudier ce que devient M,
si p: peut varier au moment des chocs, que nous introduirons une hypothése
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plus artificielle sur le caractere des chocs. Supposons le gaz mélangé a un
gaz monoatomique, dont les molécules peuvent entrer en collision avec les
premiéres dans un plan méridien & Ol1,, lié au cercle mobile que portent
celles-ci. Pour simplifier nous supposons encore que le choc ne peut se
produire que contre une bande étroite de ZOH,, dans I'équateur de la
molécule, de sorte que I'axe du couple résultant du choc coincide avec 'axe
de la molécule. Ce cas nous sert de transition avec celui oit le mouvement
de 1’électricité dans la molécule consiste dans la circulation de particules
chargées séparées. Comme dans le cas précédent, nous cherchons les relations
entre les valeurs des variables avant et aprés le choc, et nous trouvons
comme solution; ¢ = —¢, R - F, ol F représente une fonction qui ne
dépend pas de p,. Le moment moléculaire est

. OR
Sqrcos gy =3 ap oS ¢,.
Si on intégre I'expression du moment résultant :

oR —<0 "
f})_ cos q, € At dg,dg.dqsdp,dp.dpsd pd p.d p,dp:
M = 3.y L

JSe— 2R+ dg dgydgsdp,dp.dpsd pdpdp,dp,

par rapport & p;, le résultat est zéro. Le moment magnétique est donc nul

dans ce cas, ol le mouvement de 1'électricité subit des perturbations par
suite des chocs.

VI. — Effet magnétique des molécules portant des charges.

Nous introduisons comme fonction de Lagrange 1'énergie cinétique
seule; c’est, pour chaque molécule :

o

M /e . . . Cen, -, . .
r=3% (42 + ¢* + ¢2) + 5 (g2 cos q1 4 ) + %(qr + g2’ sin® 4.

La fonction de Rowth devient alors :

1

171 1
R= g 0 0+ 00+ 5 | 00+

2 1 2
B g, (P2 — ps cos ¢1) ‘I';_l% ]

En plus des forces (', qui n’existent qu’au moment d'une collision, il
Y a maintenant des forces (), exercées par le champ magnétique; mais les

Oy ne produisent pas de travail, et 'on a pour chaque molécule, excepté
aux moments des chocs :

R®) — Constante;
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au moment d’un choc pour les deux molécules (1) et (2),
' RW 4 RE® = ROV 4 R,

Comme premiere hypotheése sur le choc, supposons que les deux
ellipsoides se choquent tout a fail élastiquement. On a, si on élimine direc-
tement ¢., ¢, et ¢., dont la fonction distributrice ne peut dépendre,
16 équations accessoires : les ¢ restent constants, les p.V) 4 p.(2, p,t/ 4 p )
p-Y 4+ p-? restent constants, les p, restent conslants, el enfin 4 équations
pour les moments. )

On démontre que la solution des équations (1) et (2), avec ces égua-
tions accessoires, est :

¢ = — & ft 4+ H(p; + ak cos q1) + mep. + myp, + m.p.,

\ _ ell . .,

ol ¢, M., m, et m: sont des constantes et 2 = 5.0 5ip est la densité de
]
)

masse et e la densité de I'électricité.

e
5. P 1e
200
moment de I'unité de volume, contenant /N molécules, s’écrit donc. aprés
quelques simplifications, et par I'introduction de p = p; 4+ 2/ cos ¢, et
& == CO8 ¢ :

1 e 9uhprtathia?) - H
, [f e o peh e (m(p—a/w)xdazdp
M — Ne « —1

- 2pc Y P 2 2uhpetathta®)+ H (p)
/f e - dxdp
. —1

Sion développe suivant les puissances de Az et qu’on integre par rapport
a «, cette formule prend la méme forme que la formule (10). On en peut
tirer les mémes conséquences. Dans ce cas, comme dans l'autre, il peut se
passer que ff exclue toute valeur de p exceptée une seule. Si cette valeur est
grande par rapport au changement que les moments subissent de la part du
champ magnétique, on a paramagnétisme en raison inverse de la tempé-
rature; si elle est nulle, on a diamagnétisme, indépendant de la’ température.
En peu de mots, il sera évident que si des chocs d’autre caractére pouvaient
se produire encore, ou R - R® resterait constante, mais non pas
_p = p, + alcos ¢, une distribution régie par la fonclion

Le moment magnétique d’une molécule parallele & OX est

(11)

f= Ce—tR+mpltnp+np.

serait seule stationnaire. Le moment résultant serait alors zéro, ce qui se
déduit de (11) en introduisant // = 0 et en intégrant par rapport a p.
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VII. — Effet magnétique des doublets.

Nous distinguons les deux particules d’une molécule par les indices «
et 8; deux molécules en collision, par les indices (1) et (2); les états avant
et apres le choc, respectivement par des letlres non accentuées et accen-
tuées. La premiére molécule se compose donc d’'une particule sphérique «
de charge -+ ¢, de coordonnées x4, ¥u,, %4, et de composantes de vitesse

Zays y.ul, z;al et une particule sphérique B de charge —e, de coordonnées
Zs8,, Y8,, %8, b de composantes de vitesse 5”{31’ g;gl, 251; pour la deuxitme
molécule les notations soni analogues. Nous employons la différence des
éncrgies cinétique et potentielle comme fonction de Lagrange. Dans ce cas
les moments ne différent des composantes de vitesse que par des facteurs
constants ; on peut donc employer aussi bien ces dernieres comme coor-
données dans l'extension en phase. L’énergie cinétique est :

P = (o g 30) 22 (4 g+ 2,

I'énergie potentielle U correspond aux forces centrales qui lient les parti-
cules « et 3 et n’est fonction que de la distance des deux particules. La
fonction R est la somme 7 -+ U, qui n’est pas influencée par les forces
exercées par le <¢hamp magnétique. On a donc d—(?%
moment d’'un choc et RY + R® — RW - R® au moment du choc des
molécules (1) et (2). Nous traiterons deux cas de collisions élastiques : la
premiere hypothese surle choc sera que chaque particule o ouf d'une molé-
cule peut.se choquer avec chaque particule d'une seconde molécule, tandis
que la deuxieme hypothese sera que seulement les particules « se choqueront
tandis que les particules 3 ne subissent pas d’influence des collisions. Il
faut chercher les équations accessoires aux conditions (1) el (2) pour par-
venir a la solution de celles-ci. On trouve la solution / = 4 e—"*# pour les
deux cas différents, sile gaz n’est pas en mouvement. La fonction f étant
entierement indépendante du champ magnétique, le moment magnétique
est nul.

= 0, excepté au

VIII. — Effet magnétique des électrons libres dans les métaux.

Pour étudier Ieffet magnétique des électrons libres dans I'unité de
volume d’'un métal, il faut calculer la valeur moyenne dans le temps de

e ;= o .. . .
M = E oF (yz — zy), ot la somme s’étend & tous les électrons contenus
4
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dans ce volume, e représentant la charge d'un d’entre eux ct z, y, z ses coor-
données rectangulaires. Dans I'état stationnaire la valeur moyenne et la
valeur & chaque instant doivent étre les mémes. Pour effectuer cette somme
il nous faul la fonction distributrice. Pour ce cas, nous prenons comme fonc-
tion de Lagrange, comme dans le cas précédent, 1'énergie cinétique 7', de
sorte que les moments ne différent des composantes de vitesse que par un
lacteur constant. La fonction de Rowuth coincide avec 7. Si on suppose que
les électrons sphériques se choquent élastiquement avec les molécules (sup-
posées en repos & cause de feur masse relativement grande) on trouve immé-
diatement comme solution des équations (1) et (2); 9 = o (J,’ -+ g/’ + ). Le
champ magnétique n’y joue aucun role, le moment résultant est donc nul.

Si on suppose. au contraire, que les électrons ne se choquent que
mutuellement, un état peut se maintenir, ol tout le systéme d’électrons
tourne avec une vitesse angulaire arbitraire w autour de l'axe OX. Si v
n’est pas nul, le moment résultant ne sera pas nul non plus, mais ce
moment correspond au courant d’induction, si le systeme n’avait point de
rotation (donc pas de moment magnétique) au moment ol le champ
magnétique a été établi.

IX. — Remarques sur l'effet magnétique de molécules arbitraires.

Les démonstrations données pour I'existence oul'absence d’'un moment
résultant dans les divers cas traités sont tellement adaptées aux cas spé-
ciaux, qu'on n’y reconnait pas aisément ‘un caractére général. Pourtant on
peut dire quelque chose sur le moment magnélique d’un systéeme de molé-
cules de constitution arbitraire. Supposons I'état de la »™* des molécules
fixé par les n coordonnées ¢,™,... ¢,*,... ¢, et les &1(“),... c;,,(" corres-
pondantes. Soit L la fonction compléte de Lagrange, c¢’est-a-dire la somme
des différences des énergies cinétique et potentielle et des énergies magné-
tique et électrique, de sorte que les équations dumouvement ont pour toutes
les coordonnées d’une molécule la forme

d /0L ol .
- f)—a — 0.
d¢ dqy qy

ou les Q' ne sont que les forces de collision.
Nous introduisons des moments py au lieu des composantes de vitesse
¢+ et une fonction R, comme auparavant, de sorte que les équations de

mouvement ont pour loutes les coordonnées de la molécule la forme cano-
nique
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oR . oR

. _ n, — — — .. 2
e op, P OQv+ @y (12)

Supposons le champ magnétique produit par un courant avec l'inten-

sité constante .qo, ol ¢, esl une coordonnée cyclique pour le sysleme exté-
(%)

d¢
que la molécule () ne se choque pas et que R® - R est constant pen-
dant la collision des molécules (x) et (3). . :

Nous nommons une grandeur / une intégrale additive du mouvement,
sielle a les propriétés suivanies communes avec R :

1° D’étre la somme d'une constante c¢t de termes /™, qui ne dépen-
dent que des coordonnées et moments dune molécule ;

rieur. On déduit alors immédiatement que = 0 pendant le temps

2° De sorte que /) reste constant, tant que la »™° molécule ne se
choque pas;

3° Et que I 4 J® reste constant pendant une collision de la »™°
molécule avec la n'"°.

Sinous avons / intégrales de ce genre : 1y, I,,... I,

/-: aoea411+ag[g—|— ..... —{-alI,’

(ot les @ sont des constantes) est une solution des équations (1) et (2),
grace aux propriétés des /. Si les /,,... I; sont toutes les intégrales addi-
tives du mouvement (indépendantes les‘ unes des autres), la solution la plus
générale est trouvée ('). Mais on ne sait pas d’avance pour un systéme
arbilraire, combien d’intégrales additives du mouvement cxistent et la
reégle suivante s’appliquera quelquefois plus facilement. Si on connail
autant d’intégrales additives indépendantes du mouvement qu'il y a de
fonctions constantes pendant le mouvement d'une molécule sans choc, ou
qu’il y a de fonctions constantes au moment du choc, alors la solution trouvée
pour [ est la solution la plus générale des équations (1) el (2) (*). Pour
d’autres cas, il faut un examen spécial. Dans les cas examinés, nous avions
moins d’intégrales addilives du mouvement qu’il n’y avait de fonctions cons-
tantes sans choc et au choc; il fallait examiner s’il n’était pas possible de
combiner les fonctions constantes sans choc et au choc, pour en former des

(*) Car si on peut trouver pour f une expression qui ne soil pas définie par /y,... [,
alors log f serait une intégrale additive nouvelle du mouvement et indépendantede /y,... /;,
ce qui est contraire a notre supposition.

(?) Car si ce n’était pas le cas, log f donnerait encore une fonction constante pendant
le mouvement sans choc et log f(1)+}log f2) une fonction qui ne varierait pas au moment
du choc.
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fonctions nouvelles qui soient bien des intégrales additives du mouvement.
Pour les cas traités il y avait, comme inlégrales additives du mouvement :
R, pes pys p=s H (ps, pr)s H (p)-

Si le résultat de cet examen spécial du caractere des fonctions cons-
tantes est que R est la seule intégrale additive du mouvement, on peut
démontrer que le momenl magnétique résultanl est nul. Car le moment
magnétique d’'une molécule est une fonction linéaire et homogéne des

composantes de vitesse ¢,, soit ¢; ¢, +..... e ot ¢+ ¢ur Le moment
résultant est donc :
f(c’(:“ + .. cv.qv 4 c,,t},,) e “dg,..... dg,dp,..... dp,
M= .
fe—‘“’fag1 ..... dgudp;..... Ap,

et si nous intégrons pour le vi®me terme

. - . 0
Si nous y substituons ¢, = 3

v
de l'intégrale, par rapport & p,, ce terme aura comme facteur l'intégrale :
Ao - -+ o

oR 1 )
al? alt —_
1 . =0
/ © a]7v e a © ’

¢/ —» - —®
car si e~ ne s'approchait pas suffisamment de zéro pour p, = £ == les
intégrales ne seraient pas convergentes. Chaque terme a donc le lacteur
zéro, le moment résultant est done nul.

La méme démonstration est encore valable s'il y a quelques intégrales
additives du mouvement, dont une. R, figure comme fonction de Routh
pour les coordonnées de la molécule (¢’esl-a-dire que les équations du mou-
vement ont la forme (12) ). tandis que les autres ne dépendent pas des p,,
pour lesquels le ¢, n’est pas nul. Dans ce cas aussi chaque terme du numé-
rateur a un facteur nul.

Il faut donc, alin que le moment magnétique résultant ne soit pas nul,
que la fenclion distributrice dépende encore d’autres fonctions que de R
seule el que ces autres fonctions fassent intervenir des moments py, qui
correspondent aux mouvements dont dépend le moment magnétique..
Nous avons rencontré de telles fonctions en H (p;, pi) et H (p).

X. — Discussion des travaux publiés sur ces questions.

Nous voulens caractériser encore en quelques mots les résultats d’autres
auteurs sur ce sujet en les comparant aux résultats obtenus ici. Ge sont les
résultats généraux de Langevin [13] et Kroo [12], et les résultals spéciaux.
valables pour une des trois sortes de molécules, déduits par Lorents [15],
Kroo [12), .Holm [10] et Gans [4-9]; enfin, sur l'effet magnétique des
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électrons libres des métaux, les résultats de .J. J. Fhomson [21]. Toigt [23],
Lorents (15, 17] et Schrodinger [19].

1° Les résultats de Langevin se basent sur I'hypothese que toutes les
molécules ont le méme moment magnétique, qui peut étre nul ou non. A
un moment nul correspond le diamagnétisme, & un moment non nul le
paramagnétisme. Langevin ne mentionne pas pourquet il ne donne quune
valeur du moment. Tl fait donc implicitement I'hypothese qu’il y a plus
d’une intégrale additive du mouvement (voyez § 9). de sorte que le cas ol
il n’y en a quune et que le moment résultant est nul échappe & son attention.

2° Aroo obtient le résultat que la théorie des électrons ne peut
expliquer que le diamagnétisme, quelle que soit la constitution de la molé-
cule. Il obtient ce résultat, parce qu’il ne suppose qu’une intégrale additive
du mouvement. Dans ce cas nous trouvons un moment résultant nul et
Kroo un moment négatil, parce qu’il se serf de I'énergie totale £ au lieu
de la fouction de Routh pour cette intégrale (*).

3° Lorents a traité leffel magnétique des molécules portant un
courant dans ses lecons professées & I'Université de Leyde. Il a démontré
qu’il y a deux distributions de molécules dans I'extension cn phase, qui
sont stationnaires quant-au mouvement sans chocs. Nous avons démontré
ici ue ces deux distributions, qui sont identiques & deux des notres, sont
aussi stationmaires quant-atnx chocs. Les résultats sont : diamagnétisme si
toutes les molécules ont le moment zéro; paramagnélisme si toules les
molécules ont le méme moment pas trop pelit; pas de magnétisme si le
moment des molécules peul varier an moment des chocs.

4° On peut démontrer que la fonction distributrice dont Holm se
sert, ne caractérise pas un état stationnaire. Mais les formules de Holm
pour le moment magnétique résultant ont par rapport & un certain systéme
de coordonnées en rotation la méme forme que les notres par rapport & un
systeme fixe, s'il y a une intégrale additive du mouvement, de sorte que
les résultats sont idenliques : un moment résultant nul.

5° Dans son article [8] Gans a, comme Kroo, I'énergie totale £ au
lieu de la fonction de Routh R dans la fonction distributrice. Ses résultats
difféerent de ceux de Kroo, parce qu’il remarque que des coordonnées « non
statistiques » peuvent exisler, ¢’est-a~dire des coordonnées qui ne subis-
sent pas linfluence du mouvement thermique, donc encore d’autres
intégrales additives du mouvement que R seule. Gans leur donne pour
chaque molécule la méme valeur différente de zéro. Gans oblient donc
diamagnétisme 13 ol nous obtenons un moment résultant nul a cause de £au

(*) Voir these de Leyde.
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lieu de R; et paramagnétisme olt nous obtenons, suivanl les conditions, du
para ou du diamagnétisme (parce qu’il donne aux molécules un moment
différent de zéro). Quant-a ses autres articles nous remarquerons seule-
ment que la fonction distributrice ne fait pas intervenir, 1'énergie magné-
tique de la méme maniére pour des systémes de molécules porlant des
magnécules (moments magnétiques invariables) et pour des systémes dont
les molécules portent un courant électrique. I’énergie magnétique s’exprime
dans le premier cas par le produit scalaire du moment magnétique el de
la force magnétique (m 1) avec le signe négatif et par ce méme produit
avecle signe positif dans le second cas. Ces deux différences se compensent
si on exprime la fonction distributrice en (/). On peut donc se servir des
meémes formules finales, mais on ne peut les déduire pour les deux cas de
la méme maniére, ce que Gans se permet ().

6° Il y a une divergence d’opinion sur la question de savoir si on peut
attribuer le diamagnétisme des métaux a la circulation des électrons libres.
Lorentz a démontré dans ses lecons professées & l'université de Leyde, que
les électrons intérieurs, dont les projections sur un plan perpendiculaire
aux lignes de force parcourent des cercles complets. correspondent & un
moment négatil, mais les électrons prés de la périphérie du métal corres-
pondent & un moment positif de la méme grandeur (*). Les autres auteurs
cités n'ont pas fait attention & ce dernier moment. La fonction distributrice
cst la méme chez tous les aufeurs. Lorentz démontrait qu’elle esl station-
naire (uant-au mouvement sans chocs. Nous avons démontré qu’elle est
encore stationnaire quant-aux chocs spéciaux ue nous avons considérés,
Schrodinger V'avait fait pour des chocs d’autre caractere.

A lafin de ce résumé de ma these de doctorat, je tiens & remercier
MM. les professeurs /. A. Lorentz et P. Ehrenfest pour le vif intérét qu’ils
ont porlé & mon travail et lesavis précieux qu’ils m’ont donné dans I’'étude
de cette question. Je remercie également M. le prof. P. Langevin, qui a

bien voulu se charger d’examiner la rédaction francaise.
Manuscrit recu le 1¢* janvier 1921.
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