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I. In una Nota relativa a tre paginc degli Opllscula Analytica d'Eulero (I), il
Barone Plana risponde ad alcune delle censure fattegli nella mia Memoria Sopra una
[ormola di Lagrange spettante al moto dei liquidi ne'vasi ("), Le osservazioui che
s~guono faran eonoscere queste risposte e ne mostreranno l'insuffieienza.

II Plana essendo giunlo nel Vol. XVI, serie 2'. dell'Acead. di TOI'ino, png. 103,
alia formola

rr e" + e-U 1 cos u ,cos 2u
2 e1T - err = 2: - 1" + 1 + 2" + 1

cos 3u
" + ... ,

3 + 1

pnreva supporre che essa fosse nuova e che solamentc Fourier ne avesse data un'altra
da cui potesse venir dedotta mediante una differcnziazione; mentre per ottenerla ba­
sta fare x = 1., r. - e = u nella formola (t), num, 131, del Trattato degl'integrali
definiti del Piola e), oppure fare x = '1 , b = rr , a = u nella prima delle for­
1I10le (ii) , num. 1.36, dello stesso Truuato (4) , Iormole dovutc a Legendre: om­
meuo altre citazioni che mi sarebbero somministrate dalle opere di Poisson e di Cauchy.
OI'U egli vuol mostrare che quella formola appurtiene ad Eulero , rna i mezzi usati
sembrano poco acconei giacche ricorre ad una trasformazione non breve e ad una
sostituzione immagiuaria senza riguardo aile condizioni a cui ln formola d' Eulero c
soggeua.

Se non fa difflcolta il passaggio dal reale all'immaginario, non oecorre veruna al­
tra trasformazione avendo Eulero trovata una equazione che e la prima delle (Ij),
num. 135, del Trattato del Piola e) e ehe si cambia nella proposta al solo farvi
x = 1 , a = uV-1 , b = r.V-1-

Ma un'altra formola diode Eulero non menziouata dal Plana, la quale e assai

(i) Torino, Starnperia Reale,
(2) Annali di sciertze matematiche e flsiche, 1857, pag. 396 e segg. Sono corsi in questa Memoria

alcuni errori di stampa di cui notero i principali: a pag. 401, equazione (7) il limite inferiore del ~

dev'essere i = I; a pag. 404, formola (to), nei limiti inferiori del residuo & deve sostituirsi ( - rr) in
luogo di (11"); a pag. 113, lin. 14, si cangi Xl in X 2, lin. 16 si cangi ai, in XI ; a pag. 421, lin. 9 si legga
caso in luogo di caso.

(3) Opuscoli matematici e flsici. Milano 1834. T. II, p. H2.
('J Ivi pag. H7.
(5) Ivi pag. 116.
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assai piti feconda benche bisognevolc di correzioue, e che ho gia ricordata nella mia
Nota intorno ad alcune formole sommatorie, num. 13 C), cioe

r=>o

y =fXdx + 2I(cOS 2r1!xJXdx cos 2r1!x + sen 2r1!xJXdx sen 2r1!x) ,
r=l

dove X denota iI termine generale d'una serie, x il suo indice, e y la somma della
serie arrestata al termine X: la correzione da Iarsi sta nel termine + t X che con­
viene aggiungere al secondo rnembro. Chiamato k un numcro iniero , e Xo , X, i
valori di X corrispondenti ad x = 0, x = k, si avra

facciarno X - cos px k = 00 : sara
- 1. +x2

'

~ cospx. = _ ~ {""COS px dx ~loo(cos(2rrc+p)x + COS(2rrc-p)X)
~ 1 + x 2 2 + 1. + x 2 +~ 1 + x 2 dx,
X==I \ 0 1'==1 0

e se p sia compl'eso tra zero e 270, sostituendo agl'intcgrali definiti i 101'0 noti va­
lori, troveremo

onde posto 70 - P = tt, risulta la formola che il Plana vuol dimostrare.
Molle altre conseguenze notevoli si possono similmente rieavare dalla Iormola ge­

nerale d'Eulero teste riferita. se per esempio prendiarno

X
_ cospx
- 1. + x4' k = 00 ,

. d d h I" I d fini 100

cos ax dx .. .ncor an 0 C e mtegra e e tmto 1. 4 se a e posiuvo
o +x

2;2 (sen ;2 + cos ~2) e- ;~
ossia la parte reale deII'espressione

_70_ (1- V-1) e:2V=i . e- :~,
2V2

(I) AnnaIi di sc. mat. e fis. 1855, pag. 108.

eguaglia
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1'" cos ax dx _ 7. , -ai

'1 I. -2- ze
o +X'l
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l-Y-l
Iatto y2 = 1" e rigettata la parte immaginaria del secondo membro , trove-

remo souo la medesima condizione, e pel' 0 < p < 2 7t ,

1 IX ='" cospx-+2 1 + x 4
X=I

tt 1 ! e,~~rr(cos~ _ sen~)
2y2 errY

:>' - 2cos 7ty2 + e rrY:>. t y2 y'2

-~( 1£-7': 1£-7':) ~(1£+7t 1£+7r)>/2 + >/2+ e cos y'2 sen~ - e cos~ + sen~

- ";2rr (1£+n 1£+7':) l
- e cos"72 - sen 72 f'

Accennero anche una dimostrazione che si otterrebbc svolgendo pei coseni degli
urchi a, 261, 361, ecc. il primo membro della formola trovata dallo stesso signor Plana
nel 1816 :

1'" (et_ e-t)sen ht e"~ + e-"~
dt = rr. h ,;

et+ 2cos 61 + e t e rr _ c-1lrr
o

rna convcrrebbe ammeuere I' equazione 1'"dt sen ht = ~, che non c vera ill modo

assoluto benche possa valere come formola di limite, L'integrazione indefinita mostra

che i'"dt sen ht e quantita indeterminata, ne mi persuade il contrario I'opinione del

signor Raabe (I), che ricorre a differenziazione sotto il vincolo iutegrale e ad altri
mezzi non sempre legittimi, Del pari mi sembra indeterminate l'integrale dofinito che
fu trauato dal Plana, c credo che alia sua formola si debba sostituire la seguente

1"'( et - e-t
) e"~ + e-h~ '1

dt sen ht = 7r'~---,-
o et + 2cos a+ e t eh rr

- e-h rr
- Ii '

(I) Mathematische Mittkeilungen, Zurigo, 1857 e 1858.

Tum. I. N7 6. 1858.
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onde si potra immediatamente dedurre quella che abhiam rammentatn al prmCtplO di
questo articolo.

II Barone Plana dando questa formola aveva ommesso nel primo membro il di­
ViSOl'C 2: egli attribuisce una tale rnancanza ad un errore tipografico, rna a torto
perche quell'errore, come ho notate nella mia Memoria, num. 8 (I), si e trasfuso in
altre due formole derivate dalla prima e vi ha recato un indebito coefficienle 2; e

questa trasfusione non pub certo esser opera del tipografo. Del resto non diamo al­
cuna importunza a cosi fatte inuvverlenze: era assai pill strana quella che il Plana
commetteva quando per eseguire una moltiplicazione algebrica in luogo di sommare
gli esponenti Ii moltiplicava r). 1\'Ia gli errori di calcolo non sono una grave colpa,
essendovene ben allri per testimonianza di Eulero in quos etiam exerciuuis incidere
contingit, c noi li mentovamo soltanto per conchiudere chc molta misericordia si vuol
avere pCI' essi.

Passando a spiegare i motivi per cui alia dimostrazione di Lagl'ange preferisce la

sua, il Plana biasima Lagrange perche fa uso d'una relazione che non si verifica per
alcun valore finite dell' indice ; rna da un rimprovero consimile non va esente egli
stesso che si servi dell'equazione

non vera per alcun valor flnito di k e assurda, anzi orribile secondo Abel, per k= 00 •

Pretends nondimeno di giustiflcarla con nuove ragioni; C accennata la trasformazionc
euleriana di quella somma infinita nel polinomio

! .pl. _ ~ tl pA + ~ tl 2 1Y' _ ... + ._1_ tl2A, 12A
2 22

' 23 ' 22 ).-1- 1

che non e rigorosamente esatta, poiche si ha scmpre un I'CStO che non puo trascu­
rarsi, sembra concedere che Ia spiegazione da lui data sia la medesima che indico
Eulero a pag. 288 del suo Calcolo differenziale, e che la formola da lui suggerita
per comprovare generalmente la induzione di Eulel'o non si eonfaccia ad uu laic in­
tento, poseia rammenta la formola

1 - x 2

2 2 = 1 - 2x cose + 2x 2eos 2e- 2x3cos 3e + ecc. ,
1 + x cos e+ x

m2 e2

sostituisce cosme = 1 -. 1.2 + ecc., fax = 1, e dal coefficiente di eZA trne

(1) r». Annali, 1857, pag. 418.
(') Dei congrui di Leonardo Pisano, pag. 6. Veggasi il Cimenlo, Ricista di Sciense ece. N: del 31

ottobre 1855, Torino Tip. Franco, pag. 673, in nota.
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ch'egli crede aver COS! dimostmta col mezzo IIi serie convergenti. Basierebbe rispon­
dergli che Ia prima serie, convergente pel' x inferiore ud '1, c divergente pel limite
x = ± '1; ma voglio mostrare a qual conseguenza apertamente erronea guidi 10 stesso
metodo, Se in luogo di fare x = '1 si pone x = - '1, si annulia ancora per infi­
niti valori di e il primo memhro della forrnola precedente, c quindi bisognera egua­
gliare a zero il coefficiente di ciascuna potenza di e nel secondo membro : il coeffi­
ciente di 13 2

). dara
'1 2

). + 2 2
). + 32

). + 42
). + . , . = 0,

equazioue che senza dubbio anche il signor Plana rifiuterebhe.
Ecco un nuovo esempio a conferma della proposizione di Abel che asseriva po­

tersi con le serie divergenti dimostrare iuuo cio che si vuole, il vera e il falso, il
possibile e l'impossibile, I progressi e la dignita della scienza non soffrono piu I'uso
di mezzi tanto inesatti che puo solamente rivelare l'imperizia di chi non sa prescin­
derne; bisogna che si possa render ragione d'ogni parte d'una dimostrazione algebrica
corne si fa per Ie geometriche , e che le trasforrnazioui aualitiche siano liberate af­
fatto cia quell'oscurita per cui un arguto geometra torinesc lc assomigliava ad un giuoco
di hussoloui, Conviene ill una parola scguir la via aperta dall'illustre Cauchy, che
net '182'1 scriveva n: « Quant aux methodes, j'ai cherche a leur donner toute la

rigueur qu'on exige en gcometl'ie, de maniere a ne jamais recourir aux raisons tirces
de la generalite de l'algebre. Les raisons de ceuc espece, quoique assez commune­
ment admises, surtout dans le passage des series convergcntes aux series divergentes,
et des quantites reelles aux expressions imaginaires, ne pcuvent eire considerees, ce
me semble, que comme des inductions proprcs a faire pressentir quclqucfois la ve­
rite, mais qui s'aceordent peu avec l'exactitude si vautee des sciences mathematiques,
On doit meme observer qu'elles tendent a faire auribuer aux formules algebriques
une etendue indefinie, tandis que, dans la realite, la plupart de ccs fonnules subsi­
stent uniquemcnt sous certaines conditions, et P0Ul' certaines valeurs des quantites
que'elles renferment. )1

Anche Abel fu da principio meno rigoroso e a questo periodo di tempo appar­
tengono le formole trovate inesatte dal signor Bertrand (2), ma poscia ebhe a dire:
« enfin mes yeux se sont dessilles d'une maniere frappante, ) e si pose suIle tracce
di Cauchy del quale scriveva: « M, Cauchy est celui des mathematiciens qui sait le
mieux comment les mathemetiques pour le moment doivent etre traitees '" L'excel-

(') Analyse algebrique, pag- ij. (Introduction)·
(2) Annali di matematica, 1858, pag. :156.
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lent ouvrage de M. Cauchy, Cours d' analyse de l'ecole poly technique doit ctre Iu
par tout analyste qui aime la rigueur dans les recherches mathcmatiques (1). »

L 'autorita del signor Plana potendo servire a generm'e 0 radicare falsi concerti
sopratuuo nelle menti de'giovani, ci ha deterrninati a non tacere alcuni suoi abbagli,
e godiamo di citare una senlcnza giustissima che a proposito d'nna inavvertenza del
medesimo astronomo piernontese profcrisce l'Arago. « Les inexactitudes, quand elles
proviennent de sources aussi elevees, nc doivent pas etre laissees a l'ecart , et sans
refutation (2). J)

II. La Nola del Barone Plana mi offre I' oecasione di fare qualche aggiunla a
cio che dissi nella Memoria sopra ricordata intorno aile ricerche fatte per una deter­
minazione I'igorosa del moto dei liquidi, Debbo innanzi tutto riparare ad una ornmis­
sione nominando fra i geometri italiani che trauarono dell'indicato argomento i pro­
fessori Brighenti, Bruschetti, Amici, Tardy, Padula, Betti: principalmente mi corre
obbligo di menzionare Ie diligenti indagini e discussioni storiche del Tardy e), che
in modo assai piu precise e pieno ch'io non ho fauo dichiaro la parte avuLa nella
trattazion del problema da Lagrange e Dalernbert. Anche il prof. Brioschi ne diede
una storia ordinata ed esattissima che premise aIla Memoria postuma del Piola sui

moto deJle acque ([I).
In secondo Iuogo richiamero pel moto ne'vasi conici alcune soluzioni diverse da

quella del Vcnturoli ch'era stata proposta come la sola possibile. Tali soluzioni gia
venule in parte additate dal prof. Bellavitis (5), e si deducono dagli stessi caleoli del
prof. Turazza benche questi abbia intcso di provare che non poteva soddisfarsi al
problema fuorche con quella del Venturoli; questa sola tl'OVO pure il Tardy mediante
il calcolo dei differenziali a indice {ratto supponendo un differenziale esauo il tri­
nomio della velocita, quantunque altre ne indicasse pel caso in cui la stessa condi­
zione non s'adempia (6): cosi gli esempi del Bellavitis e gli altri che rechero mo­
strerebbero pel' avventura che Ie formole somministrate dal calcolo dei differenziali a
indice frauo non godono di tuua Ia desiderahile generalita.

Prese Ie coordinate ortogonali x, y, z, abhiasi un vasa gcncI'3lo dalla rotazione
rl'una curva pinna intorno all'asse delle z, c Sl fuccia r = Vx 2 + y2: Ie velocita

dtJi dtJi .
secondo z e secondo r eguaglieranno Ie dCl'ivatc parziali dZ ed;' se assmnesl pel'

(') Oeuvres d'Abel. tom. 2, pag, 266 e 269; tom. 1, pag. 68.
(2) Comptes rendus, tom. 23, pag. 746.
(3) Sopra alcuni punti della teorica del moto dei liquidi. Firenze, 1847.
(~) Memorie delI'Istituto Lombardo, Vol. III. Milano, 1852.
(5) SuI movimento di un liquido che discende in modo perfettamente simmetrico rispetto ad un asse

verticaJe (Venezia, 1845), num. 25, pag. 20. - Observationes de quibusdam solutionicu5 analyticis PI'O­

blematum ad liquidorum motum pertinentium (Bologna, 1847, num. 36, pag. 26-27.)
(6) Annali di sc, mat. e fisicbe 1850.
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'f I'espressione usata dal Turazza e dal Tardy

t¥ = i 1lrd8
[ 9(z +COSl' ev -1) + 9(z - r cos ev -1) ] ,

chc per mezzo del teorema di Taylor si risolve nella serie

To [ 1'2 '1 1'4 ,,, r
6

1I ]

If> ="2 Cf(z) - 229 (s) + 2".42 If (1.) - 22.42.629 (s) + . . . .. :

389

dinotiamo can ~, 9" rel!,.. . una funzione arbitraria e Ie sue derivate successive. Ri­
cavandone Ie veloeita, si avra per l'equazione diflerenziale d'ogni trajettoria

2 . 4
I r til r,,( )

ep(z) - 22 0/ (z) + 22.42 ep Z -.

dz [ T" 1'3 I. 1,5 .'( ]
= d1' - 2" 9 (z)+ 22,4 Cf (z) - 201.4",6 9 z) + ...

e si dovra determinare 9 in modo che questa eomprenda anche l'equazione delle pa­
reti del vasa. Ora pei vasi eoniei l'equazione delle paret! e z = ar can a costante.
sostituendo e facendo 1/(z) = z\ si ouiene

1
k(k-l) k(k-l)(k-2)(k-3)

- 2 2 2 + 2 2 ~2 4.a: .[~ ,0:

k k(k-1)(k-2) k(k-l} .. , (k-4)
= - ') + 22 b 2 - 22 )l2 6 4 +... ,

.... • .. ,Ct. • ~. .C<

ossia

(k 2)[~_k(k-l) k(k-l)(k-2){k-3) - ] - 0+ ') 22 4 2 + 2 2 42 6 4 •• , - ,
.:J. • • a • • .Ct.

che Sl risolve nelle due

~ _ k(k-l) k(k- l){k- 2)(k-3} _ _ 0
k + 2 = 0, 2 24.4C(:l + 2:l.4~6a4 ... - .

La prima porge k = - 2, che corrisponde alla soIuzione del Venturoli: la seconda
tl un equazione di grado infinito rispeuo a k, e chismate k 1 , k:z, k3 , , •• Ie sue ra­
diei, si potra prendere

r .,.-:z k 1 k2 k 39 (z) = a", + at Z + a2 z. + U3 Z + ... ,
con a, at , a2 , '" eoslant] arbitrarie. Si riconosceranno facilmente l'esistenza e i li­
miii d'aleune di tali radici, ponendo uel primo dell'cquazicne successivamente k=1,
2, 3, !~ .. " il che 10 ridurra a
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Cosi per k = 1 quel primo membro Sal'a positive, per k = 2 sara negative se IX e
< t, nullo se IX = t, positivo se 0: > t ; pel' k=3 sara negative se IX e< t V3,
nullo se ex = t V3, positive se a:> t V3; per k=4 sara positive se IX e< ~ V3-V7
e se C( > ~ va + ,/7, negativo se a e compreso Ira questi due valori , nullo se

ex eguaglia l'uno 0 l'altro, pel' k = 5 sara positive se C( e < ~ '/5 - v15 ovvero

> ~ '/5 + VE, negative se IX e compreso tra questi due valori, nullo se uguaglin
l'uno 0 l'altro. Da cio si vedra che se <X c <1 I'equazione ha una rudice k, com­

presa tra 1 e 2; nel easo di ~ < IX < %'/3 l'ha tra 2 e 3, nel caso di ~ V3 < IX

< ~ V3 + '/7 l'ha tra 3 e 4, e nel caso di 1'/3 + '/7 < 0: < t V5+ Vi5 I'ha
tra 4 e 5; se (J. e < t '/3 - '/7 l'equazione aVI',\ una radice k, Ira 1 e 2, e una

radice k2 Ira 2 e 4; e se a e < ~ V5 - V15 essa avra una radice k , tra '1 e 3,

e una radice k; Ira 3 e 5; se poi (J. eguaglia uno dei valori t, h/3, ~ V3-+-- tl1,

~ V5 -+-- Vi5, una radiee sara k; = 2,3, 4,5. Nel caso di a: = ~, divisa l'equa­

zione pel' k - 2, resta

k + 1 k(k-i) (k-3) k(k-l)(k-3)(k-4)(k-5)
- -4- + 2. 26 - 62,8 + ecc. = 0

il cui primo mernbro pel' k = 4 e ncgativo c per k = 5 diventa positivo, onde v'ha
un'altra radice k; compresa Ira 4 e 5.

Con queste soluzioni tuue le trajeuorie risultano curvilinee , ececuo quclle dell'
asse e della parete, come mostro if Bellavitis, ed e chiaro eosi che la determinazione
delle funzioni arbitrarie fatta per tutta la mole fluida non rendc le trajettoric interne
idcntiche per natura a quelle <lelia pareto, contra all'opinionc ripetuta anche nell'ul­
timo suo seriuo dal signor Brighenti (1). Alia medcsima conscgucnza si puo giuugere

anche pel moto a due coordinate, oousideraudo che se il solo fluido ceontenuto dalle
due rctte y = 0 , y = x tang w, la funzione F(s) del Venturoli puo generalmento
determinarsi per In Iormola

1 z!.
F (s) = - ~ (s"') ,

s

ove ~ denotu una funzione arbitraria. II prof. Tardy rece altresi I'esempio del vela

terminate dalla iperhola yx = ex e dalla retta y = ~x, c trove) pel' le trajeuorie in­
teme

xy - (J. = H( x2- y2 - ~ + :c~~) :
questa equazione si riduee a quella delle due pareti pCI' valori particolari della eo-

{'} Intorno ad una Memoria postuma di Gabrio Piola (Bologna, 1854), pag. to.
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stante H, rna non intendo con qual fondamento il signor Brighenti assuma ehe Ie
tre equazioni debbano sussistere insieme e eosi la terza non rappresenta altre Iinee
ehe quelle delle pareti,

Bensi convengo col signor prof, Brighenti nel credere che Ie soluzioni del Ventu­
roli, di cui fu egli il primo ad impugnare l'esattezza (1), non siano rigorose rna ipo­

tetiche, non argomentandosi lu 101'0 asserita generalita fuorche dalla supposta perfe­
zione de'metodi analitici ehe Ie aveano procurate, e che si scorge non essere abba­
stanza generali. E parmi aneora ehe a ragione egli eonsigli nuove osservazioni e nuovi
studi pratici onde si raccolgano le condizioni fisiche oocorrenti alia piena risoluzione
de'problemi idrodinamiei.

01'a faro qualche esame delle formole ouenute dal prof. Tardy col suo calcolo
dei differenzialia indice frauo. Adoperando gl'iruegrali definiti si ha per l'equazione
differenziale delle trajettorie ne'vasi di rivoluzione

l~rr dO [ q/(z + r cos 0'1-1) + 1jl'(z - r cos 0'1-1) ]

= ~; V-':"'1.r do cos e[ 1jl'(z + r cos eV-1) - epJ(z -- r cos eV-l) J,

e pel' essere

sen
2
0 + cos

2 e = 1 ; Jsen2 ede [ 1jl'(z + reos eV-1) + ;o'(z - r cos 0 V-1) ]

1jl(z + r cos 0 V-1) - rp(z - r cos 8V-1)
=- sen (j

. rV-1

j rp {Z + rcos 0'1-=1) - cp(z - r cos 0V=i)+ .1 cos8 dO,
rv-i

il primo membro si trasforrna in

~1t1cos
2 e <.I8 [ cp' (z + r cos eV-1) + cpr (z - l' COS 8 V-1) ]

\rr
+j rp(Z + r cos eV 1) - ep(z - r cos 8'1-'1)

cos 0 dO ,
o rV-l

onde l'equazion preeedente sara soddisfatta se si pone

(I) Nota intorno al moviuiento delle acquc a due coordinate (Pesaro, 1828). Debbo alia gentilczza del
dottissimo Prof. Gherardi l'aver potuto leggere questo cd altri de'principali opuscoli pubblicati sopra le
accennate questioni.
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cos2 e[q/(z+r cos ev-l)+(l(z-r cos ev-1) ]

9(z + r cos eV=1) - rp(z- r cos ev=1)
+ ./ ~e

rv-l

= ~; '1-1 cos e[q/(z + rcos e V~l) - q/(z. - r cos eV-l)].

Questa equazione pub servire a determinar rp, intendendovi z e r collegati dall'equazione
del vaso; pei vasi conici del Venturoli e per gl'iperbolici del Giulio, essa collima pie­

namente con la formola del Tardy (I), e intanto il modo con cui vi siam giunti la
fa dipendere dalle premesse come una condizione non gia necessaria ma sufficiente.
Dividendo per cos2 e, e facendo r cos eV 1 = s, troviamo

I ) '( ) rp(z + s) - rp(z - s) rdz rp'(z+s) - rp'(z":'- s)
0/ (z + s + 0/ z - s + s = - &' s

quindi rd~z dovra ridursi ad una Iunzionc f(z) di z, e facendo inollre

rp(z + s) - rp(z - s) = R,

ne trarremo l'equazione a derivate parziali

dR dR
j(z) dz + s ds + R = 0 ,

con la quale determinererno f e rp senza l'integrazione d'equazioni a differenze finite

e miste prescritta dal Tardy. Posto infatti eJ}~)= Z, e denotata con F una fun-

ztone arbitraria, avremo R = ~F(i), e ad un tempo essendo rd~z = f(z) , ne se­

guira ~ = a; per l'equazione del vaso. Preso Z = z, sara dunque
r

e fatto s = z ne risultera
F(l)

o/(2z) = 0/(0) + - ,
z

che dara la soluzione del Venturoli pei vasi conici, con due costanti arhitraric 0/(0),

F(l) G I dovrs d
2R

dZR . dovi I' . . R. enera mente ovra essere dz2 - ds2 , e sosutuen OVI espressione di ,si

(I) Memoria gia citata, pag. 20 e 21.
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,:'l)\"Cl':i che la funzione F deve soddisfare all'equazione

_~Z" FilS Z'2 _ 2~ Z'2 = 2F _ 2F'
Z2 + Z4 Z3 S3 et.

F"
+ SZ2

393

1"W gli apici indicano Ie derivate al modo di Lagrange. Scrivendo poi i = t , ot-

, ,"'l'CIllO

_ F' Z Z" + Z'2(tF" + 2F') = 2F _ 2F' +!:.-,
t3 t 2 t

il primo membro sara indipendente da z come il secondo, talche differenziando ri­
~:'l'lln a z si avra

- F'(Z'Z" + ZZ"') + 2Z'Z"(tF" + 2F,) = 0,

ZZ'" Z'"
:'l' no dedurra Z' Z" indipendente da z e pero costante. Adunque 7f -

Z" = aZm
, Z'2 = ~ zm+I + b .

m+l '

(
F" )2 tv + 2 =m + 1,

F" m-3
2----F' - t '

Z'
m- eZ'

:::Il'gl'ando
rn-3

F' = et-2 - ,
2e ~

F=--t 2+C·

m-l

,111 questi valori l'equazione di condizione diverra

m + 1. m+3 ( 2 m - 3) ~
be t 2 = 2C + 2e --1 - 1 + !J t 2 ,

2 m-' I

.... ", dLWI'3 riuscir identica; laonde sara primieramente

2 m - 3
----:--1+ =0
m-l 4

m avra uno dei valori 3 e 5, indi ne derivera b=O e C=O, Al valore m=3
"-~:spondel'a F = et, e percio

e
ep(z + s) - 'f(z - s) = Z'

50
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c

dove Z sara sempre nullo essendo tale quando s = 0, e cosi avrassi

rp(z + s) = rp(z -s) ,

e rp sara costante, il perche niun moto si produrra, al valore m = 5 corrispondera

e quindi

onde
Z' & ja
V=V3'

avremo cosl

1
Z,. = A + Bs ,

c
rp(z + s) - rp(z - s) = 2" s (A + Bz) :

ossia

c
rp(2z) - rp(O) = 2" z(A + Bz) ,

rp(z) = rp(O) + ~ z(A + ~ Bz) ,

e l'equazione del vasa sara

Questo e il vaso iperbolico del prof. Giulio, e il Tardy 10 presenta come un esem­
pio dei casi in cui il suo metodo conduce a calcoli complicatissimi e la soluzione sa­
rebbe arrestata dalle gravi difficolta delle integrazioni.

Ho tacitamente supposto che Zll non sia nullo : l' ipotesi contraria ci riporta al
vasa conico del Venturoli. Due soli adunquc sono i casi che vengono offerti dalle for­
mole sopra riferite.

L'equazione differenziale delle trajettorie espressa in serie si rendc inlegrabile mol­
tiplicandola pel' r, e si ottiene

r
2

, r4 III( r6
v H

2:CP(z)-22.4 rp z) + 2".42.6 rp(z) - .... =

che rappresentera curve algebriche ogni qual volta rp'(z) sta una funzione intern. Se
prendesi

rp'(z) = A + Bz+ Cz",

si avranno tutu I casi compresi in una formola che il prof. Amici aveva indicata e
che poteva parere molto pin generale C). Per dedurne il vaso iperbolico basta PI'CIl-

{'l Amici. Meccanica C Idraulica, Vol. II, pab' 201 (Firenze, iSH). - La f'orrnu!a d-t!' Allli,'j pc'
vasi rotondi (di ri voluzronc) Pili> esprimersi con

? = F(x + y) + F(x - 1]\,

Iatto
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dere o/'(z) = z. Le trajeuorie si possono anche rappresentare con l'equazione

1~1tde cos (1 [ o/(z + r cos ev' 1) - o/(z -r cos 9v'-1) ] = Hv'-=1.
o r

ovvero, usando i differenziali a indice fratto con l'altra

J
~ . H
[ o/(z + Tv'a) - o/(z - Tva) ] da' = r

purche si faccia da ultimo a = - 1.: ambedue queste equazioni si riducono alla
preeedente svolgendole in serie, e ricorrendo per la seconda alla formola

JI'- r(n + 1)
x n dxl'- = xn+p. •

r(n + f.l. + 1)

Qui secondo il metodo del prof. Tardy converrebbe differenziare a indice~; rna
poiche la formola preeedente fatto p- = - ~, e n = 0 somministra

d~xo 1.

dxt = Vrex '
ne seguirebbe

H 1.
o/(z + Tv'a) - ep(z - rv'a) = Y T

v re Tva

f(zV2 + sV-i) + {(zV2-sV"-1) = F(s),

e intesa con r una funzione arbitraria: rna dovendo '.f ridursi ad una funzione di x 2 + y2 e z, si avril

d'.f do/
x dy = Y dx'

e quindi
.1:F'(x + y) - xF'(x - y) = yF'(x + y) + yF'(x - y),

ossia
F'{x + y) F'{x - y)
x+y x-y

sicche F'(s) non variera al variare di s. Porremo dunque F'{s) = Z, e avremo
s 8

F(s) = Zs2;f- Z" 0/ = 2Z(x2+ y2) + 2Z, •
chiamate Z, Z, due Iunz ioni di z. Ma 0/ deve soddisfare all'equazione

d2~ d'o/ d~
dx2 + dy' + dz2 = 0 ,

che diverra

d
2Z

( 2 + 2) + d'Z, + 4Z = 0
dz2 X Y dZ 2 '

e si dividera cost neUe due
d2Z d'Z,
dz 2 = 0, dz2 + 4Z = o.

lntegrando si trovera

Z = a +bs , Z, = a, +bIz - 2az 2
- } bz3 ,

che si sostituiranno nell'espressione di '!'. - II Tardy c giunto in altro modo ad eguali conchiusioni,
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condizione a cui nessuna funzione pub soddisfare restando a indeterminata come si
vede ponendo a = O. Lascio di cercare ache si giungerebbe supponendo H funzione
di a ovvero considerando Ie funzioni complementarie di siffatti differenziali.

Anche l'equazione dianzi ottenuta

[ep'(z + r cos e";-1) + ep'(z - r cosey 1)] cose

ep(z + r cose"; 1) - ep(z - r cosey-1)
+ "-----------;=:=::::,...-------

rY-l
dz .10 .1- .1-

= dr [q:i(z + rcos ev-i) - ep'(z - rcosev-1) ]v-l,

si rende integrabile molliplicandoia per rdr";-1, e l'integrale sara

.rrr: .1- Hy 1
9(z + r cos ev -1) - ep(z - r cos ev -1) = r '

chiamata H una costante che potra contenere l'angolo e, e 10 conterra effettivamente
in ambedue i casi sopra discorsi e risguardanti ai vasi conici cd ai vasi iperbolici,

A. GENOCCIII.


