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DI UNA NOTA DEL BARONE PLANA.
CAST PARTIGOLARI DEL MOTO DEI LIQUIDL

™ e == o

I. In una Nota relativa a tre pagine degli Opuscula Analytica d’Eulero (%), il
Barone Plana risponde ad alcune delle censure fattegli nella mia Memoria Sopra una
formola di Lagrange spettante al moto dei liguidi ne’vast (*). Le osservazioni che
seguono faran conoscere queste risposie e ne mostreranno Yinsufficienza,

I Plana essendo giunto nel Vol. XVI, seric 2". del’Accad, di Torino, pag. 103,
alla formola

e+ e 1 cos u £0s 2u cos 3u

2e—e¢r 2 T'£1 " or1 Fxi T
parcva supporre che essa fosse nuova e che solamenie Fourier ne avesse data un’altra
da cui potesse venir dedolta mediante una differcnziazione; menire per ottenerla ba-
sta fare £ =1, = — 0 =u nella formola (t), num. 131, del Trattato degl’integrali
definiei del Piola (%), oppure fare £ =1, b=mn, a=wu nella prima delle for-
mole () , num. 136, dello stesso Trattato (%), formole dovute a Legendre: om-
metto alire citazioni che mi sarebbero somministrate dalle opere di Poisson e di Cauchy.
Ora egli vuol mostrare che quella formola apparticne ad Eulero, ma i mezzi usali
scmbrano poco acconci giacché ricorre ad una trasformazione non breve e ad una
sostiluzione immaginaria senza riguardo alle condizioni a cui la formola d’ Eulero ¢
soggella.

Se non fa difficolta il passaggio dal reale allimmaginario, non occorre veruna al-
lra trasformazione avendo Eulero trovata una equazione che ¢ la prima delle (ff),
num. 135, del Trastato del Piola (°) e che si cambia nella proposta al solo farvi
=1, a=u\/_———~’.l, b= ny—1.

Ma un’altra formola diede Eulero non menzionata dal Plana, la quale ¢ assai

(t) Torino, Stamperia Reale.

() Annali di scienize matematiche e fisiche, 1837, pag. 396 e segg. Sono corsi in questa Memoria
alcuni errori di stampa di cui noterd i principali: a pag. 401, equazione (7) il limite inferiore del =
dev’essere ¢ = 1; a pag. 404, formola (10), nei limiti inferiori del residuo & deve sostituirsi ( — =) in
luogo di (=); a pag. 113, lin. 14, si cangi #, in &, , lin. 16 si cangi 2, in 2, ; a pag. 424, lin. 9si legga
vaso in luogo di caso.

(%) Opuscoli matematici e fisici. Milano 1834. T. I, p. 112.

() Ivi pag. 117.

(%) Ivi pag. 116.
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assai pit feconda benché bisognevole di correzione, e che ho gia ricordata nella mia
Nota intorno ad alcune formole sommatorie, num. 13 (%), cioé

r==x

y = fXdz + QE(cos 2rnx [Xdx cos 2rrx + sen 2rnz fXdx sen 2rnz) ,
r=g
dove X denota il termine generale d’una serie, z il suo indice, ¢ y la somma della
serie arrestata al termine X : la correzione da farsi sta nel termine —+ £ X che con-
viene aggiungere al secondo membra. Chiamato k& un numero intero, e X,, X; i
valori di X corrispondenti ad * = 0, z =k, si avra

=k r—=x

‘( k
X = ‘(dx + 2 ﬁ(lw cos 2rrx.
) )

cos px
1 +zx°

i cospr 1_*_ ”cos px dx E c0s(2rn+p)x ~~ cos(2rr—p)x d
d 1 +2 27 ] 1+ 2 “

e se p sia compreso tra zero e 2w, sostiluendo agl'inlegrali definiti i loro noti va-
lori, troveremo

, k= oo : sard

facciamo X =

1 N2 N , [ e o

—_— + 5 == — e~p + e‘—(2’ +p) l e~(:‘.r1r—p ~ ,

2 1+ 2[ Z( ) 9 /l__.e—-21r+ezn' 1
X=1 re=1

onde posto m — p = u, risulta la formola che il Plana vuol dimostrare.
Molte altre conseguenze notevoli si possono similmente ricavare dalla formola ge-
nerale d’Eulero testé riferita: se per esempio prendiamo

€os px

X=1xa

k= oo,

* ¢cos ax dx

T se a ¢ positivo eguaglia

ricordando che lintegrale deﬁnitof

0

a

" fsen 4 cos—=)e V2
2y2 \/ 2 V2
ossia la parte reale dell’espressione '

e V2
2¢2 —V=1) ’

(') Annali di sc. mat. e fis. 1855, pag. 108.
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” cos awdx__‘r:ie_ai
, 1+2¢ 2
1—y—1

fatto __‘/T =17, e rigeltata la parte immaginaria del secondo membro; trove-

remo sotto la medesima condizione, e per 0 <<p << 2=,

onde si ha

r=z=x

1 ¥ cos px L E x [ e e
- ~—pi -—(2r1r+p)z e—(zrnnp)z i X -
37l b ( - - )) 2 (1 —em T

X==1 r==y

Posto 7 — p == u ed eseguite le riduzioni opportunc, restera

1 cos u cos 2u cos 3u

9 Thir1 T 9l 30oq

- = ! ewr cost = sen 2T
22 ™2 — 2¢0s w2 + €V2 e V2

-1 UnaTT
—_—— u— U—mn — U+ U~
+ e V2 (cos + sen ) eV? <cos ——— - Sen ——)

V2 V2
— e_'_“’:;r cos———u_!—fr — sen utm
V2 V2

Accennerd anche una dimostrazione che si otterrebbc svolgendo pei coseni degli
archi 6, 26, 36, ecc. il primo membro della formola trovata dallo stesso signor Plana
nel 1816 :

= (e'— e *)sen ht e’ e~
& ¢+ 20030 + e em— g’
0

* . = 1 by .
ma converrebbe ammetlere 1’ equazione fdt sen ht =3 che non ¢ vera in modo
0

assoluto benché possa valere come formola di limite. L’integrazione indefinita mostra

che f d¢ sen ht € quantitd indeterminata, n¢ mi persuade il contrario I'opinione del
0

signor Raabe ('), che ricorre a differenziazione solto il vincolo integrale e ad altri
mezzi non sempre legittimi. Del pari mi sembra indeterminato Iintegrale definito che
fu trattato dal Plana, ¢ credo che alla sua formola si debba sostituire la seguente

) ¢ — 7 dtsen ht e e !
- r————— e —
o \& - 2c08 0 -+ ¢ et — g~hn kR’

(*) Mathematische Mittkeilungen, Zurigo, 1837 e 1838.

Tom. 1. N 6. 183S. A9
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onde si potra immediatamente dedurre quella che abbiam rammentata al principio di
questo articolo.

Il Barone Plana dando cuesta formola aveva ommesso nel primo membro il di-
visore 2 : egli altribuisce una tale mancanza ad un errore tipografico , ma a torto
perché quell’errore, come ho notato nella mia Memoria, num. 8 (*), si & trasfuso in
altre due formole derivale dalla prima e vi ha recato un indebito coefficiente 2 ; e
questa trasfusione non pud certo esser opera del tipografo. Del resto non diamo al-
cuna importanza a cosi fatte inavverlenze : era assai pitt strana quella che il Plana
commetteva quando per eseguire una moltiplicazione algebrica in luogo di sommare
gli esponenti Ii moltiplicava (*). Ma gli errori di calcolo non sono una grave colpa,
essendovene ben altri per testimonianza di Eulero in quos etiam exercitatis incidere
contingit, ¢ noi li mentovamo soltanto per conchiudere che molta misericordia si vuol
avere per essi.

Passando a spiegare 1 motivi per cui alla dimostrazione di Lagrange preferisce la
sua, il Plana biasima Lagrange perché fa uso d’una relazione che non si verifica per
alcun valore finito dell’ indice ; ma da an rimprovero consimile non va esente egli
stesso che si servi dell’equazione

ms=k
(—1)" m*» =0
m=1
non vera per aleun valor finito di k e assurda, anzi orribile secondo Abel, per k=oo .
Pretende nondimeno di giustificarla con nuove ragioni; ¢ accennata la trasformazione
euleriana di quella somma infinita nel polinomio

1-12)——1—&1“—1- iAz. 1 — 4 !

23 42X
2 9?2 93 9251 A 12,

che non ¢ rigorosamente esatta, poiché si ha sempre un resto che non pud trascu-
rarsi, sembra concedere che la spiegazione da lui data sia la medesima che indico
Eulero a pag. 288 del suo Calcolo differenziale, e che la formola da lui suggerita
per comprovare generalmente la induzione di Eulero non si confaccia ad un tale in-
tento; poscia rammenta la formola
1 —2x°
1 + 2z cos 6 + &°

=1 — 2% ¢0s6 -+ 2x°cos 20— 2x>cos 36 + ecc. ,

2p2

sostituisce cosmf = 1 —. 1'2 —+ecc., fa £ =1, e dal coefficiente di 6%* (rae

(*) DL Annali, 1857, pag. 41S.
(3) Dei congrui di Leonardo Pisano, pag. 6. Veggasi il Cimento, Rivista di Scienze ecc. N2 del 3t
ottobre 1853, Torino Tip. Franco, pag. 673, in nota.
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.12;« . 22)\ 4= 32)\____ [‘_2) 4L == 0’

ch'egli crede aver cosi dimostrala col mezzo di serie convergenti. Basterebbe rispon-
dergli che la prima serie, convergente per x inferiore ud 1, ¢ divergente pel limite
z = == 1; ma voglio mostrare a qual conseguenza apertamente crronea guidi lo stesso
metodo. Se in luogo di fare =1 si pone & = — 1, si annulla ancora per infi-
niti valori di 6 il primo membro della formola precedente, e quindi bisognera egua-
gliare a zero il coefficienic di clascuna potenza di 9 nel secondo membro : il coeffi-
ciente di 6% dara
12)\__;_22)_}_32)_*_42}_[_._.:0,

equazione che senza dubbio anche il signor Plana rifiuterebbe.

Ecco un nuovo esempio a conferma della proposizione di Abel che asseriva po-
tersi con le serie divergenti dimostrare tuilo ¢id che si vuole, il vero e il falso, il
possibife e Iimpossibile. I progressi e Ia dignita della scienza non soffrono pia I'uso
di mezzi tanto inesatii che puod solamente rivelare P'imperizia di chi non sa prescin-
derne; bisogna che si possa render ragione d’ogni parle d'una dimostrazione algebrica
come si fa per le geomelriche , e che le trasformazioni analitiche siano liberate al-
fatto da quell’oscuritd per cui un argulo geometra torinesc le assomigliava ad un giuoeo
di bussoloiti. Conviene in una parola seguir la via aperta dall'illustre Cauchy, che
nel 1821 scriveva (') : « Quant aux méthodes, j'ai cherché a leur donner toute la
rigueur qu'on exige en géométrie, de maniére a4 ne jamais recourir aux raisons lirées
de la généralité de l'algébre. Les raisons de cette espéce, quoigue assez commune-
ment admises, surtout dans le passage des séries convergenies aux séries divergentes,
et des quantités réelles aux expressions imaginaires, ne peuvent étre considérées, ce
me semble, que comme des inductions propres a faire pressentic quelquefois la vé-
rité, mais qui s'accordent peu avec Pexaciitude si vantée des sciences mathémaliques.
On doit méme obscrver qu’elles tendent & faire attribuer aux formules algébriques
une élendue indéfinie, tandis que, dans la réalité, la plupart de ces formules subsi-
steni uniquement sous certaines conditions, et pour certaines valeurs des quantités
que’elles renferment. »

Anche Abel fu da principio meno rigoroso e a questo periodo di tempo appar-
tengono le formole trovate inesatte dal signor Bertrand (*), ma poscia ebbe a dire:
« enfin mes yeux se sont dessillés d’une maniére frappante, » e sipose sulle tracce
di Cauchy del quale scriveva: « M. Cauchy est celui des mathémaliciens qui sait le
mieux comment les mathémetiques pour le moment doivent étre traitées ... L’excel-

(Y) Analyse algébrique, pag- ij. (Introduction).
{?) Annali di matematica, 1858, pag. 136.
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lent ouvrage de M. Cauchy, Cours d’analyse de I’école polytechnique doit étre lu
par tout analysie qui aime la rigueur dans les recherches mathématiques (*). »

L’autoritd del signor Plana potendo servire a generare o radicare falsi concetli
sopratutto nelle menti de’giovani, ci ha determinali a non tacere alcuni suoi abbagli,
e godiamo di citare una sentenza giustissima che a proposito d’una inavvertenza del
medesimo astronomo piemontese proferisce 1'Arago: « Les inexactitudes, quand elles
proviennent de sources aussi élevées, ne doivent pas éire laissées a I'écarl, el sans
réfutation (*). »

1. La Nota del Barone Plana mi offre I’ occasione di fare qualche aggiunta a
cid che dissi nella Memoria sopra ricordata intorno alle riccrche fatle per una deter-
minazione rigorosa del moto dei liquidi. Debbo innanzt tutto riparare ad una ommis-
sione nominando fra i geometri italiani che trattarono dell'indicato argomento i pro-
fessort Brighenti, Bruschetti, Amici, Tardy, Padula, Belti: principalmente mi corre
obbligo di menzionare le diligenti indagini ¢ discussioni storiche del Tardy (3), che
in modo assai pilt preciso e pieno ch'io non ho fatto dichiard la parte avula nella
trattazion del problema da Lagrange e Dalembert. Anche il prof. Brioschi ne diede
una storia ordinata ed esallissima che premise alla Memoria postuma del Piola sul
moto delle acque (%).

In secondo luogo richiamerd pel moto ne’vasi conici alcune soluzioni diverse da
quella del Venturoli ch'era stata proposta come la sola possibile. Tali soluzioni gia
venute in parte additate dal prof. Bellavitis (°), e si deducono dagli stessi caleoli del
prof. Turazza benché questi abbia inteso di provare che non poleva soddisfarsi al
problema fuorché¢ con quella del Venturoli ; questa sola trovd pure il Tardy mediante
it calcolo dei differenziali a indice fratto supponendo un differenziale esatlo il tri-
nomio della velocita, quantunque altre ne indicasse pel caso in cui la stessa condi-
zione non s’adempia (°) : cosi gli esempi del Bellavilis e gli altri che recherd mo-
strerebbero per avventura che le formole somministrate dal caleolo dei differenziali a
indice fratto non godono di tutla la desiderabile generalitd.

Prese le coordinate ortogonali x, y, z, abbiasi un vaso generalo dalla rotazione
d'una curva piana intorno all’asse delle z, e si faccia r = \/zz?::y—2 le velocita

d¢ dy

secondo z e secondo r eguaglieranno le derivate parziali ¢ ase assumest per
% r

(*) Oeuvres &’ Abel, tom. 2, pag. 266 e 269; tom. 1, pag. 68.

(3} Comptes rendus, tom. 23, pag. 746.

(°) Sopra alcuni punti della teorica del moto dei liquidi. Firenze, 1847.

(*) Memorie dell’Istituto Lombardo, Vol. III. Milano, 1852.

() Sul movimento di un liquido che discende in modo perfettamente simmetrico rispetto ad un asse
verticale (Venezia, 1843), num. 23, pag. 20. — Observationes de quibusdam solutionitus analyticis pro-
blematum ad liguidorum motum pertinentium {Bologna, 1847, num. 36, pag. 26—27.)

{¢) Annali di sc. mat. e fisiche 1830.
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¢ Vespressione usata dal Turazza e dal Tardy
in — J—
= f 46 | ¢(s +cosr 6Y —1) + 9{z — 7 €08 oV —1) 1s
°

che per mezzo del teorema di Taylor si risolve nella serie

-~ 2 pé 6
&'{xé{lf(Z)w—g—z?()—f— 2(?"{%) 2222 2(?() """ ]:

dinotiamo con ¢, ¢, ¢’,... una funzione arbitraria e le sue derivate successive. Ri-
cavandone le velocita, si avrd per I’eqmzione differenziale d’ogni trajettoria
r b
} n
z) — %) + =
¥(3) = 22 9"(8) + g 08) —

dz o, r P>
ﬁa;[“g({?(z)%‘ﬂ(?() EVE b(P() ]
¢ si dovrd delerminare ¢ in modo che questa comprenda anche I'equazione delle pa-

rett del vaso. Ora pei vasi conici Pequazione delle pareli ¢ z = ar con « costante:
sostituendo e facendo ¢'{z) = 2%, si oltiene

Kk—1) | ME—1)(h—2)(k—3)

1= 2% " 2%.4%. a4
__k HE=1)(k—2)  KEk—1) . (k—4) -
2 2% b 2% 4 5cc
ossia
1 kk—1)  kk—1)(k—2)(k—3) .
(k= 2)[§~ 2% 4.22 + 2%.4°.6.ab =0
che st risolve nelle due
. 1 kk—1)  k(k— 1){k—2)(k—3) .
Fr2=0, 5= gt R —oe=0
La prima porge k == — 2, che corrisponde alla soluzione del Venturoli: la seconda

¢ un equazione di grado infinito rispetto a k, e chiamate k,, k,, ks, ... le sue ra-
dict, si potra prendere

! —3 kx kﬁ kS

g2} =02 J-g, 2 0,2 35 ...,

con a,a,, Q,, ... costanti arbilraric. Si riconosceranno facilmente Pesistenza e i li-

miti Q'aleane di tali radici, ponendo nel primo dell’equazione suceessivamente k=1,
2,3,4..., il che lo ridurra a

1g11313+115+5
278 247 2 %4 9 L A8 9 TG
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Cosi per k =1 quel primo membro sard posilivo, per k = 2 sard negativo se « &
< %, nullo se a= %, positivo se « > ;; per k==3 sara negativo se « ¢&<% /3,
nullo se « = % /3, positivo se « > % ,/3; per k=14 sard positivose o & <3 V3—\/7
e se a >3 t/?:f——_\/—'I—, negativo se « & compreso tra questi due valori, nullo se
 eguaglia I'uno o laltro; per k=5 sard posilivo se « ¢ <z V5 — V15 ovvero
>4 \/5 -+ m, negativo se o ¢ compreso tra questi due valori, nullo se uguaglia
I'uno o l'altro. Da cid si vedra che se « & <<% l'equazione ha una radice k, com-
presa tra 1 e 2; ncl caso di 3 <Ta <C;y/3 I'ha tra 2 e 3, nelcaso di ; /3 <<«
< V3 +— /7 T'ha tra 3 e 4, e nel caso di i\/3 —;—‘/7 <a<§\v/5+ V15 I'ha
tra 4 e 5; se « ¢ <<% V3 — /7 lequazione avrd una radice k, tra 1 e 2, cuna
radice k, tra 2 e 4; e se x & <3 ‘/5 — /15 essa avra una radice &, tra 1 ¢ 3,
e una_radice k, tra 3 ¢ 5; se poi « eguaglia uno dei valori §, /3,3 &/3:*:—‘/7,
;V;—EV’B, una radice sard k,= 2,3, 4, 5. Nel caso di « =2, divisa I'equa-
zione per k — 2, resla

E+1  k(hi—1)(k—3) k(k—1)(k—3)(k—4&)(k—5) .
- — -+ 575 — 8 +ecc. =0

il cul primo membro per k= 4 ¢& negativo ¢ per k=5 diventa positivo; onde v’ha
un’altra radice k, compresa fra 4 e 3.

Con queste soluzioni tutte le trajetloric risultano curvilinec, eccctto quelle dell’
asse ¢ della parete, come mostrd il Bellavitis, ed ¢ chiaro cosi che la determinazione
delle funzioni arbitravie fatta per tutta la mole f{luida non rende le trajettoric interne
identiche per natura a quelle della parcte, contro all’opinionc ripetuta anche nell’ul-
timo suo scritlo dal signor Brighenti (*). Alla medesima conseguenza si pud giungere
anche pel moto a due coordinate, considerando che se il solo fluido ¢ contenuto dalle
due rette y = 0, y =z tang o, la funzione F(s) del Venturoli pud generalmente
determinarsi per la formola

Fis) = - ¢ ()

ove o denota una funzione arbitravia. I prof. Tardy recd allresi 'esempio del velo
terminato dalla iperbola yx =« e dalla retta y = fx, ¢ trovd per le (rajetiorie in-
terne

xy—azﬁ(wz—yz —% +;aﬁ>:

questa equazione si riduce a quella delle due pareti per valori particolari della co-

(') Intorno ad una Memoria postuma di Gabrio Piola (Bologna, 1834), pag. 10.
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stante H, ma non intendo con qual fondamento il signor Brighenti assuma che le
tre equazioni debbano sussistere insieme e cosi la lerza non rappresenta altre linee
che quelle delle pareti.

Bensi convengo col signor prof. Brighenti nel credere che le soluzioni del Ventu-
roli, di cuifu egli il primo ad impugnare l'esattezza (*), non siano rigorose ma ipo-
tetiche, non argomentandosi la loro asserita generalitd fuorché dalla supposta perfe-
zione de’'metodi analitici che le aveano procurate, e che si scorge non essere abba-
stanza generali. E parmi ancora che a ragione egli consigli nuove osservazioni e nuovi
studi pratici onde si raccolgano le condizioni fisiche occorrenti alla piena risoluzione
de’problemi idrodinamici.

Ora fard qualche esame delle formole ottenute dal prof. Tardy ecol suo caleolo
dei differenziali ‘a indice fratto. Adoperando gl'integrali definiti si ha per 'equazione
differenziale delle trajetiorie ne’vasi di rivoluzione

f%ﬂdf? [ ¢'(z -7 cos oy —1) + 9'(z — 7 cos oY —1) ]

:—;—\/«jj 0 cos 0 [ ¢(z + 1 eos 6V —1) — ¢(z -~ r cos V1) ],
¢ per essere
sen’d 4-cos’0 =1,  fsen*0 d9 [ ¢'(z + rcos8Y —1) - ¢'(z — 7 cos 8 ¥ —1) ]

9(z + recos b \/:——I) — ¢(z — recos 9 \/———71)
—_ = sen ¢
. r\/——-l

6V —1) — ofz — —1
+Jﬁ’(z +rcos gV 1)‘/7?(7’ reos 0V —1) cos 6 d0»
r —

il primo membro si trasforma in

s

f c0s*0 d0 [ ¢'(z + 1 eos § V—1) 4 ¢'(z — recos 8V —1) ]

[}

f

_,__f o(x + reos 6 Y —1) — (s — 7 cos 6Y —1)

1_"/:71 cos 6 do

onde l'equazion precedente sard soddisfatla se si pone

(*) Nota intorno al movimento delle acque a due coordinate (Pesaro, 1828). Debbo alla gentilezza del
dottissimo Prof. Gherardi I"aver potuto leggere questo ed altri de’principali opuscoli pubblicati sopra le
accennate questioni.
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cos’0 {¢'(z+7 cos 9\/:—i)+c?'(2~—r cos 6Y —1) ]

+ o(2 -+ r cO8 GV—T'I-) :“cp(z—— r oS 6\/——71)

r\/—’l

i - Ap— — o
:d—r-\/—.i cos 0 [¢'(z ~+ reos \/—1) — 9'(z — r cos oV —1) ].

cos §

Questa equazione pud servire a determinar ¢, intendendovi z e r collegali dall’equazione
del vaso; pei vasi conici del Venturoli e per gl'iperbolici del Giulio, essa collima pie-
namente con la formola del Tardy (*), e intanto il modo con cui vi siam giunti la
fa dipendere dalle premesse come una condizione non gia necessaria ma sufficiente.
Dividendo per cos’6, e facendo 7 cos § V—1 = s, troviamo

oz +3) —oz —s) _ rdz ¢'z+s) —g'(z-s)

?(Z""s)"*"c?(z_s)'*‘ s = ar 5 3

. y.rdz < . . . .
qumdl—d——dovm ridursi ad una funzionc f{z) di z, e facendo inolire
r

CP(Z_’—S)——(P(Z—S): Rv

ne trarremo l'equazione a derivate parziali

dR dR
z) — +s— +R=20
MO @ 5% ’

con la quale delermineremo f e ¢ senza integrazione d’equazioni a differenze finite

e miste prescritta dal Tardy. Posto infatti efm——— Z , e denotata con F una fun-

. o 1./3 r dz

zione arbitraria, avremo R =s_F 7) e ad un tempo essendo 5 = f(z) , ne se-
r

N/ . -
guird — = « per lequazione del vaso. Preso Z = z, sara dunque
7

s

o) — gz =9 =1 F()

Z
e fatto s = z ne risultera

4(22) = 9(0) + "L,

che dard la soluzione del Venturoli pei vasi conici, con due costanti arbitrarie ¢(0),

. d’R d’R . . . .
F(1). Generalmente dovra essere W —a e soslituendovi I'espressione di R, st

() Memoria gid citata, pag. 20 e 21.
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-roverd che la funzione F deve soddisfare all’equazione

F' ) s . F 12___2F 9F F
ittt il =gt

“ove gli apiei indicano le derivate al modo di Lagrange. Serivendo poi 7 =1, ot

arremo
oF oF' "
e £ ¢

b

—F 27" + 77(F" + 2F) =

il primo membro sard indipendente da z come il secondo, talche differenziando ri-

etlo a 2z s1oavra

. F’(Z’Z” + ZZ”') + QZIZ”(IF” + 2Fr) —_ 0’

Z,” . ' ) ZHI Zl
se e dedurrd 5y indipendente da z e perd costante. Adunque oy = m -, ¢
“rogrando
2a
Z” :aZm 3 Z’2 —_:nm Zm+! +b 3
~aire
Fll
2(t—]—:—“—' +2)=m + 1,
==ia
2 FH m ____3
Fe
tegrando
m—3 9¢ n—1
Fleoct?® » F= t2+c.
m—1

-m questi valori U'equazione di condizione diverra
m+ 1 Ze 2 m— 3\ ==
be t* = 2C 4+ 2 —1 -+ t
2 m —1 4
~> dovrd riuscir identica; laonde sard primieramente
2 m— 3
—1 =0
m—1 7% ’

moaved uno dei valori-3 ¢ 5, indi ne derivera b=0 e C=0. Al valore m=3

~misponderd F = ct, e percid

?

N e

(e +8) — 9z — s) =

tom. 10N 6. 1838, 50
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dove% sara sempre nullo essendo tale quando s = 0, e cosi avrassi
¢(z + 5) =9(z —s),
e ¢ sara costante, il perché niun moto si produrrd; al valore m = 5 corrispondera

€. @ g Z _ Ja
F.__2t, Z—3Z , onde Z3_‘\/3’

e quindi
1
F=A+B,  sa+s)—gk—9= %S(A-}-Bz):
avremo cosi
c
9(22) — 9(0) = 3 2(A + Bz) ,
ossia
() = 9(0) + S 2(A + 2B
¢ ) =9 ) 4 § 21
e l'equazione del vaso sara

(A + Bz) = —-

o

Questo ¢ il vaso iperbolico del prof. Giulio, e il Tardy lo presenta come un esem-
pio dei casi in cui il suo metodo conduce a calcoli complicatissimi e la soluzione sa-
rebbe arrestata dalle gravi difficolta delle integrazioni.

Ho tacitamente supposto che Z" non sia nullo : I’ ipotesi contraria ci riporta al
vaso conico del Venturoli. Due soli adunque sono i casi che vengono offerti dalle for-
mole sopra riferite.

L’equazione differenziale delle trajettorie espressa in serie si rende integrabile mol-
tiplicandola per r, e si otliene

2 4 6
5@ — g7 90 + pg ¢ — . =H
che rappresentera curve algebriche ogni qual volta ¢'(z) sia una funzione intera. Se
prendesi
¢(2) = A + Bz + Cz?,
si avranno tulti i casi compresi in una formola che il prof. Amici aveva indicata e
che poteva parere molto pitt generale (*). Per dedurne il vaso iperbolico basta pren-

(") Amici. Meccanica e Idraulica, Vol. 11, pag. 201 (Firenze, 1842). — La formula doli” Amiei pe’
vasi rotondi (di rivoluzione) pubd esprimersi con
b= Flz +y) + Flz —p,
fatto
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dere ¢'(z) = 2. Le trajettorie si possono anche rappresentare con l’equazinne

i HY —
f d6 cos 6 [ o(z =+ 7 cos 6V —1) — ¢z —r cos 6V —1) | = V

0

ovvero, usando 1 differenziali a Indice fratto con [’altra

f[w-*—n/a — ¢(z —ry/a) Jda! =

purché si faccia da ultimo @ = — 1 : ambedue queste equazmni si riducono alla
precedente svolgendole in serie, e ricorrendo per la seconda alla formola

# T'n+ 1)
ot = —— L R
fa: I'in + ¢ 4-1)

Qui secondo il metodo del prof. Tardy converrebbe differenziare a indice £; ma

poiché la formola precedente fatto p = — %, e n = 0 somministra
diz® 1
7 Ve

ne seguirebbe

so<z+rs/a>—<p<z—r¢a>=%,;—;;,

RzV2 4 sV —1) + flzV2—sy—1) = Fis),

¢ intesa con f una funzione arbitraria; ma dovendo P ridursi ad una funzione di z2 - y2 e z, si avra

dy dy
z dy =Y 5
e quindi .
oF(z +y)—aF(z —y) =yF(z +y) + yF (e —y),
ossia
Flza+y _ Flz—y
x4ty z—y
sicehs O - oo F'(s)
cche —,— non variera al variare di s. Porremo dungue —~ = Z, e avremo

Fs)=Zs2 4+ Z,, ¥ =2Z(x>+ y?) 4+ 2Z,,
chiamate Z, Z; due funzioni di z. Ma ¥ deve soddisfare all’equazione
dzp d*«p [
=T dy- @
che diverra
d2Z “Z,

e si dividerd cosi nelle due

¢z _ s, %?,‘-}-42

13l

[~5

4

Integrando si trovera
Z=a+bz, Z,=qa;+ bz —2az2— §-bz3,
che si sostituiranno nellespressione di ¢. — Il Tardy & giunto in altro modo ad eguali conchiusioni.

#*
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condizione a cui nessuna funzione puod soddisfare restando @ indelerminala come si
vede ponendo @ = 0. Lascio di cercare a che si giungerebbe supponendo H funzione
di @ ovvero considerando le funzioni complementarie di siffatti differenziali.

Anche P'equazione dianzi ottenuta
[¢'(z + rcos 8 V—1) + ¢'(z — 7 cos 8 ¥—1)] cos®

oz +recosd V—1) — o(z — rcosay—1)
-+ =
rV—1

=%i— [¢(z + reos 6 V—1) — ¢'(z — rcos 6V —1) [V—1,

si rende integrabile moltiplicandola per rdry/—1, e Iintegrale sara

HY —1
r

o(z 4 reos 8V —1) — o(z — r cos 6Y—1) =

chiamata H una costante che potrd contenere I'angolo 6, e lo conterra effettivamente
in ambedue i casi sopra discorsi e risguardanti ai vasi conici ed ai vasi iperbolici.

A. Genoccut.




