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Das Ziel dieser Arbeit ist die Beschreibung der absoluten Galoisgruppe G,
eines p-adischen Zahlkdrpers k iiber Q,, p#2, durch Erzeugende und Relatio-
nen.

Nach Hasse [4] und Iwasawa [5] besitzt die Galoisgruppe ¥ =G(T/k) der
maximalen zahm-verzweigten Erweiterung T von k Erzeugende ¢ und 7 mit
der definierenden Relation gto~! =19, q die Miichtigkeit des Restklassenkor-
pers von k. Die Gruppe pu; der Einheitswurzeln von p-Potenz-Ordnung in T
hat eine endliche Ordnung p*, s=1, und die Operation von ¢ und 7 auf u;
wird durch zwei Zahlen g, heZ , gegeben derart, dal3

=g =

fur {ep;. Bezeichnet schlieBlich n den Grad von k iber Q,, so 1Bt sich unser
Hauptergebnis wie folgt {formulieren.

Die Gruppe G, ist isomorph zu der pro-endlichen Gruppe mit n+3 Erzeugen-
den 0,1,x,...,x, und den folgenden definierenden Bedingungen bzw. Relationen:

A) Der von x,, ..., x, erzeugte Normalteiler ist eine pro-p-Gruppe.

B) Die Elemente o und 1 erfiillen die ,,zahme® Relation

C) Dariiber hinaus geniigen die Erzeugenden nur noch einer weiteren Rela-
tion:

1) fir gerades n
x% :(XOJ T)g xfs[xl ’XZ.] [x37x4] [xn_ la-xn]’
ii) fiir ungerades n

X3 =0%q, TEXY [x 1, ¥, [x5, X351 [X 4, X5]---[X,_ 1, X, ]

Hierbei ist

K

(X0, T) = (B oxtP 2 xhg)p 1
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gesetzt (n das Element aus 7 mit nZ=Zp), und es ist (im Fall ii)) y, ein Element
aus der von x,, ¢ und 1 erzeugten Untergruppe, dessen explizite Gestalt weiter
unten angegeben wird.

Setzt man in den Relationen t=1, so erhidlt man die Galoisgruppe der
maximalen Erweiterung ohne zahme Verzweigung von k, wie sie von Koch in
[12] beschrieben wurde.

Erzeugende und Relationen fiir G, wurden auch von Jakovlev in [6]
angegeben, wobei aber mehrere Fehler eine umfassende Korrektur nétig mach-
ten. Diese wurde nur fiir gerades n in [7] skizziert und ergab eine sehr
komplizierte Relation in Form eines rekursiv gebildeten Limes. Uberdies geht
Jakovlev von drei Relationen fiir G, aus, wihrend in dieser Arbeit und in [11]
gezeigt wird, daB zwei genligen.

Der Beweis des Satzes wird in der folgenden Weise gefiihrt. Es gibt eine im
wesentlichen auf der lokalen Klassenkorpertheorie beruhende, kohomologische
Charakterisierung der absoluten Galoisgruppe p-adischer Zahlk6rper, die auf
Koch [14] zuriickgeht. Die Gruppe G, wird als sogenannte
Demuskin(gruppen)formation iiber ¥ gekennzeichnet, wobei der in [14] formu-
lierte und in [19] ausfiihrlich bewiesene Eindeutigkeitssatz besagt, dal zwei
Demuskinformationen isomorph sind, falls die ihnen zugeordneten numeri-
schen Invarianten iibereinstimmen. Wir zeigen nun, dal3 die durch die obigen
Erzeugenden und Relationen abstrakt definierte Gruppe eine Demuskinforma-
tion ist und durch die Wahl von n, s, g und h die gleichen Invarianten wie G,
besitzt.

Da es sich bei pro-endlichen Gruppen um topologische Gruppen handelt,
sind im folgenden alle Begriffe wic Untergruppe, Homomorphismus, Erzeu-
gung, definierende Relationen usw. stets im topologischen Sinne zu verstehen.

§ 1. Definition von Demuskinformationen und Hauptresultate

1.1. Bezeichne g=p’® eine Potenz der ungeraden Primzahl p und ¢ die pro-
endliche Gruppe mit Erzeugenden ¢ und 7 und der definierenden Relation

oder eine Faktorgruppe davon, deren Ordnung von p® geteilt wird.

Definition (Koch [14]). Seien n,s>1 natiirliche Zahlen und a: 4-—(Z/p*)* ein
Charakter von 9.

Eine pro-endliche Gruppe X heifit Demuskinformation iiber ¥ vom Grad
n, mit Torsion p* und Charakter «, wenn es eine Surjektion ¢: X —-% mit pro-
p-Gruppe als Kern gibt derart, daB} fiir jeden offenen Normalteiler # < Kera
von % das Urbild X ,,=¢~!(o#) unter ¢ die folgenden Bedingungen erfiillt:

I) Es gilt dim H'(X ,,,IF,) < o, dim H*(X ,,IF,)=1, und das Cupprodukt

HY(X 4,IF,) x H(X 4,IF,)$ H*(X ,,IF)

definiert eine nicht-ausgeartete (antisymmetrische) Bilinearform auf H'(X,,,IF,);
ferner ist der p-Torsionsanteil von X2 zyklisch von der Ordnung p°.
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1) Wird H'(o#,TF,) vermége der Inflation als Unterraum von H'(X ,,IF,)
aufgefaBt und ist beziiglich der obigen Bilinearform H'(#,IF,)" der dazu
senkrechte Unterraum, so gilt mit G=%/# die IF,[G]-Isomorphie

H'(#,F,)L/H (#,F )=TF [G]".

Weiter ist dieser G-Modul beziiglich der induzierten (nichtausgearteten) Biline-
arform hyperbolisch, d.h., die direkte Summe zweier total-isotroper G-Unter-
moduln.

11T) % operiert mit dem Charakter o auf H*(X ,,, Z/p%), d.h., es gilt

px=a(p)x fiir pe¥% und xeH*(X,,Z/p.

Bemerkungen. a) Statt die Bedingungen fiir alle offenen Normalteiler # <Ker «
von ¥ zu fordern, kann man sich auch auf eine Umgebungsbasis der Eins
beschranken.

b) In den drei Bedingungen konnen die Gruppen X, durch ihre maxima-
len pro-p-Faktorgruppen X, ersetzt werden (die Aussage I) bedeutet dann,
daB alle X, Demuskingruppen mit der Invarianten p* sind): Da die Inflation
eine Isomorphie H'! (XX,IF) H! (X %,IF,) und eine Inklusion HZ(X”,Z/p')
CHZ(XJ,,,Z/p) fir relN hefert ist fiir den Ubergang von X, zu X, nur
H*X ,,IF,)%0 zu zeigen; dies gilt aber wegen Tor(X ‘}}Z) (Tor(Xf‘,}Z))(p)#O

Sind umgekehrt die Aussagen I)—III) fiir X =X /1, erfiillt, so erhilt
man mit #' =¢(,) und V=Ker(X,/L, —»Jf/%) das kommutative Dia-
gramm mit exakten Zeilen

o Vo Xyl gy HJH —— 1

]

l— Ve X1, —— G — 1,

wobei #/H' =H ~Z, die maximale pro-p-Faktorgruppe von J# ist. Da die
kohomologische p-Dimension der Demuskingruppe X, gleich zwei ist, ergibt
sich cd (X/1 ) Scd,(V)+cd (%/H) S cd (X /1 4)+1 < 0, insbesondere
scd (X1 ) =scd (X /I »)=2 (vgl. [18], L, Prop. 14 und Prop. 31). Die Gruppe
X ist nun der projektive Limes der X/I,, da Ker¢ eine pro-p-Gruppe ist;
damit erhalten wir

sed (X)=2.

Daraus folgt Hz(Ix,Q /Z,)=0, also auch H*(I,,Z/p")=0, und aus der
Spektralsequenz H'(X ,,, H’ (I ,,,,Z/p’)) = H'""(X ,, Z/p") die Isomorphie

HZ(X.#a Z/pr)-:;Hz(Xjfs Z/pr)9
woraus die Bedingungen I)—II1) auch fiir X, folgen.

1.2. Wir wollen nun fiir vorgegebenes %, n, s und « eine Demuskinformation X
iiber 4 mit diesen Invarianten konstruieren. Bezeichnet F,_, die freie pro-
endliche Gruppe mit Basis z,,...,2,, so ist der Kern der kanonischen Projek-

> %n
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tion des freien pro-endlichen Produkts F,, , *% auf & gerade der von z,,..., 2,
(topologisch) erzeugte Normalteiler Z=(z,,z,,...,z,) (s. Neukirch [17], 1.2).
Der Normalteiler I von Z, fiir den Z/I die maximale pro-p-Faktorgruppe ist,

ist auch normal in F, | * %, und wir setzen

F(n+1,9)=(F,. ,* %)/
P=Z/I

Bezeichnen wir die Bilder der z; in F(n+1,%) mit x;, i=0,...,n, so besitzt F(n
+1,%) also die Erzeugenden o, 1, X,, ..., X, und ist dadurch definiert, daB3 ¢ und
7 die Relationen von ¥ erfiillen und der von x,, ..., x, erzeugte Normalteiler
eine pro-p-Gruppe ist.

F(n+1,%) ist ein freies Objekt in der Kategorie der semidirekten Produkte
von ¢ mit einer pro-p-Gruppe H, wobei die Morphismen die stetigen Homo-
morphismen f: H-¥—H'-% sind mit f(H)SH' und fl|,=id ([11], Satz 3.4).
Die Gruppe P ist eine freie Operatoren-pro-p-Gruppe mit freiem Erzeugenden-
system {x,,...,x,} und Operatorenbereich ¢ in der Terminologie von Koch
[12].

Die Gruppe X soll nun aus F(n+1,%) durch eine weitere Relation hervor-
gehen. Sei dazu f: ¥—Z) eine Liftung des Charakters o (nicht notwendig ein
Homomorphismus) und fiir eine Primzahl ¢ jeweils 7, das Element aus Z mit
n,Z=12Z, Weiter sei fir x,yeF(n+1,%) und pe¥ [x,y]=xyx~ 'y '=y"y~!
der Kommutator,

n

(x, p)=(x, p)y=(xPD pxF® p.. xF®r™D p)p=1
und Tp
{x,p}={x,p},=(xFDp2xf W) p?  xPEr"D p2yp=1

(dies ist wohldefiniert, da p—1 in Z, invertierbar ist).
Die Invarianten mogen der folgenden Bedingung geniigen:
(+) Fiir ungerades n ist auch f, ungerade sowie

=
a(t) 2 =—1modp.

(Fiir eine Demuskinformation ist (+) fast immer erfiillt; die Spezialfdlle be-
trachten wir in 5.2))
Dann definieren wir

X=X(%,n,s B)=F(n+1,9/r),

wobei (r) der von dem folgenden Element r erzeugte (abgeschlossene) Normal-
teiler ist:
r=x5°(xq, ) xP[x,x,][x5,%4]...[X,_;,X,] fir gerades n,

r=x5%(x0, 0@ 'xP[x1,y,1[x5,x3]...[x,_1,X,]  fiir ungerades n,

mit pt1

+1 a b 2
yo=xF (xR {x,, 1571}, 0,757
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wobei a,,beZ so gewihlt sind, daB gilt
—a(etymod pe(F))* und —a(o1?)mod p¢(F,)>.
Hier ist zur Abkiirzung 7,=1" und o, =¢™ gesetzt, und x*** steht fiir x°x”".

Bemerkung. Da wegen (+) a(tymodp ein Nicht-Quadrat in IF ist, gibt es
immer Zahlen a,b mit den gewiinschten Eigenschaften. Moglich ist z.B.

a=0, b=1 fir —a(a)modpE(IF,,x)Z,
a=1, b=0 fir —a(o)mod p¢(E;)?

oder auch
ezl ptl )’
a=F=-, b= 5 fiir a(o)mod pe(IF,)?,
a=2EL 5Pl i o) mod pedEr)?
A P#(F; )%,

falls man fiir a(o)=1(p) nicht die Fille p=1(4) und p=1(4) unterscheiden
moéchte.
Wir werden in §2 und §4 beweisen:

Theorem 1. X =X (9, n,s, f) ist eine Demuskinformation iiber 4 vom Grad n, mit
Torsion p* und Charakter «.

1.3. Hieraus ergibt sich nun cine Beschreibung der absoluten Galoisgruppe
eines p-adischen Zahlkdrpers durch Erzeugende und Relationen; etwas allge-
meiner betrachten wir die Galoisgruppe einer p-abgeschlossenen Erweiterung,
d.i. eine Erweiterung, die keiner p-Erweiterung mehr fihig ist.

Theorem 2. Es sei k ein p-adischer Zahlkérper vom Grad n iiber Q,, p%2, q=p’
die Mdchtigkeit des Restklassenkdrpers von k, L eine p-abgeschlossene Erweite-
rung von k, T die maximale zahm-verzweigte Erweiterung von k in L, p, die
Gruppe der Einheitswurzeln von p-Potenz-Ordnung in T, p*=(u:1)>1 und a: 4
=Gypu—(Z/p")* der Charakter mit (P=0"% fir alle pe9, B: Y—1Z, eine Lift-
ung von a~' (als Abbildung), 0,1 seien Erzeugende von % mit ¢to ' =1% Dann
gibt es eine Isomorphie pro-endlicher Gruppen

GL|ng(x07 "‘7xn; g)/(r)s
wobei r wie in 1.2 mit den obigen o,7 und  gebildet wird.

Beweis von Theorem 2. Die Gruppe G, ist eine DemuSkinformation iiber ¢
vom Rang n, der Torsion p* und Charakter «~!, wobei die Bedingung (+) fiir
n, fo und o~ erfiillt ist (s. Koch [14]).

Nach Theorem 1 trifft dies auch auf die Gruppe F(x,, ...,x,; 9)/Ar) zu. Zwei
Demuskinformationen iiber ¥ mit gleichen Invarianten sind aber isomorph (s.
[14] oder [19] fiir einen vollstindigen Beweis).
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1.4. Beispiele und Anwendungen:

a) Ist L=k der algebraische AbschluB von k, so ist oto~!=17 die einzige
Relation von ¢, und man erhilt die in der Einleitung angegebene Beschrei-
bung der absoluten Galoisgruppe G, von k mit in wesentlichen zwei Relatio-
nen, indem man f(o)=g ! und B(z)=h? ! ~* setzt.

Fiir den Korper k=Q, kann man durch geeignete Wahl von ¢ ohne

. -1 +1
Einschrinkung g=1 annehmen und dann a=F"" und p=L"2 setzen. Daher

1

besitzt Gy, vier Erzeugende o, 1, x,, X, mit den definierenden Relationen

6P
=1 p+1 p—1  p=1 p+1

. p-1 pl
x((f):(Xoff)xf[xpx;g+ {x1’13+1}02r2 2 {{x1’fg+1}a62722 }azrzz o2 1

Fir den Korper k=Q,((,), {, eine primitive p-te Einheitswurzel, kann B(p)=1
fir alle pe? und damit (x,, 1)=(x,1)™ gesetzt werden. Dann besitzt G, p+2
Erzeugende 0,1, x,,...,x,_; mit den definierenden Relationen

Xg =(x01:)"l’x{’[x1,x2]...[xp*2,xpﬁlj.

(Es kommt natiirlich jeweils wieder als Bedingung hinzu, dal3 der von den x;,
erzeugte Normalteiler V eine pro-p-Gruppe ist, d.h,, daB x™ =x fir alle xeV
gilt.)

b) Ist L die maximale Erweiterung von k ohne zahme Verzweigung, so ist
% >7 mit erzeugendem Element ¢, und man erhilt G, indem man G, durch
den von 1 erzeugten Normalteiler dividiert. Enthdlt L eine primitive p-te
Einheitswurzel, so kann man pg(<)=1 fiir alle i setzen, wodurch sich
(x4, 1) =x,mod(r) ergibt. Weiter ist n notwendig gerade, da p—1 =e(Qp(Cp)/Qp)
den Verzweigungsindex e(k/Q,)=e(k({,))/Q,) teilt. Man erhilt also mit B(c)
=g~! die Relation

x5 =x8xP[x,,x,]...[%x,_1,%,]

(vgl. Koch [12], Satz 2).

Im anderen Fall gilt nach [12], Satz 1 oder [11], Satz 3.6a)

Gru=F(xy,..,x,; 2).

¢) Ist n ungerade und L2k({,) eine p-abgeschlossene Erweiterung von k derart,
daB der Verzweigungsindex von T/k({,) ungerade ist, so kann in der Relation r
der Ausdruck y, durch x| ersetzt werden, wie in 5.2 gezeigt werden wird. Ist
speziell Q({,), die maximale Erweiterung von Q,({,) mit ungeradem Verzwei-
gungsindex, so erhdlt man fiir die Galoisgruppe Gop(cp)u/% Erzeugende g, 7, X,
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x, mit den Relationen

otol=1P, mP-D=|
Tp

xG=(xh et P )P ey, xE]
(man wibhle ein ¢ mit af{c)=1).
d) Ist n gerade und a(r)=1 (z.B. fiir { ek), so kann man G, durch n+2
Erzeugende o, z,x,, ..., x, und die folgenden Bedingungen beschreiben:
A") Der von z"7,x,, ..., X, erzeugte Normalteiler ist eine pro-p-Gruppe.
B) Mit w=z""z"8xI"[x,x,]...[x,_;, x,] gilt w=wi

Beweis. Fiir h=1 ergibt sich die Relation

(i) x§=(xo0)™exP" [xy,%,]...[x, 1, %,].
Setzt man z=x,7, so folgt aus 1~ ?=1"¢ die Bezichung (z71x,)"" =(z"1x,)*
und mit (i) erhalten wir w’=w?. Umgekehrt ergibt sich mit t=w~°"" und x,
=zt '=zw’ ' sofort die Relation (i) und aus w’=w? die Relation B: 1"=w"!
=w~9 '=14, Es ist klar, daB die Bedingungen 4 und A’ sich entsprechen.

e) Die explizite Angabe der Relationen im Theorem 2 erlaubt es uns, die
Frage von Jarden und Ritter (s. ,Normal automorphisms of absolute galois
groups of p-adic fields”, Duke Math. J. 47, 47-56 (1980)) nach der Vollstindig-
keit der absoluten Galoisgruppe von Q, fiir p#+2 negativ zu beantworten. Wie
zu vermuten war, besitzt die Gruppe G, dullere Automorphismen. Den Exis-
tenznachweis stellen wir an das Ende dieser Arbeit, da wir dazu einzelne
Tatsachen aus dem Beweis von Theorem 1 benutzen.

§ 2. Beweisanfang von Theorem 1 und Beweis fiir gerades n

2.1. Das Element m,eZ kann folgendermaBen definiert werden. Ist
{P1,P5,P3,...} die Menge aller von ¢ verschiedenen Primzahlen aus Z und
wihlen wir fiir jedes melN zwei g, b, €Z mit

l=a,-{"+b, ptps...0n
so konnen wir setzen

4,=lim a,/"cZ,

n,= lim b, p"...preZ.

m-— oo

Es gilt 4,4+ n,=1, 42=4,, n;=mn, und 4,m1,=0; wir setzen im folgenden =
=mn,. Die oben definierte Gruppe P ist gerade der von x,,...,x, erzeugte
Normalteiler; damit gilt

T

_ “Blo)~!
r=(xy, Y@ '=(xr-t)r-!

=1"® '=1modP,
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da die Ordnung von 7 prim zu p ist. Der von r erzeugte Normalteiler N =(r)
liegt also in P, und wir erhalten mit V =P/N das kommutative Diagramm

24___»—~

n+1,9)— b —1

g ——1

et [y
—_—— e MY e P e————

mit exakten Spalten und Zeilen.
Sei # ein offener Normalteiler von ¥, der in Kera liegt, U=U, das
Urbild von & in F(n+1,%), X, das Urbild von 2 in X und G=%/%¢.

2.2. Setzen wir x=x[P,U] fiir xeP, so ist P/[P,U] ein freier Z,[G]-Modul
mit Basis X,,...,X,. Dies wurde in [11] bewiesen und folgt aus dem Unter-
gruppensatz fiir freie Produkte [2], der fiir das Urbild U’ von # in F, %%
die Isomorphie

U'~( *RF,{’“)*%, R Restsystem fiir 4/,
pe
liefert, woraus sich zusammen mit der exakten Sequenz
0->HY#,Q,/Z,)—>HU,Q,/Z)—~H (Z,Q,/Z)"—0

wegen H'(Z,Q,/Z,)"=H'(P,Q,/Z,)"=Hom(P/[P,U],Q,/Z,) dic Behauptung
ergibt.

2.3. Sei e die Ordnung von T=1# €G, dann gilt
(X0, T) = (xBM b @7 xBEP ™ gyrip—t
=(xl(§oxl(f)1rxl(f)zt2_._xl(1)e(p~1)-1!9“”“"Te(pfl))n/e(p—l)
mit §;=p(z*”) fiir den Représentanten {j) zwischen 0 und p—2 von jmod (p

—1). Da t°eU und 1" =1 ist, fiir ye P aber y" =y, ergibt sich

(X0, ) =(X0* V1= x4 mod([P, U]

mit
1 e—1 1 e(p—1)-1
l = ‘L‘lﬁ, ﬂ’:——— Z
H ’ i
eSo Yop-1 j=0
j=imode
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Wegen a(t¢)=1=a(t? ") ist dabei B eine Liftung von a(t’)=a(1)’. Weiter folgt
r=x5°x8@ "Ax xP mod[ P, U].

2.4. Aus der Spektralsequenz fiir V=P/N erhalten wir durch Bildung der
Fixmoduln unter U die exakte Sequenz

0-H'(V,Q,/Z,)’'—>H'(P,Q,/Z,)'—~H'(N,Q,/Z)"
und dual dazu die exakte Sequenz von Z,[G]-Moduln
N/[N, U5 P/[P, U1 V][V, X ,]—0.

Da N als Normalteiler von r erzeugt wird, wird N/[N, U] als Z ,[G]-Modul
von r[N, U] erzeugt. Wir erhalten daher mit 2.2 und 2.3 einen Z,[G]-Homo-
morphismus

¢: Z,[G]%N/[N, U)%P/[P,U]= @z [G]x,

mit ¢'(1)=r[N,U] und daher ¢(1)=%,°"#@ '""4x.5"" Die Ergebnisse aus
(117, §2 zeigen nun, daB3 ¢ injektiv und damlt @' ein Isomorphlsmus ist und daB
Coker ¢ =Cokery=V/[V, X ,] ein kohomologisch trivialer Z,[G]-Modul ist,
mit zyklischem Torsionsmodul der Ordnung p?, auf dem G mit dem Charakter
a~! operiert.

2.5. Die Injektivitdt von ¥ impliziert die Exaktheit der dualen Sequenz
0—H'(V,Q,/Z,)" ~H'(P,Q,/Z,)" —*~ H'(N,Q,/Z,)" -0

Nach Bildung des induktiven Limes iiber alle # erhalten wir die Surjektivitdt
von ¥ in der Spektralsequenz

0~H'(V,Q,/Z,)~H'(P,Q,/Z,)—"> H'(N,Q,/Z,]"
~HX(V,Q,/Z,)~H*P,Q,/Z,).

Andererseits gilt cd (P)=cd,(Z)<cd(F,, *¥9)=max{cd (F,,,), cd,(¥9)} =1, al-
so H*(P,Q,/Z )=0. Es folgt

H(V,Q,/Z,)=0.
Dies eingesetzt in die Spektralsequenz
H'(#, HI(V,Q,/Z )=H" /(X 4, Q,/Z,)
liefert wegen cd (#)=1
H*(X 4, Q,/Z,)=H' (A, H'(V,Q,/Z,)=0,
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da nach 2.4 fiir alle Normalteiler #'<3# von % die Gruppe H'(V,Q,/Z )"
kohomologisch trivial unter ¥/#" also auch unter #/#" ist.

2.6. Wegen cd (#)=1 ist die Sequenz
0> H'(H, Q,/Z,)+ H' (X o, Q/Z,) > H' (V, Q,/Z )" >0
exakt und dual dazu die Sequenz von Z ,[G]-Moduln
0= V/LV, X 4 ]- Xip— A" >0,
wobei #°= 4 als abelsche Gruppe isomorph zu Z, ist. Daraus folgt mit 2.4
Tor X3 =Tor(V/[V, X , ) =Z/p*(a~ ),

wobei Z/p* (2~ ') den ¥-Modul bezeichnet, auf dem % mit o' operiert und der
als abelsche Gruppe isomorph zu Z/p* ist. Weiter zerfillt die angegebene
Sequenz wegen der kohomologischen Trivialitdat von V/[V, X ], d.h. es gilt

RBxACDVIIV, X ]

2.7. Mit 2.5 erhalten wir fiir ieIN die exakte Sequenz
H' (X, Q,/Z,) "> H (X, Q,/Z,)~H*(X ., Z/p'Z) -0,

die die Z ,[G]-Isomorphie
HYX 0, Z/p'Z)* = , Tor X%

liefert, wobei * des Pontrjagindual bedeutet und M ={xeM| p'x =0} fiir einen
Z ,[G]-Modul M gesetzt ist. Mit 2.6 ergibt sich insbesondere

dimH*(X ,,IF )=1,
H*(X 4, Z/p*)=Z[p*(0).
2.8. Es bleiben die Aussagen iiber das Cupprodukt
H' (X, JF ) x H'(X . IF,) S H*(X ., IF,)

nachzuweisen. Dazu definieren wir die absteigende p-Zentralreihe einer pro-
endlichen Gruppe Y durch

Yo=Y, Yi=(Y'-YP[Y'-L Y] firixl

Lemma 1. Sei D eine pro-p-Gruppe mit dim H'(D,IF,)=m, dim H*(D,IF )=1 und
{0(s--s P} €in minimales Erzeugendensystem von D. Gilt in D die Relation

[1p% [T Lpy. p1%=1mod D?

i<j

mit a;, a; €Z,, wobei mindestens ein a; oder a;; nicht durch p teilbar ist, so gibt es
ein Erzeugendes ¢ von H*(D,IF)) derart, daf fir die beziiglich {p,,...,pn}
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gebildete Dualbasis {y,,...,%,} von H'D,IF,) beim Cupprodukt H'(D,TF )
x H'(D,IF )~ H*(D,IF,) gilt:

LY r=—a;8  fur i<j.

Beweis. Mit einer freien pro-p-Gruppe F mit m Erzeugenden y,,...,y, erhilt
man eine minimale Darstellung

1-R—->F-D-1
Y,

von D. Fiir das Element

v=[Ty¢" [] v,y 1"eF?

i<j

gilt nach Voraussetzung veRF?\F?, also v=rf mit feF? und reR\R?[R,F].
Bezeichnet 7 das duale Basiselement von Hom(R/R?[R,F],IF,))=H'(R,IF )"
und ¢ das Bild von 7 unter der Transgression

H'(R,JF ) —%— H*(D,IF,),

die wegen der Minimalitdt der Darstellung ein Isomorphismus ist, so folgt die
Behauptung mit einem Satz von Serre (s. [13], 7.23).

Bezeichnen wir mit Z das Bild von zeU unter der Projektion
U—»X’f,
so erhalten wir aus 2.3 wegen [V, X ,] <= X}, die Kongruenz
(1) %= (X ) =% PO mod X .

Ist I das von p* und 1°—1 erzeugte abgeschlossene, zweiseitige Ideal von
Z,[%], so gilt aufgrund der Relation 616”1 =17 und der Beziehung a(t%)=1
=a(t? ")

(2) cip=Aiyomodl und ti,=p(1)"'1, modl
Aus (1) folgt damit

(3 % =%59"mod XL,

4) r=%, modXl

und hieraus wiederum

) %2 =58 mod XL,.

Daher ist fiir alle a,beZ, und p,p’e¥%

(6) [xer, %27 =1 mod X2.
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Als Konsequenz dieser Vertauschungsrelation und der Gleichheit 7°=1 ergibt
eine analoge Rechnung wie in 2.3

(7 (X7 7)=%4* mod X2,

insbesondere ist der rechte Ausdruck wohldefiniert.

Ist f die Ordnung von ¢ modulo dem von &# und t erzeugten Normaltei-
ler, also ¢/ =1 mod # fiir ein u=0, so ist a(c’ T~*)=1 und mit K”——:fil ¢ Blo?)
gilt im Gruppenring Z [%4] -

K hae(Ayp B(0) ™! —0) =k ((0) " —0) Ly =(1 — 0’ a(0}) 2 () ™"

=(1—d/t7 e/t Ay (o) ' =(1 -0/ 17 Ay a(0) " mod .
Weiter ist fiir veZ [%] wegen (3) und (5)
Y =%"mod X2

mit einem a€Z .
Aus dem oben Gezeigten erhalten wir wegen 1°=1 die Kongruenz

((iaa(fo\,i.)ﬁ(a)*1)elx)xx5i6fl”(l,;fﬁ(a)‘1~a)e
E(i&#)(l —afr ®a(o) " le ig’a
S~ 1 oms ~
=[X¢r, 6/ 17107 3P mod X2

mit aeZ,, wobei nach (4) im Kommutator %4# durch %, ersetzt werden kann.
Durch Anwenden von el auf die Relation r folgt also fiir gerades n

— gPSa Pk ige [ f/\;/“ ea(a) !
(8) 1=X5° %7 [Xg,0777"]

'([iniz] [fnfl,in])“”‘”emod)?}.

Aus 24 und 2.6 ergibt sich mit (3) und (5) leicht, daB die Elemente
W, X, X0, i=1,...,n, pe¥ aus einem Restsystem fiir ¥/, ein minimales
Erzeugendensystem von X ,, bilden; sei ¥,, %, 0% i=1,...,n, peG, die entspre-
chende Dualbasis von Hl()?f,IFp). Dak,lze= ) olp)p mod pZ ,[G] ist, folgt
aus (8) mit Lemma 1 peG

pXiUpXu,l:““(P)é, i=1737"'9n_1’ peG
KoV,  =—ao)7 e,

alle anderen Cupprodukte zwischen den Basiselementen sind Null, sofern sie
nicht aus den obigen durch Vertauschung entstehen (¢ ein erzeugendes Ele-
ment von H*(X ».IF,)). Dies zeigt, daB das Cupprodukt fur X, eine nicht-
ausgeartete Bilinearform darstellt, wobei der von y,,...,x, aufgespannte freie
IF,[G]-Modul einerseits isomorph zu H 1(,%,F,IFF)l/H 1(:/f,IFp) und andererseits
die direkte Summe der beiden total isotropen G-Moduln

B1 =<X1’X3v "'>Xn~1>IFp[G];IFP[G]E
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und
B2:<X27X47..‘7Xn >IFI,[G]gIFp[G]E
ist. Damit ist fiir gerades n alles bewiesen.

29. Es ist §,=% mod X, fiir ein 0€lF [G] (s. §4). Daher ergibt sich fiir
ungerades n die Kongruenz

1__xps xpsk.;fl]fe [x O’f ]ezx(a) 1 [X ~6]K”1#8

©)

([%,, %3] .. [, ;. %, ]y **°mod X2,
Wiederum mit Lemma 1 erhalten wir die orthogonale Zerlegung

HI(X#,]F,J) =Y gs XoY —L<X1>IFP[G] L(C,®C))

n—1

Ci =2 Aa -."Xn—l>]Fp[G];IFp[G:]T

n—1

Co=Us>Xas > Y >nrp[<;]—IF [G] 2

total-isotrope Riume sind, wihrend C,@C, nicht-ausgeartet beziiglich der
Bilinearform ist. Wir haben daher noch zu zeigen, daB die Form auf C,
={ /{1>1F,,[G]—IF [G] ebenfalls nicht-ausgeartet und hyperbolisch ist. Dazu wer-
den wir im folgenden symplektische Moduln iiber dem Gruppenring IF,[G]
etwas eingehender untersuchen.
Die G-Invarianz

wobel

und

prupy =up)(xvr)

des Cupprodukts 146t sich auch noch so deuten, daB mit der durch

(10) (X c,0*=2 c,ap)p~!

peG peG
aufdem GruppenringIF,[G] gegebenen Anti-Involution *
(apuy =xula*y), aelF[G],

gilt. Diese Situation betrachten wir nun allgemeiner.

§ 3. Symplektische Formen auf Gruppenringen

Sei R ein kommutativer Ring (mit Eins) und A eine assoziative R-Algebra (mit
Eins) mit einer Anti-Involution *, d.h., einem R-linearen Endomorphismus *
von A mit (a¢*)* =a und (ab)* =b*a* fir a,beA.

Eine R-Bilinearform

¢: Mx M—R
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auf einem A-(Links-)Modul M heiBit invariant (bzgl. *), wenn fiir alle x, ye M,
acA

dlax, y)=d(x,a*y)

gilt. Die invarianten R-Bilinearformen entsprechen umkehrbar eindeutig den
A-Homomorphismen

$: M—Homg(M,R)

vermége P(x)(y)=¢(x,y), wobei die A-Modul-Struktur auf Homg(M, R) durch
(af)(x)=f(a*x) fir xeM, acA gegeben ist, und ¢ heiBt links nicht-ausgeartet,
wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

Eine symmetrische oder antisymmetrische invariante, nicht-ausgeartete R-
Bilinearform nennen wir im folgenden kurz eine Form; eine antisymmetrische
Form nennen wir auch symplektisch (und M dann einen symplektischen A-
Modul). Eine Form heiBit hyperbolisch, wenn M in die direkte Summe zweier
total-isotroper Untermoduln zerfillt. Die Bedeutung dieses Begriffes liegt darin,
dal} alle hyperbolischen symplektischen Formen auf M &dquivalent sind (s. [6]),
wobei wie liblich zwei Formen ¢ und ¢’ 4quivalent heilen, wenn es einen A4-
Isomorphismus f: MM gibt mit ¢(x, y)=@'(f(x), f () fiir alle x, ye M.

Lemma 2. Ein A-Modul M besitzt genau dann eine hyperbolische symplektische
Form, wenn er R-reflexiv ist (dh, die kanonische  Abbildung
M —-Hom(Hom(M, R), R) ein Isomorphismus ist) und in die direkte Summe zwei-
er A-Moduln B und C mit C=Hom(B, R) zerfdllt.

Beweis. Die R-Reflexivitdt eines symplektischen Moduls (M, ¢) folgt aus der
Bijektivitit von ¢; ist M dariiber hinaus direkte Summe der total isotropen
Moduln B und C, so folgt leicht Hom(B,R)=~ C*=C. Umgekehrt wird auf
M ~B®Hom(B, R) durch

db+L0+f)=f(b)—f'(b)

eine hyperbolische Form definiert, wobei die Nicht-Ausgeartetheit aus der R-
Reflexivitdt des direkten Summanden B folgt.

Ein unzerlegbarer A-Modul M heifle vom Typ I wenn auf ihm eine
symplektische Form existiert, und sonst vom Typ IL

Lemma 3. Sei A eine artinsch-noethersche R-Algebra, M ein endlich erzeugter,
R-reflexiver A-Modul und

M=( @ DMe( @  Epe( @ FY

D, vom Typ I E; vom Typll Fi. vom Typ Il
Ej=Hom(Ej, R) Fx ¥ Hom(Fy, R)
eine Zerlegung von M in unzerlegbare, paarweise nicht-isomorphe A-Moduln.

a) M besitzt eine hyperbolische symplektische Form genau dann, wenn alle m,
und n; gerade sind und M=Hom(M,R) gilt (hier wie iiberall ist eine A-
Isomorphie gemeint ).
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b) Sind alle n; gerade und gilt M =Hom(M, R), so besitzt M eine symplekti-
sche Form.

¢) Ist 2 eine Einheit in A, so gilt auch die Umkehrung von b).

Beweis. Da die Bildung der R-Duale die Klassen der D; und der E; respektiert,
folgt aus der Existenz einer hyperbolischen Form mit Lemma 2, daB die m,
und n; gerade sein miissen (man zerlege das B aus Lemma 2). Weil mit M auch
alle direkten Summanden R-reflexiv sind, respektiert die R-Dual-Bildung auch
die Klasse der F,; insbesondere kann man bei einer Isomorphie
M =~Hom(M,R) die k in Paare (k, k') mit F,~Hom(F,, R) und r,=n, einteilen.
Lemma 2 zeigt daher, daB fir M ~Hom(M, R) (bzw. gerade n;, bzw. gerade m,)
eine hyperbolische symplektische Form auf @F”‘ (bzw. @E"f bzw. @D"‘

existiert. Hieraus folgen a} und b); c) folgt aus der Tatsache daB bei Invertler-
barkeit der 2 jeder symplektische Modul orthogonale Summe von unzerlegba-
ren symplektischen Moduln ist, die als A-Moduln entweder unzerlegbar (und
also vom Typ I) oder direkte Summe zweier total-isotroper, unzerlegbarer A-
Moduln (also insbesondere hyperbolisch) sind (vgl. [8]) (fiir halbeinfaches A4 ist
dieses offensichtlich; in Lemma 5 und allem folgenden wird ¢) nur fiir halbein-
faches 4 benutzt).

Corollar. Ist n ungerade, so existiert auf M genau dann eine hyperbolische
symplektische Struktur, wenn auf M" eine solche existiert. Ist 2 eine Einheit in A,
so gibt es auf M auch genau dann eine symplektische Struktur, wenn es auf M"
eine solche gibt.

Der Fall, der uns interessiert, ist 4 =R[G] fiir eine endliche Gruppe G,
wobei R ein kommutativer, artinsch-noetherischer Ring ist und die Anti-
Involution * auf A durch einen Charakter o: G—R* gegeben wird, vermoge

(1) (Y =Y c,alp)p".

peG peG

Weiter betrachten wir M =4 als Linksmodul. Dieser besitzt eine ausgezeichne-
te symmetrische Form ¢, definiert durch ¢(x,y)=7/(xy*) mit ¢: A—>R,

(Y e,p)=cy.
peG
Fiir ein Element de A mit d* = —d (bzw. d* =d) ist durch
(12) Dulx, )= (xdy*)

eine antisymmetrische (bzw. symmetrische), invariante R-Bilinearform auf M
=A definiert. Andererseits ist leicht zu sehen, daB jede solche R-Bilinearform
¢ von der Gestalt ¢, ist fiir ein d mit den obigen Eigenschaften. Dabei ist ¢,
genau dann nicht-ausgeartet, wenn d eine Einheit ist; ferner sind zwei Formen
¢, und ¢, genau dann dquivalent, wenn d’'=udu* mit einer Einheit ueA4 ist.

Lemma 4. Die Form ¢, ist genau dann hyperbolisch, wenn es ein Idempotentes
ecA gibt mit ed+de*=d.

Beweis. Der Modul Ae ist genau dann total-isotrop, wenn

¢d('xes ye):/(xed e*y*):o
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fir alle x,yeA ist, also wenn ede*=0 gilt. Eine Zerlegung M =B®C=A4e
+A(1 —e) mit einem Idempotenten e ist also genau dann hyperbolisch, wenn
ede* =0=(1—e)d(1—e*) ist. Das ist aber dquivalent zur Gleichung ed+de*
=d.

Dies motiviert die folgende

Definition. Sei A eine R-Algebra mit Anti-Involution *. Ein Element de A heifit
symmetrisch (bzw. antisymmetrisch), wenn d* =d (bzw. d* = —d) ist, und hyper-
bolisch, wenn ed+de*=d fiir ein Idempotentes e gilt. Zwei Elemente d,d'€A
heiflen dquivalent, wenn d' =udu* fiir eine Einheit ucA ist.

Lemma 5. Sei G, eine 2-Sylowgruppe von G, dann besitzt R[G] als R[G]-Modul
genau dann eine hyperbolische symplektische Struktur, wenn R[G,] als R[G,]-
Modul eine solche besitzt. (Die Involution auf R[G,] sei durch die Einschrin-
kung von * bzw. o gewonnen.) Ist 2 eine Einheit in R, so gilt die entsprechende
Aussage auch fir symplektische Strukturen.

Beweis. Existiert eine (hyperbolische) antisymmetrische Einheit in R[G,], so
liefert diese auch eine (hyperbolische) symplektische Form auf R[G]. Die
umgekehrte Richtung folgt aus dem Corollar zu Lemma 3, da
R[G]=R[G,]%%) als R[G,]-Modul und (G: G,) ungerade ist.

Lemma 6. Sei G eine endliche Gruppe, G, eine 2-Sylowgruppe von G und R=F
ein Korper der Charakteristik ungleich 2. Weiter sei o: G—F* ein Charakter
und * die Anti-Involution gemaf (11).

a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1) Auf F[G] existiert eine symplektische Form beziiglich *.

il) Auf F[G%] existiert eine symplektische Form beziiglich *

iii) Es gibt ein Element 1+ peG?, das die gleiche Ordnung hat wie sein Bild
a(p) unter o.

b) Auf F[G] gibt es genau dann eine hyperbolische symplektische Form
beziiglich *, wenn es eine symplektische gibt und in der Zerlegung von F[G,] in
einfache Algebren A; kein A; ein (nicht-kommutativer ) Schiefkdrper ist. (Dies ist
insbesondere erfiillt, wenn F endlich oder algebraisch abgeschlossen oder wenn G,
abelsch ist.)

Beweis. Wegen Lemma 5 ist ohne Einschrinkung G=G,, also G eine 2-
Gruppe.

a) Der SchluBl von i) nach ii) ist dann einfach (das Bild einer antisymmetri-
schen Einheit ist wieder eine solche).

Gilt ii) fiir G,=G und ist F ein algebraischer AbschluB von F, so existiert
auch auf F[G®**] eine symplektische Form (bzgl. der induzierten Anti-Involu-
tion *). Zerlegt man diesen Gruppenring mit Hilfe der Idempotenten e,

=(G®: )= Y x(p)~'p zu den Charakteren y: G**—>F"

peGab

F[G*]=@Fe,,
X
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so sieht man, daB es kein y mit y?=a geben kann, wobei a als Charakter in
F* aufgefaBt ist. Denn fiir ein solches y wiirde * trivial auf Fe operieren, in
welchem Falle keine Einheit de F[G*] mit d* = —d existieren konnte

Hieraus folgt iii); stellt man ndmlich G*® als Produkt von zyklischen Grup-
pen {p;> dar und wire fiir jedes p, die Ordnung von p; echt grofer als die von
a(p,), so erhielte man, indem man fiir jedes i ein B, F* mit B7 =wa(p,) auswihlte,
einen wohldefinierten Charakter y: G®®*~F™ mit y(p,)=f,, also mit y>=u.

Aus iii) folgt, daB F[G*] eine hyperbolische symplektische Form besitzt.

Ist ndmlich 1#+peG*® mit m=0rd p=Ord a(p), so gilt a(p)2= —1 und daher
fiir d=p2
d*=1,d*= ~d,

d ist also eine hyperbolische antisymmetrische Einheit aus F{G*] (fir e=1(1
+d) gilt e2=¢ und ed+de*=d).

Zerlegt man nun den halbeinfachen Gruppenring F[G] in isotypische
Komponenten bzw. die dazugehorigen einfachen Algebren A4,, dic Matrizenrin-
ge M, (F) der Ordnung n; liber Schiefkdrpern F; sind, so teilen die n; die
Gruppenordnung von G, sind also 2-Potenzen. (Dies ist fiir Charakteristik Null
wohlbekannt und folgt fiir Char F =2 allgemein daraus, daB sich jede irredu-
zible Darstellung zu einer in Charakteristik Null liften 14Bt.) Insbesondere
treten die irreduziblen Moduln, die zu Algebren A; mit n,=1 gehoren, mit
gerader Vielfachheit in F[G] auf. Auf M, = @ A, existiert daher nach Lemma

n,*1

3 eine hyperbolische symplektische Form (die Isomorphie M, >Hom(M,,F)
folgt sofort aus der Isomorphie F{Gl~Hom(F[G], F), die man z.B. aus der
Existenz der kanonischen symmetrischen Form ¢ erhilt). Die direkte Summe
M, der kommutativen A, ist isomorph zum F[G]-Modul F[G**] (dies folgt
z.B. leicht durch Tensorieren mit F aus der klassischen Darstellungstheorie).
Die nicht-kommutativen A, mit n;=1 sind schlieBlich irreduzible Moduln vom
Typ I (s. [16], 2.5) und treten in F[G] mit Vielfachheit 1 auf.

Gilt nun iii), so besitzt M, eine hyperbolische symplektische Form und
daher F[G] auf jeden Fall eine symplektische Form.

b) Gilt iii) und gibt es keine nicht-kommutativen A; mit n,=1, so besitzt
F[G]=M,®M, sogar eine hyperbolische symplektische Form. Umgekehrt
folgt aus der Existenz einer hyperbolischen Form mit Lemma 3, daB keine
solchen A; auftreten diirfen. q.e.d.

Bemerkung. Fiir Char F=2 ist die kanonische symmetrische Form auch anti-
symmetrisch, es existiert aber keine hyperbolische Form auf F[G], da F[G,]
unzerlegbar ist.

Das folgende Lemma ist niitzlich zur Konstruktion von hyperbolischen
antisymmetrischen Einheiten auf halbeinfachen Gruppenringen. Um dem Be-
weis von Theorem 1 fiir ungerades n zu folgen, bendtigt man nur den ersten
Teil von a).

Lemma 7. Sei A=M,(F) der Ring der (nxn)-Matrizen iiber einem endlichen
Kdirper F von ungerader Charakteristik p und * eine IF -lineare Anti-Involution
auf A.
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a) Operiert * nicht-trivial auf dem Zentrum Z(A) von A, so gilt:

i) Alle antisymmetrischen Einheiten von A (bzw. Formen auf A) sind dquiva-
lent. Dasselbe gilt fiir die symmetrischen Einheiten/Formen.

ii) Die Einheiten/Formen sind genau dann hyperbolisch, wenn n gerade ist.

b) Operiert * trivial auf Z(A4), so gilt:

1) Zwei symmetrische oder zwei antisymmetrische Einheiten sind genau dann
dquivalent, wenn sich ihre Determinanten nur um ein Quadrat aus F* unterschei-
den.

Ist n ungerade, so gibt es zwei Aquivalenzklassen von symmetrischen
Einheiten/Formen und keine antisymmetrische Einheit/Form.

Ist n gerade, so gibt es entweder zwei Aquivalenzklassen von symmetrischen
Einheiten/Formen, und alle antisymmetrischen sind dquivalent, oder es gibt zwei
Aquivalenzklassen von antisymmetrischen Einheiten/Formen, und alle symmetri-
schen sind dquivalent.

il) Fiir gerades n ist im ersten Fall jede antisymmetrische Einheit/Form
hyperbolisch; im zweiten Fall ist eine antisymmetrische Einheit d genau dann
hyperbolisch, wenn

detd=(—1)2 mod(F*)?
ist.

Beweis. Die eindeutige Beziehung zwischen symmetrischen (antisymmetrischen,
hyperbolischen) Einheiten und ebensolchen Formen auf 4 wird genau wie bei
den Gruppenringen durch eine Zuordnung

d—y, mit Y (x, y)=7(xdy*)
mittels einer Involutionsspur £: A—R (vgl. [3], 7) hergestellt; hier ist es
41 M, (F)-IF,, /(x)=spp, sP(X)

(sp bezeichnet die Matrixspur und spp die Spur von F/IF,).
Ist J der Automorphismus von F=Z(A), der durch * induziert wird, und *
die Anti-Involution auf A =M, (F) mit (a;)* =(a}), so gilt

a*=ba*th !

mit einer festen Einheit be A, fiir die b* = +b gilt (dies folgt aus dem Satz von
Skolem-Noether). Die Gleichheit d*=d (bzw. d* = —d, bzw. d'=udu*) ist dann
dquivalent mit +(db)* =db (bzw. +(db)* = —db, bzw. d'b=u(db)u™). Durch
Multiplikation mit b entsprechen sich also fiir b* =b symmetrische und anti-
symmetrische Einheiten beziiglich * und *, fiir b* = —b entsprechen sie sich in
umgekehrter Weise. Die (anti-)symmetrischen Einheiten beziiglich * entspre-
chen wiederum in klassischer Weise den beziiglich J (antihermiteschen F-
Bilinearformen auf dem Vektorraum V= F". Dabei bleibt jeweils der Begriff der
Aquivalenz erhalten.

Die Behauptungen a)i) und b)i) ergeben sich daher aus den folgenden
wohlbekannten Tatsachen (vgl. Bourbaki, Algébre, Kap. IX, §6, Ex. 3.4): Fiir J
+1 sind alle (anti-)hermiteschen Formen auf V &dquivalent. Fiir J=1 gibt es
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zwei Aquivalenzklassen von hermiteschen (=quadratischen) Formen auf ¥,
wobei zwei Formen dquivalent sind, wenn die Determinanten der zugehorigen
Matrizen kongruent mod(F*)? sind. Weiter gibt es fiir J=1 und ungerades n
keine antihermitesche Form, wihrend fiir gerades n alle antihermiteschen For-
men #quivalent sind; ihre Determinante ist ein Quadrat. Dabei ist fiir ungera-
des n notwendig b* =b; fiir gerades n entspricht der erste Fall b* =b und der
zweite b* = —b.

Es bleiben noch die Aussagen ii) iiber hyperbolische Formen zu zeigen.
Sind alle Formen &dquivalent, so ist nur zu untersuchen, wann iiberhaupt
hyperbolische Formen existieren. Ist M ein irreduzibler 4-Modul, so gilt aber
die A-Modul-Isomorphie 4= M", auBerdem gilt Hom(M,IF,)= M wegen der A-
Isomorphie Hom(4,IF,)=~ A (die z.B. aus der Existenz der kanonischen Form
Y, folgt). Aus Lemma 2 folgt daher, daB hyperbolische Formen genau dann
existieren, wenn n gerade ist. Dies zeigt a)ii) und den ersten Teil von b)ii).

Fiir gerades n, J=1 und b* = —b betrachte man

0 1 1 0
C°:(1 0)’ e°=(0 0)’

bzw. die Block-Diagonalmatrizen ¢, ee M ,(F), die aus g Blocken der Gestalt ¢,
bzw. e, bestehen. Fiir diese gilt c* =c, e?=e, ec+ce* =c und detc=(—1)2.
Daher ist d=cb~! eine hyperbolische antisymmetrische Einheit beziiglich *;
weiter gilt

detd=(—1)2 mod(F*)?,

da deth ein Quadrat in F* ist. Weil alle antisymmetrischen hyperbolischen
Einheiten bzw. Formen dquivalent sind, folgt hieraus die zweite Aussage unter
b)ii). q.e.d.

3.2. Wir betrachten nun speziell die endlichen Faktorgruppen der Gruppe ¥
aus 1.1. Fiir ein Element x einer (pro-)endlichen Gruppe bezeichne Ord,x den
2-Anteil der (supernatiirlichen) Ordnung Ord x von x.

Lemma 8. Sei G eine endliche Gruppe mit Erzeugenden o und t, die der Relation
ot t=10° fir eine ungerade Primzahl p und f,eN geniigen. Weiter sei o:
G—IF ein beliebiger Charakter und * die Anti-Involution auf 1F,[G] gemdif
(11). Dann existiert genau dann eine symplektische Form beziiglich * auf IF,[G]
(insbesondere auch eine hyperbolische symplektische Form), wenn eine der folgen-
den drei Bedingungen erfiillt ist:

i) Es gibt ein Element p,eG mit Ord, p,=0rd,a(p,)=*1.

i) Es ist f, ungerade, p=%1(4), und fiir t,=1"* und o,=0¢" gilt a(r,)=1,
a(o,)=—1 und 63 =13 fiir ein x€Z,.

p—1
iii) Es ist f, ungerade und a(t) 2 = —1.
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Beweis. Die Elemente o, und 7, erzeugen eine 2-Sylowgruppe G, von G und es
gilt 0,7,05 1 =18'° (vgl. die Def. von 7, in 2.1); insbesondere w1rd [G,,G,] von
rgf °=1 erzeugt. Nach Lemma 6 gibt es genau dann eine symplektische (und
dann auch eine hyperbolische) Form, wenn es ein peG3® gibt mit Ordp
=0rda(p)+ 1.

Ist dies der Fall, so gilt ohne Einschrinkung Ordp=2; es gibt also ein p
=1%0%€G, mit a(p)= —1 und
2 =T;(pf0b+ g2t =‘c(2"f°‘ 1)e

p

fur ein ceZ. Ist f, oder b gerade oder p=1(4), so ist p/**+1=2u mit ungera-
Jo _

dem ueN, und mit y-—-p cu~teZ, und p,=15"p gilt pi=1. Ist a(zy)=1,

so erfiillt p, die Bedilngungen unter i), wihrend fiir «(t})= —1 notwendig f,
-1
ungerade und «(r) 2 =-1 ist. Fiir p£1(4) und unger%des fo und b gilt
o

offenbar ¢2=12* mit einem xeZ. Fiir a(r,)= —1 ist a(r) 2 = —1, wihrend fiir
a{t,)=1 notwendig a(c,)=a(p)= —1 ist.

Bezeichnet p die Restklasse eines Elementes peG in G*, so folgt die
Umkehrung aus  den Unglfi_clhungen (I’)frgi_zloc (po)= (29(01 2 /13 0=0rd, p,

=0rd, a(p,) fiir i) und 2=0rda(r) 2 =Orda(r,) 2 =O0rd%, 2 <2 fiir iii).
Im Falle ii) ist [G,, G,]={t3) und daher OrdG,=2=O0rda(s,). q.e.d.

Bemerkung. Wenn G zerfallend ist (d.h., die Gruppenerweiterung
1-{t)—->G—>G/{t)—1 zerfillt), ordnet sich ii) der Bedingung i) unter. Dies
liefert eine wesentlich einfachere Version von Satz 8 in [15]. Da die Ordnun-
gen der Bilder unter o immer p—1 teilen, bleibt nur die Bedingung iii), falls die
2-Anteile der Ordnungen von {t) und G/{r) groBer sind als der 2-Anteil von
(p—1).

Lemma 9. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Lemma 8 gilt: Setzt

man fir ein peG, dessen Ordnung prim zu p ist,

Ordp

E(p)=E,(p)= Zﬁ‘w‘

Ordp

so sind fiir beliebige c,, c,, ¢, c,€lF) die folgenden Elemente aus IF,[G]
hyperbolische antisymmetrische Einheiten:
Im Fall):

d=ci(po—p%).
Im Fall ii):

d=c,(6,— %)+, (75— (t)*) E(o,).
Im Fall ii):

d=c,(t5" = (5" )¥)+cy(0, 75— (0, 1)) E(ET )

p+1 rp+1

+{cy(0,T5—(0,1)*) +ca(r, 22 — (1,2 ))]E(0, ) E(5™Y),
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falls a, b Elemente aus Z sind mit

—a(o,5)eF)%  —alo, )¢ (F,)"

Beweis. Wir beweisen nur 1) und iii); der Fall ii) ist dhnlich wie iii).
i) d ist bereits Einheit in IF,[<{p,>], da es hierin kein Nullteiler ist. Denn fiir
ein a€lF,[{p,>] mit da=0ist pfa=ua(p,)a, also

Ordpo
— ~0rd — —_
a=py"a=alp,) > a=-—a

Ordpo
und damit a=0. Weiter ist d hyperbolisch, denn fir e=3(1+p, 2 ) gilt e*=e¢
und ed +de*=d(e+e*)=d.
iii) Da ¢,1,0;'=15% ist und d in der von o, und t, erzeugten 2-Sylow-

gruppe G, liegt, ist ohne Einschrinkung G=G,, 6 =0, und 1=1,. Fiir peG ist
G:1)

dann E(p)= Y p*a(p)~, und es gelten die folgenden Tatsachen:

(Gl) i=1

(13) Es ist p? E(p)=ulp) E(p) bzw. (p— p*) E(p)=0, insbesondere sind die E(p)
Idempotente; auBerdem gilt E(p)* = E(p).

(14) Ist fiir ein zentrales Idempotentes E, das Idempotente (1 —E(p))E, zen-
tral, so ist (p —p*)(1 - E(p)) E, eine Einheit in IF,[G](1 ~E(p))E,; dies folgt aus
der Beziehung

)
(p—p )Ordp
o (4 pPa(p) T .+ pPOm 2 (p) O ) = 1 —E(p).

(15) Alle Idempotenten aus IF,[{t>] sind zentral in IF,[G], denn fir
xelF,[{1>] gilt ox0~ " =x4,

(16) Es gilt 7°~'E(t?*")=E(x**') und daher oto~'E(?P*)=1"°E(t?*")
=1?E(t**1"); denn p?—1 teilt p/o=' —1, weil f, ungerade ist.

(17) ¢?E(t**Y) und t? "1 E(z?* ") sind zentral, denn es ist

pa(p) ' [L+(1+p*a(p)™ )+ +p>a(p) '+ p*a(p)~?)

1621 VE(@? T W=11 " ¢? E(t** ) =62 E(z** )
und
Rl O'EIE(TPJF 1):sz+pE(,L.p+l)=,rp+l E(.Ep+ 1).

Insbesondere ist wegen (072 =1%/°*Dp/° 52 a5 Element E(c1%)E("*') zen-

tral.
(G 1)

(18) Setzt man E(——p)=(~m Z pPap)Ti(—1), so gilt p?E(—p)=—a(p)E

(—p), insbesondere ist E(—p) ein Idempotentes mit E(p)+ E(— p)=E(p?) und

E(p)E(—p)=0.
Wir setzen zur Abkiirzung g=a(0), h=a(t), A=IF,[G], E, =E(**') und E,
=E(o1°) sowie

A =A(1—E,), A,=A(1—E,E, A,=AE,E,.
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Dann ist offenbar d=d, +d, +d; mit
dy=c (@ = ()1 ~E )ed,,

d,=c, (61— (o t)*}(1—E,)E, €4,

und
p+1 p+1

dy= [Cs(o'fb —(ot)*)+ C4(TT _(TT)*)] E,E €A,

Nach (13), (15) und (17) sind die Idempotenten zentral und symmetrisch beziig-

lich *, daher sind offenbar d,, d, und d; antisymmetrisch. Weiter sind d; und

d, wegen (14)1 Einheiten in 4; bzw. A,. Bilden wir die zentralen Idempotenten
P+

Ef=E(+7 2 ), 50 gilt E,=E} +E7 sowie

p+1 p+1 p+1

(19) (t 2 —(t 2 )*)E}=0 bzw. **'Ef=h 2 Ef=—hE],

(t 2 —(t 2 ¥)E{=21 2 E{ bzw. " E[=hE}.
Da a —b ungerade ist, gilt weiter mit (16)

(200 (6t —(0)*)E,Ef =gtP(1 -t D@-D—lptleg-2op\F EF
=gt?(1+h® Dh g 'gh"E,E} =20"E,Ef

sowie (61" —(ct?)*)E,E; =0.

Hieraus folgt

p+1

(21) dy=2c361"E,Ef +2¢c,7 2 E,Ef,

woraus man sehen kann, dal auch d, eine Einheit in 4, ist.

Es bleibt zu zeigen, dal die d; hyperbolisch sind; dabei wird sich ergeben,
daB es nur auf vier verhiltnism#dBig kleine Teilalgebren B,...,B, von 4
ankommt.

Im folgenden schreiben wir oft die zentralen Idempotenten, die eine Teilal-
gebra definieren, nicht mit, sondern benutzen nur die definierenden Gleichun-
gen. Dies ist im folgenden Sinne korrekt: Mit (18) erhdlt man die Zerlegung

k—1
1=E(p)+ Y E(—p*), Ordp=2",

i=0
der Eins in orthogonale Idempotente, Sind nun fiir ein zentrales Idempotentes
E, alle E(—p*)E, zentral, so ist AE(p)E, genau die Teilalgebra von AE,, in
der p*=a(p) gilt; in AE(—p*)E, gilt gerade p*"''= —a(p?’) (diese Eigenschaf-
ten schlieBen sich aus).

Die Anti-Involution * permutiert die unzerlegbaren, paarweise orthogonale
Idempotenten e, ...,e, von IF,[(1)]. Jedes F,=IF,[{1)>]e, ist ein Korper; der
Grad [F:IF,] teilt dabei ¢(2)=2""" fiir Ord7=2', ist also insbesondere eine 2-
Potenz. Gilt e} =e¢,, so operiert * als Automorphismus auf F;; es ist daher * die
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Identitét oder die Potenzierung mit p?™ fiir ein m=0. Im zweiten Fall gilt in F,
t*=7P" bzw. 7 tl=h

und damit " +DC-D=1 Fiir m>0 ist p>"+1=2u mit ungeradem u und
daher 17’ ~!=¢®+D®-D=1 Da F durch t erzeugt wird, ist dann notwendig
[F:IF,]<2. In jedem Fall ist also * die Identitdt oder die Potenzierung mit p
und somit t2=h oder t**'=h in F,.

Die Summe e, der Idempotenten ¢; mit ef=e¢,; liegt daher in A(E(7)+
p+l

E(—1 2)) und insbesondere in A2®A3=AE(II’+‘), definiert durch die Glei-
chung 7?®*D=hp?*!=p? Die Summe e_ der e; mit e¥+e; 1dBt sich in eine
Summe e_=f,+f, von zentralen Idempotenten mit f*=f, aufspalten; daher
ist auf Ae_ jede Einheit d hyperbolisch: es gilt f,d+df¥=d(f, +/,)=d (Ae_
ist ein hyperbolischer Ring, vgl. [16]). Dasselbe gilt auch fir A(1—E(t)—
+1
E(——‘EPT)) und insbesondere fiir 4, =A(1 — E(z?*1)).
p+1

Zerlegt man A(E(t)+E(—t 2 )) in einfache Algebren, die Matrizenringe
iber endlichen Ko6rpern sind, so gibt es nach Lemma 7 hochstens dort eine
nicht-hyperbolische Einheit, wo * trivial auf dem Zentrum operiert. (Man
beachte, daB es auf IF,[G] (also auch auf jeder *-invarianten Faktoralgebra)
nach Lemma 8 auf jeden Fall eine hyperbolische antisymmetrische Einheit
gibt.) Nach (17) liegt ¢* im Zentrum von 4, @ A, , es muB also gelten

6?=(H)* bzw. ¢*=g>%
Daher sind nur noch die folgenden Teil-Algebren zu betrachten:
B, =AE(c)E(7): ’=h, o¢’=g,
B,=AE(—0)E(x): t2=h, o%=-g,

b1
B,=AE(0)E(~t 2 ). t*'=h o?=g,

p+1

B4=AE(—O')E(—TT) ‘L'p+1=h, 0‘2=—-g'

B, und B, liegen in AET, B, und B, licgen in AE]. Weiter gilt B,=AE,E
und folglich B,< 4,. Fiir gerades a folgt aus den Relationen von B,

(O"L'a)2=O’2‘E(p+1)a=g(—h)a=gha,

es gilt also B, AE,E} und analog B,=(1 —E,)Ef € A4,. Fiir ungerades a ist
entsprechend B, =4, und B, S AE, E}. Schliellich gilt noch fiir ceZ

d
auf31: GTC—‘(GTC)*ZG(TC—(——T)C)Z 1 C gerade,

2h 2 g1, c ungerade,

2h2 d
auf B,: O-TC_(O-TC)*::O-(TC—'_(—"E)C):{ g, ¢ gerade,

0, ¢ ungerade,

und auf B,: 01°—(a1)*=01"(1 —1 P+ V6" 2gh"=201"
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Es ist nun leicht nachzurechnen, daB d,+d; auf den Algebren B, die
folgende Gestalt A, hat, wobei fiir die Elemente &, gilt:

2 __ —
& =&, gd;+4;eF=4,

1 i

Algebra B, Relationen 4, g
t2=h L t+v,0)

B, oi=g 4ot mit 2 h+vig=1
?=h L +u,t+v,0)

B, 6l=—g 40 mit pZh—vi=1

231 pr1

B, =) a,t 2 S(L+pst 2 +vy0)
ol=g mit u3h+vih=1

B, =} a,01° T+ p,ot%
ol=—g mit —pulgh*=1

wobei ay, ..., a, gewisse Elemente aus IF) sind. Die Gleichungen fiir die y; und

v; sind immer mit p;, v,€IF) 16sbar - die fiir 4, aufgrund der Voraussetzung an
a. Die antisymmetrische Einheit d ist also auch hyperbolisch auf
B, ® B, ® B, ® B, und damit auf ganz A.

Ein konzeptionellerer Beweis der letzten Tatsache ohne die Benutzung der
g; ergibt sich folgendermaBen. Die Algebren B, bis B, lassen sich jeweils in die
Teile F;® F,o aufspalten, F,=IF,[{t)>]e¢;, wobei nur die F; mit [F;:IF,]=2
auftreten. Setzt man p,=¢ f; fiir ein f,eF, mit N(ﬁi):NFl/]F,,(Bi)=J'Zele, s0
gilt p?=c?p’*'=0>N(B)=1 und p,xp; ' =xP fiir xeF, Es ist also F,® F,o
isomorph zum getwisteten Gruppenring F,({p,>). Fiir diesen gilt aber die
Isomorphie

F,({p;))—=Endy, (F)=M,(F,),

indem man xeF, mit ¢ auf die Homothetie mit x abbildet und p; auf den
Frobenius-Automorphismus (s. [1], Chap. 12, Ex. 16). Unter ¢ gilt daher detp,
= —1 (dies folgt aus der Existenz einer Normalbasis fiir F,/IF,) und det x=N(x)
fir xe F,. Insbesondere gilt

p+1

dett=h 2 =—h in B, und B,,
dett=h in B, und B,,
deto=detp,N(B)~ ! = —o2.

Mit Lemma 7b) folgt nun leicht, daB auf B,, B, und B; auch noch alle
antisymmetrischen Einheiten dquivalent und damit hyperbolisch sind (auf B,
und B, sind 1 und 7 zwei nichtidquivalente symmetrische Einheiten, auf B, gilt
dies fir ¢ und ort), wihrend auf B, gerade detot’=gh® gilt; wegen
Lemma 7b)ii) und der Voraussetzung an a ist daher ¢ 7° hyperbolisch. q.e.d.
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Bemerkungen. a) Die am SchluBl des Beweises verwendete Methode zeigt noch,
daB es auf IF,[G,] gerade so viele Aquivalenzklassen von symplektischen
Formen gibt wie auf B, ; die Anzahl ist 20rdc2p+1)/2

b) In [6], Lemma 45 und [10], Theorem 1, wurden fiir die oben betrachte-
ten Gruppenringe Elemente angegeben, die hyperbolische symplektische For-
men definieren sollen. Dies ist aber nicht nur in der Herleitung falsch ([6],
Proposition 2 und [10], Lemmata 2, 3) sondern auch im Ergebnis. Beide Male
sind z.B. die Formen nicht hyperbolisch (auf dem dortigen A,), und in [10] ist
die Antisymmetrie (auf 4,) verletzt.

§4. Ende des Beweises von Theorem 1 fiir ungerades n

Es war nur noch zu zeigen, dal das Cupprodukt durch die Gestalt von y, auf
dem Teil Cy={y,>F,=IF,[G] eine hyperbolische symplektische Form defi-
niert. Es ist wieder o der Charakter, den f liftet, und * die Anti-Involution
gemiB (10) auf IF,[G].

Lemma 10. Gilt y,=x{ mod P’[P,U,] fiir ein 6€IF,[G], so definiert das Cup-
produkt auf C, die (gemdf} (12) gebildete) Form ¢, mlt d=(5°*—38°, wobei ° die
durch p°=p~1, peG, definierte Anti-Involution auf IF,[G] ist.

Beweis. Ist 6= c,p und y€G, so gilt
peG

- . -~ Blp)p
[xl’yl]x”l”ez[x xé]pec

=[x, 1L 500 ] [%5, %{ 1
(. p)F (1,7 (3. 1)
=[%,, %] - O[] [%4, %1%~ mod X7,

Mit Lemma 1 folgt daher, daB das Cupprodukt auf C, eine antisymmetrische,
invariante IF,-Bilinearform ¢ induziert mit

Yixy, pxy)= ¢;-1o(y).
Andererseits ist fir d= ) d,p

reG

Palxy, Vx1)=f(d7’_1 O‘(?)):dy“(Y)~

Da beide Bilinearformen aufgrund der Invarianz durch diese Werte fiir yeG
bestimmt sind, folgt die Gleichheit fiir d,=c, a(y)~ '—¢,-1. qed

Ahnlich wie in 2.3 zeigt man nun, daB fir pefﬁ pxOrdp, das Element
{x{, p} aus P ist und die Kongruenz

{x1, p}={xy, P}pzxf“'”p) mod PP[P, U]
erfiillt. Fiir

pPH1

y __xrll’z {x1’rg+1}a“g{{x1»fz } G,7T }“tﬁﬁ o
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gilt insbesondere y, =x} mod PP[P, U, ] mit

prt
d=15 " +0,15E, (5" )+ (0,154+1,2 VE,-1(0,T5) E,- (157 1).

Weiter ist
(6%* —&°
=a(t5* )T = (T M) +alo,75) T (0,15 — (0, T E(th )
pri o prl p+l
a0, 75) Mo, T~ (0, ) +alr, 2 )M e 2 — (3,2 )Y)]
Eu(GZT;)Ea(Tg+1)'
-1
Lemma 9 zeigt daher: Ist f, ungerade, a(t) 2 =—1(p), —a(s7*) mod pe(IF, ¥

und —a(o7?) mod p¢(IF,*)? so ist d=(5%)*—4° eine antisymmetrische hyperbo—
lische Einheit, bzw. ¢, eine hyperbolische symplektische Form auf C,=IF,[G].
Damit ist Theorem 1 auch fiir ungerades n bewiesen.

§5. AuBlere Automorphismen von G, und Erginzungen

5.1. Es soll zuniéchst ein duBerer Automorphismus von Gg, konstruiert werden.
Nach dem Beispiel a) zu Theorem 2 ist Gq, isomorph zur pro-endlichen Grup-
pe F(xo, x;; 9)/(r) mit

r=x5°(xo, DX} [x1, y,1=x57(xo, 7) [x,, x{] mod P

fir ein delF,[¥]=,_ lim IF,[%/#]. Fir den Automorphismus ¥ von

H <% offen
F(xy, x;; %) mit

Y(o)=0, Y(@O)=1, Y(xo)=xo, Ylx)=x;*"

gilt die Kongruenz y(r)=r mod P2 Daher induziert Y einen Automorphismus
¥ von GQ /V? fir V=P/(r)=Ker(Gg, %), der V/V? in sich abbildet und
somit mit der Projektion auf ¢ vertriglich ist. Nach Satz 2 aus [19] LiBt sich ¢
Zu einem Automorphlsmus ¥ von Gy, liften. Bezeichnet X, das Bild von x; in
V, so gilt J(x,)=x1*?mod V2. Wire nun ¥ ein innerer Automorphismus, so
gibe es ein yeGQp mxt y(x,)=x%. Da ¥, in V/V" einen freien IF »[%9]-Modul
erzeugt, muf} yeV sein und damit

1*P=x, mod [V, V].

Dies stellt einen Widerspruch zur Torsionsfreiheit von V*® dar.

Fiir p-adische Zahlkorper k+Q, induziert der Automorphismus  von
F(xg, ..., x,; %) mit Y(o)=0, Y(t)=1, Y(x)=x; fir i£n und Y(x)=x,x,_,
direkt einen duBeren Automorphismus von G, =F(x,, ..., x,; 9)/(r), da y(r)=r
gilt.
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5.2. Durch die Untersuchungen in §4 ist es moglich, notwendige und hinrei-
chende Bedingungen fiir die Existenz einer Demuskinformation zu vorgegebe-
nem %,n,s, o anzugeben und sie in allen Féllen explizit zu beschreiben. Es
zeigt sich, daB die Voraussetzung (+) keine groBe Einschridnkung bedeutete.

Theorem 3. Es gibt genau dann eine Demuskinformation ither % vom Rang n mit
Torsion p* und Charakter «, wenn n gerade ist oder eine der Bedingungen 1)-iii)
aus Lemma 8 (entsprechend ) fiir 4 und &: 4 —(Z/p*)* —>IF," erfiillt ist.

In den noch nicht behandelten Fillen i) und ii) fiir ungerades n, erhilt man
eine explizite Beschreibung wie folgt: Wird eine Relation r wie in 1.2 fir
ungerades n definiert mit

yy=x4° im Fall 1),
v, =x2{x,,0,}% im Fall ii),

so ist F(xy, ..., x,; 9)/(r) eine Demuskinformation iiber ¥ mit Invarianten n, s und
a.

Beweis. Aus der Bedingung 11 folgt mit dem Corollar zu Lemma 3, daB fiir
jeden offenen Normalteiler # <Kera von ¢ eine hyperbolische symplektische
Struktur auf dem Gruppenring IF,[G], G=%/#, existiert (bzgl. *,), daB3 also
fir G und den induzierten Charakter &: G —»IF,* eine der drei Bedingungen von
Lemma 8 erfiillt ist. Es ist nun leicht zu sehen, daBl dann auch % (mindestens)
einer dieser Bedingungen geniigt.

Umgekehrt gilt fiir das oben definierte y, die Kongruenz

y,=x{ modP?’(P,U,] mit d&=p, im Fall i),
bzw. é=0,+13E, :(c,) im Fall ii).

Analog dem bereits behandelten Fall iii) folgt mit Lemma 9 und Lemma 10 die
Behauptung.

Bemerkung. a) Im Beispiel ¢) von §1 liegt gerade der Fall i) mit p,=rt vor,
denn es ist (p—1),=0rd, &(1)<O0rd, t<[k((,): k], <(p—1),, wobei fiir eine
natiirliche Zahl m der 2-Anteil mit m, bezeichnet ist.

b) Wenn die 2-Sylowgruppen von % nicht ,,zu klein® sind, ndmlich wenn
die 2-Anteile der super-natiirlichen Ordnungen von {t) und %/{t) groBer sind
als (p—1), (insbesondere also fir ¥={o, t|ot0~ ! =17)), so ist Bedingung (+)
aus 1.2 also hinreichend und notwendig fiir die Existenz einer Demuskinforma-
tion iiber %.
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