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NOZIONE DI PARALLELISMO IN UNA VARIETA QUALUNQUE
E CONSEGUENTE SPECIFICAZIONE GEOMETRICA
DELLA CURVATURA RIEMANNIANA.

Memoria di T. Levi-Civita (Padova).

Adunanza del 24 dicembre 1916.

INTRODUZIONE.

La teoria della gravitazione di EInsTEIN (suffragata oramai dalla spiegazione della
famosa disuguaglianza secolare, che 'osservazione rivela nel perielio di Mercurio, € non
¢ prevista dalla legge di NewroN) considera la struttura geometrica dello spazio am-
biente come tenuissimamente, ma pur intimamente, dipendente dai fenomeni fisici che vi
si svolgono; a differenza delle teorie classiche, che assumono tutte lo spazio fisico
quale dato a priori. Lo svolgimento matematico della grandiosa concezione di EinsTEIN
(che trova nel calcolo differenziale assoluto del Riccr il suo naturale strumento algo-
ritmico) fa intervenire come elemento essenziale la curvatura di una certa varietd a
quattro dimensioni e i relativi simboli di Riemann. L’incontro, anzi il maneggio conti-
nuativo di tali simboli in questioni di cosi alto interesse generale mi ha condotto a
ricercare se non sia possibile ridurre alquanto 'apparato formale che serve abitualmente
ad introdurli e a stabilirne il comportamento covariante *).

Un perfezionamento in proposito ¢ effettivamente possibile, e costituisce in so-
stanza i §§ 15 e 16 del presente scritto; il quale, sorto inizialmente con questo solo
obbiettivo, venne via via ampliandosi per far debito posto anche all'interpretazione geo-
metrica.

In sulle prime avevo creduto di trovarla senz’altro nei lavori originali di Rue-
MANN « Uber die Hypothesen welche Geometrie zu Grunde liegen » e « Commentatio
mathematica ... » *); ma ce n’¢ appena un embrione. Da un lato infatti, ravvicinando

le fonti citate, si ricava I'impressione che RIEMANN avesse proprio in mente quella ca-
ratterizzazione della curvatura intrinseca e invariante, che sard qui precisata (§§ 17-18).

Ty Cfr. per es. L. Brancut, Lezioni di geometria differenziale, Vol. I (Pisa, Spoerri, 1902), pp. 69-72.
) B. Riemann, Gesammelte mathematische Werke (Leipzig, Teubner, 1876), pp. 261-263, 381-382,
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D’altra parte perd non c’¢ traccia, n¢ in RIEMANN, né nel commento esplicativo dovuto
a Weser ?), di quelle specificazioni (nozione di direzioni parallele in una varietd qua-
lunque e considerazione di un quadrangolo geodetico infinitesimo con due lati paralleli),
che riconosceremo indispensabili dal punto di vista geometrico. Inoltre non si riesce — io
almeno non sono riescito — a giustificare il passaggio formale con cui, secondo Rik-
MaNN, dalle premesse, che sono inappuntabili, si dovrebbe conseguire la altrettanto
inappuntabile espressione finale della curvatura.

Presenterd al lettore questo mio dubbio, fornendogli i necessari elementi di giu-
dizio, in una nota critica finale.

La prima e pil estesa parte della memoria (§§ 1-14) ¢ destinata a introdurre e
ad illustrare la nozione di parallelismo in una 7 a metrica qualsiasi.

Si comincia dal campo infinitesimale, cercando di caratterizzare il parallelismo di
due direzioni (x), («') uscenti da due punti vicinissimi P e P". All'uopo si ricorda che
qualunque varietd ¥ si pud risguardare immersa in uno spazio euclideo Sy a un nu-
mero abbastanza elevato N di dimensioni, e si rileva anzitutto che, immaginando spic-
cata da P una generica direzione (f) di Sy, il parallelismo ordinario in tale spazio ri-

chiederebbe
PN PN
angolo (f)() = angolo (H)(2")

per qualunque (f). Orbene, il parallelismo in 7, si definisce, limitandosi ad esigere
che la condizione sia soddisfatta per tutte le (f) appartenenti a V, (ossia alla giacitura
di S, tangente in P a V). ’

A giustificazione di questa definizione va notato che, mentre essa riproduce, come
& necessario, il comportamento elementare per le ¥, euclidee, ha in ogni caso carat-
tere intrinseco, perché in definitiva risulta dipendente soltanto dalla metrica di 7, e
non anche dall’ausiliario spazio ambienwe S,,. Infatti la traduzione analitica della nostra
definizione di parallelismo si concreta come segue: Riferita la 7, a coordinate generali
x(i=1,2,...,n), siano dx, gli incrementi corrispondenti al passaggio da P a
P'; &7 { parametri spettanti a una generica direzione («) uscente da P; & dEY quelli
spettanti ad una direzione infinitamente vicina («"), spiccata da P’. La condizione di

parallelismo & espressa dalle # equazioni

2i) L
o3,
il
1

1 .
dxl.E(’zo Gl=1,2,...,n),

i noti simboli di CHRISTOFFEL.

designando

Una volta acquisita la legge con cui si passa da un punto a un punto infinita-
mente vicino, si & senz’altro in grado di eseguire il trasporto di direzioni parallele
lungo una qualsiasi curva C. Se x,=x,(s) ne costituiscono le equazioni parametriche,

3) loc. cit. ?), pp. 384-389.
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. . , 1
basta evidentemente risguardare, nelle (4), le x, e subordinatamente le \ Ecome fun-

(1)
zioni assegnate, le £ come funzioni da determinarsi del parametro s, e si ha il si-
stema lineare ordinario
a2 & 1) D%,
ds TZ,'t{iﬁds"

riducibile ad una forma tipica (detta a determinante gobbo), che gid si & presentata in

— 0 (=12, ..., n),

altre ricerche e fu oggetto di studio sistematico da parte dei sig." Eiestanp ), Lauvga %),
Darsoux °), Vessior 7).

Ecco qualche conseguenza geometrica.

1° La direzione parallela in un punto generico P ad una direzione («) uscente da
un altro punto qualsiasi P, dipende in generale dal cammino secondo cui si passa da P,
a P. L’indipendenza dal cammino & proprietd esclusiva delle varietd euclidee.

2° Lungo una medesima geodetica, le direzioni delle tangenti sono parallele, cid che
generalizza un’ovvia caratteristica della retta negli spazi euclidei (quella appunto che
EucLipE pone in testa agli elementi come intuizione primordiale della recta).

3° 1l trasporto per parallelismo, lungo un cammino qualsiasi, di due direzioni con-
correnti ne conserva 'angolo. Con cid si vuol dire evidentemente che 'angolo formato
da due generiche direzioni uscenti da un medesimo punto & anche I'angolo formato
dalle loro parallele in un altro punto qualunque. Tenendo conto della rilevata pro-
prietd delle geodetiche, si ricava il corollario che, lungo una geodetica, direzioni paral-
lele sono sempre egualmente inclinate sulla geodetica stessa. Se si tratta in particolare
di una 7, questa condizione & anche sufficiente; sicché, per le ordinarie superficie,
parallelismo lungo una geodetica equivale ad isogonalita.

Non ho indicato con ordine il contenuto dei vari §§.- Supplird agevolmente uno
sguardo al sommario riportato alla fine del lavoro.

§ 1.

Preliminari.
Sia (coi soliti simboli)

2 N .
ds* = Zik a,dx dx,

4) J. Eiesvanp, On the Integration of a System of Differential Equations in Kinematics [American
Journal of Mathematics, vol. XXVIII (1906), pp. 17-421.

5) E. Laura, Sulla integrazione di un sistema di quattro equazioni differengiali lineari a determinante
gobbo per mezzo di due equazioni di Riccarr [Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XLII
(1906-1907), pp. 1089-1108; vol. XLIII (1907-1908), pp. 358-3781.

6) G. DARBOUX, Sur certains systémes d’équations linéaires [Comptes rendus hebdomadaires des
séances de '’Académie des Sciences, t. CXLVIII (1°* semestre 190y), pp. 16-22], e Sur les systmes d'é-
quations difféventielles homogénes (Ibid., pp. 673-679 e pp. 745-754).

7) E. VEssioT, Sur Uintégration des systémes linéaives & déterminant gauche [Comptes rendus heb-
domadaires des séances de I’Académie des Sciences, t. CXLVII (:°° semestre 1909), pp. 332-335]-
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Pespressione del quadrato dell’elemento lineare di una varietd qualsiasi 7.
Come ¢ ben noto, si pud sempre risguardare la 7, immersa in uno spazio eu-

. - o . n(n—+1
clideo Sy a un numero di dimensioni N abbastanza grande (non superiore a -(o—L)) .
Indichino y, (v =1, 2, ..., N) coordinate cartesiane di un tale spazio. In seno ad
esso, giovera considerare la V definita mediante le espressioni parametriche

(I) )’v:yv(‘xl7xz""7xu (V=I)2,"')N)

delle coordinate cartesiane in termini delle intrinseche, risultando in conformitd

N "
2 2
(2) ds* = El LAy, = E‘ LApdxdx,.
Assumiamo in ¥ una curva C a piacimento, e siano

(3) xi:xi(s) G=1,2, ..., 1)

le sue equazioni parametriche, s designando I'arco (contato a partire da un’origine ar-
bitraria). La C appartiene naturalmente anche allo spazio ambiente Sy, e come tale
rimane definita dalle espressioni parametriche y,(s) delle coordinate cartesiane dei suoi
punti. Queste espressioni parametriche sono senz'altro offerte dalle (1), in cui si attri-
buiscano alle x, i valori (3). Derivandole rapporto ad s, e indicando con apici le deri-
vate rapporto a questo argomento, si ha

' X a'v '
(4) Yy = 2;3; X; (v=1,2,..., N).

Riferiamoci ad un valore generico, ma ben determinato, di s, cio¢ ad un qualsiasi
punto P della curva C. Le y, costituiscono manifestamente i coseni direttori di C in
P rispetto agli assi coordinati dello spazio euclideo S ; le x; sono i parametri di direzione
(della stessa C e nello stesso punto P) rispetto a ¥,

Ricordiamo ancora ®) che, se si pone

"
(5) yv = qu
N 3 . 3 . .
con ¢ ™o e Y g =1, rimane definita la curvatura ¢ di C in P, e (escluso il caso
1

limite ¢ = 0), pel tramite dei coseni ¢,, una direzione (g), detta normale principale as-
soluta nel punto P. Proiettandola (ortogonalmente) sull’iperpiano tangente a ¥, in P,
si individua una direzione (¢*), pure normale alla curva, detta normale principale relativa.

Designeremo con ¢* i coseni direttori di (¢*); con @ langolo compreso fra (g)
e (¢49; e infine con «, i coseni direttori di una generica (z) uscente da P e appar-

8y L. Biancuy, loc. cit. 1), pp. 365-367.
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tenente a 7, (cioé al suo iperpiano tangente). Sard manifestamente

N N
—_ *
Z‘,dqu = ¢cos ‘DZV"%‘]”
I

quindi, moltiplicando per ¢ e badando alle (5),
N

N
”n 3
.El J Iy = ccos ® E; L, 0,

Va rilevato che il secondo membro ha carattere intrinseco rispetto alla varietd 7V, si
pud cioé interpretare indipendentemente dallo spazio euclideo ambiente. Infatti

ccos® =y

N
pon ¢ altro che la curvatura geodetica di C, e D>  «, g% il coseno dell’angolo y fra («)

e la normale principale relativa (g*), direzioni appartenenti entrambe a 7. Sussiste
dunque (in dipendenza dall’assunta curva C), per qualsiasi direzione (a) di V,, la re-
lazione

©) >, 5, = ycos

Direzioni parallele in 7/, lungo una curva prefissata.

Supponiamo che ad ogni punto P di C corrisponda una direzione («) apparte-
nente a V,. Saranno con cid a risguardarsi funzioni di s i parametri di direzione &
(i=1, 2, ..., n) che definiscono la («) entro ¥,, nonché¢ i coseni direttori a,
(v=1, 2, ..., N) che la individuano nello spazio ambiente; e si avri [come gid per
la direzione di C, a norma delle (4)]

a\v,
)] a, = Zlax, (z)

Immaginiamo di far variare P lungo C. La condizione di parallelismo ordinario delle
() (rispetto allo spazio ambiente S) implica eguaglianza degli angoli che esse formano
con una medesima direzione, scelta a piacere.
Per arrivare ad una nozione di parallelismo attinente unicamente a ¥, conside-
riamo il fenomeno elementare, cio¢ il passaggio da P ad un punto infinitamente vicino.
Sia (f) una generica direzione fissa di Sy, f, i relativi coseni direttori. Quando
s si incrementa di ds, il coseno dell’angolo fra («) ed (f),

AY
Zv dva ’

N
dsta",fv.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 26 marzo 1919 23

subisce Iincremento
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L’ordinario parallelismo richiederebbe I'annullarsi di tale incremento per tutte le dire-

zioni (f), e porterebbe quindi alla costanza delle «,

Accontentiamoci di esigere che Uangolo fra () ed una (f) si mantenga invariato

N
per le direzioni (f) appartenenti a V,, ossia che lincremento ds) af,

[non per tutte le (f), ma soltanto] per queste direzioni tangenziali.

annullt

Ove si osservi che tali direzioni sono tutte e sole quelle conciliabili coi vincoli (1),
appare manifesto (sostituendo alle f, delle quantitd proporzionali) che la condizione

enunciata equivale alla seguente:

€)) Z 2,8y, =0

1

per tutti gli spostamenti 3y, conciliabili coi vincoli (1).
Avendosi, in base alle (1) stesse,

9y,

Sxk

=3.3

colle 3x, completamente arbitrarie, la (1) si scinde nelle # equazioni

N
(8) Zva;gi’::o k=12, ...
B k

che costituiscono una traduzione formale del parallelismo delle («) lungo la C.

§ 3.

Forma intrinseca delle condizioni di parallelismo.

’ "'))

Nelle (8) figurano le «, e le y,, che hanno relazione collo spazio ambiente. Si
pud liberarsene, facendo in definitiva intervenire solo elementi spettanti alla metrica

della 7.

AlPuopo si comincia col sostituire ai coseni direttori «, le loro espressioni (7) in

funzione dei parametri di direzione §\”. Si ha, derivando rapporto all’arco s di C,

_ x4 ¢ 9y,
Zlax, ds Zﬂaxiax,*:“i'

D’altra parte, in virtd della (2),

9y, 9y,

N
a, — Y2 k, l=1,2,...
W= 25k Ox, (

s 1),
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da cui segue, per i simboli di CHrisTOFFEL di prima specie,
1 aakl alll.k ad”
a/""—_?(axj + ox, ox,
_1¥ _@(ayu ayv)+ o (%9&) 9 (ay,ay,)]
T2 4 9x;\0x, 9% 0x,\0x;0x, dx, \0x, 0x,
N

X azy_’ ayv _
—Z”ax,@x,axk G LEk=1,2,...,m).

Con cid le (8) divengono
m
zakl aa +i d,ux'E”’—o (k=1,2,...,n).

Da queste, moltiplicando per a'™* 9), sommando rispetto a k (da 1 ad #), e ricordando
le definizioni

il & : .,
]iizzlkafl,ka(k) Ghi=n2...,n

dei simboli di CurisTOFFEL di 2* specie, si traggono le equazioni equivalenti

@ L3

che definiscono il modo di variare dei parametri £¥ lungo C, in base alla condizione
che le direzioni da essi parametri individuate si mantengano parallele.
Dacché C si considera preventivamente assegnata (e con essa le espressioni delle

]l

1 .
’E“—o G=1,2,...,n),

x e delle x' in funzione di s), i coefficienti Z x; dogni £ nelle (Z,) vanno ri-

sguardati come funzioni conosciute della variabile 1ndipendente s. Le (1) stesse si pre-
sentano in conformitd come # equazioni differenziali ordinarie nelle altrettante quantitd
9. Ne consegue, in base ai noti teoremi di esistenza, che, spiccata a piacimento una
direzione da un punto qualsiasi P, di C, rimangono determinate le direzioni parallele
per ogni altro punto P della curva.

§ 4

Confronto col comportamento euclideo.
Sua proprieta caratteristica nei riguardi del parallelismo.

Per quanto s’¢ visto or ora, lungo la curva C, seguita a sussistere la proprietd
elementare che da un punto P esce una sola direzione parallela ad altra assegnata per

9) Con a'*' si designano al solito i coefficienti della forma reciproca alla forma fondamentale

”

as* = Eika‘kdx,- dx, .
i
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P,. Va rilevato tuttavia che, mentre negli spazi euclidei la parallela per P & unica in
senso assoluto, nella nostra 7 a metrica qualsiasi essa viene in generale a dipendere

da C, ossia dal cammino lungo cui si passa da P, a P.

Si pud anzi aggiungere che, se (per un punto qualsiasi P di un certo campo) la
parallela (ad una qualsiasi direzione spiccata da altro punto P, del campo) & indipen-
dente dal cammino, lo spazio ¥, ¢ (in quel campo) necessariamente euclideo.

Si osservi infatti che, dalle (), moltiplicando per ds e ponendo per brevitd

N jl
xp=3 1

)
A ]

risulta
£l S i)
(9) dg _—Z].XI. dx;.

La voluta indipendenza dal cammino richiede che le d§”) e con esse i secondi
membri delle (9), siano differenziali esatti, cid che, designando con le. un secondo si-
stema di incrementi delle x;, indipendenti dai dx; e tali che d8xl. = ddx;, si traduce
nelle # identitd

SEjX(]_i)dx,-:deX}i)ij (i=1,2,...,n)

Esplicitando e notando che Veguaglianza deve sussistere qualunque sieno i due si-
stemi di incrementi dx,, Sx]., nonché i valori (iniziali, e quindi anche generici) delle
h]

£ si & condotti automaticamente ad esprimere che si annullano tutti i simboli di Rie-
MANN ™°), ossia che si tratta di una varietd euclidea, C.D.D.

§s.

Altra forma delle equazioni (/) — Dipendenza da una sola funzione.

Nelle (I,) figurano come elementi determinativi delle direzioni parallele («) i pa-

C g e ; dx, . .
rametri di direzione " (:: TR rappresentando ds la lunghezza di un elemento spic-

cato nella direzione (a), € dx, il corrispondente incremento della coordinata x,.) . Questi

£ costituiscono un sistema contravariante **) (rispetto a qualsivoglia trasformazione

10y Dal punto di vista metodologico, ove si ritenga effettivamente preferibile all’ordinaria tratta-
zione dei simboli e della curvatura di RiEMANN quella che sara esposta nei §§ 15-19, il teorema del
testo dovrebbe figurare dopo quei paragrafi. Lo ho antecipato per comodo del lettore cui sono fami-
gliari i simboli di RiEMANN.

11y Cfr. (in questo punto soltanto per le locuzioni) G. Ricci et T. Levi-Civita, Méthodes de calcul
difféventiel absolu et leurs applications [Mathematische Annalen, Bd. LIV (i900), pp. 125-201].
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delle coordinate generali x,). Giova talora mettere in evidenza, invece del sistema con-
travariante &) il sistema covariante reciproco

(IO) E = aus
cio¢ i cosidetti moments.

Per trasformare in conformitd le (Z,), deriviamo materialmente le posizioni (10),
(k)

ds

‘biato nell’ultimo termine Pindice di sommatoria k in I)

introducendovi per le le espressioni fornite dalle (7). Si ricava (dopo aver scam-

dE, _ jl :vm d“t*(n
————Zkﬂ "‘; +21d5 )
Siccome ,
e
‘ kaikz BT e
‘ d 0
a " a. , n
_B—S'! Zlé’}ll[ j = Zl(a']l { —l_ a;],l)""
cosl resta

(11) —"'—Z ij,0 m”

Anche nel secondo membro si devon far apparire, non le ¥, ma i momenti:
cosa ben facile a norma delle (10), che risolute danno

r(l) (k) ¥
Z a7 G-

Con cid, attese le espressioni dei simboli di CurisToFFEL di 2* specie gid richiamate
nel precedente §, risulta

n

Z ml)—i,ki % 2,

e si hanno quindi (riponendo ! per & come indice della sommatoria) le equazioni tra-
sformate

dE e (if) ,
;) d—s"=Zﬂgl/§ij, (i=1,2 ..., n).

Si osserverd che questo sistema (I,) ¢ Vaggiunto del precedente (I,). Infatd il co-
efficiente di §; nella i**™ equazione (J,) & eguale ed opposto al coefficiente di £ nella
™% equazione (I)).

Alle equazioni in questione si pud anche attribuire un terzo aspetto che ricorda,
pur essendo in veritd meno espressivo, la classica forma lagrangiana delle equazioni
della dinamica.

L’analogia risiede in cid che si fa capo ad una sola funzione di 37 argomenti
Xy Xp gv,

12 B = \ (/)
(12) Z‘/a XiG
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bilineare nelle 5" (che fungono da incognite) e nelle x; (che sono, al pari delle x,,

funzioni assegnate di s).
Si ha dalle (10)
0B
i = a ’C' ’
e si constata immediatamente (con ovvi scambi di indici) che, per essere

_ I aal; aa'-l aar/
a‘f”__z_(ax._'—axl. 3x,)’

i secondi membri delle (11) possono essere scritti
198 z 0B 9B .
%! £(7)
2 0x] + zm( i agm’])

Con cio, dalle (11) stesse, che sono sostanzialmente equivalenti tanto alle (I))-
quanto alle (,), si ha l'annunciata forma involgente la sola B:

d3B 1 3B . 3B ,
(1) ds 9%, ~ 2 ox, +5 Z;ax ( Vi QEW 5(1))

§ 6.

Integrale quadratico — Conservazione degli angoli.
Composizione di soluzioni ortogonali.

Le equazioni lineari (J,) ammettono lintegrale quadratico

Z a,li(”i = cost.

1

Lo si riconosce nel modo piu spiccio notando che, in virti delle (10), il primo

membro si scrive

ed ha quindi per derivata

Z (dr(x) + dg, ,(,,)

che si annulla identicamente in forza della (1)) e delle equivalenti (Z,).
Wy

hd
Del resto, anche senza verifica diretta, si pud affermare la costanza di > §V'%,,
L

in base ad una nota proprietd dei sistemi aggiunti, dacché (§ precedente) &% e &; sono

soluzioni di due sistemi siffatti.
Ovvio corollario dell’esistenza dell’integrale quadratico & che, se i valori iniziali
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delle 2" sono eﬁe'twqmente parametri d1 direzione, e, come tali, rendono

7 . .
(13) Z,-;aij:-mim =1,
2 6)

la stessa relazione rimane soddisfatta per qualunque s, cio¢ le soluzioni " conservano
lungo C il carattere di parametri di direzione: circostanza implicita nella impostazione
del problema, ma non a priori evidente nella sua formulazione analitica a mezzo delle
@

Altro corollario degno di nota & la conservazione, lungo C, dell’angolo 5 di due
direzioni che si trasportano per parallelismo. Sieno infatti £, 4'” i parametri di queste
due direzioni, &,, w, i rispettivi momenti. Si ha

,

COS S = Z”ail_gnn(, — Z U ;

)
»

e . - . .. . dz, . . ..
Riferiamoci per es. all’ultima espressione, e deriviamo sostltuendo a =i valori forniti
()

dalle (1), a dﬂ quelli forniti dalle (I,) (previo mutamento di £ in ). Il risultato ¢

anche qui 1dent1camente nullo, C.D.D.

Dalla linearitd delle equazioni di parallelismo — riferiamoci per es. alle (I,) —
segue che, se £, n” sono soluzioni, lo & del pari una qualsiasi combinazione lineare
a coefficienti costanti. Suppongasi in particolare che &7, 2" sieno parametri di due di-
rezioni (oltreche parallele) ortogonali fra loro, e si assuma

L9 = cos 3£ 4- sin 3"
con ¥ costante. Si ha ovviamente

[ : L . .
Z‘/ Lo =15 Y 0 =cos s, Z,.Z“)m = sin 3,
! 1t 1
sicché le £ costituiscono i parametri di una direzione che, mentre ottempera lungo C
alla condizione di parallelismo, appartiene alla giacitura individuata dalle prime due,
. . . . . w
formando con esse in ogni punto sempre gli stessi angoli 5 e --— — 4.
2
LD’osservazione si estende agevolmente a quante si vogliono soluzioni mutuamente
ortogonali, e da luogo al seguente enunciato espressivo: Ogni direzione che, spostandosi
lungo C, si mantiene rigidamente collegata con direzioni parallele soddisfa essa stessa alla
condizione di parallelismo.

§ 7.

Geodetiche — Loro proprieta caratteristica nei riguardi della direzione.

Le equazioni delle geodetiche di 7, sono notoriamente

” < l [ .
xi—f_zl[li]i%x/xl:o (i=1,2,...,n)
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z(it ’

Da esse segue che, se C & geodetica, le (I,) ammettono la soluzione ;"' = x], e
reciprocamente. Si ha pertanto: La direzione di una geodetica in un suo punto qualsiasi
¢ sempre parallela alla direzione iniziale; reciprocamente ogni curva che gode di questa
proprietd & geodetica.

Risulta cosi estesa alle geodetiche di una varietd qualunque una discriminante delle
rette negli spazi euclidei. E in pari tempo rimane acquisito che sono necessariamente
concomitanti la conservazione della direzione e (altra discriminante delle geodetiche,
ciot) la proprietd integrale di minimizzare la distanza.

§ 8.

Inclinazione sulla curva di trasporto.

Giova rilevare una espressiva combinazione lineare delle (I)). Per evitare gli svi-
luppi materiali, risaliremo alla formula (I), che ¢ la genesi delle equazioni differenziali
e sostanzialmente equivale ad esse. Detta formula deve sussistere per ogni spostamento
3y,, € quindi per ogni direzione, appartenente a ¥,. Consideriamo in particolare la

direzione tangente a C, ponendo nella (I) y! al posto di dy,. Risulta
“\T

oo
Zy“\:yv - 07

I

che si pud scrivere
N I

d ' "
Zi—.f_ Zvavyv = Zvavyv .
Chiamando ¢ I'angolo che la direzione () (del cui parallelismo si tratta) fa con
C e badando alla (6), si ha la relazione che volevamo stabilire

(14) dd_s cosy = ycos .

Ricordiamo (§ 1) che y rappresenta la curvatura geodetica di C, e y I'angolo compreso
fra («) e la normale principale di C (relativa a 7). La (14) fornisce quindi la legge
con cui varia, lungo la curva di trasporto C, linclinazione ¢ (sulla stessa C) di un
fascio di direzioni parallele.

Se C & geodetica, ¥ = o, e quindi cos ¢ = cost., ossia: diregioni parallele lungo
una geodetica formano sempre il medesino angolo colla geodetica stessa. Questo & del resto
un caso particolare della conservazione degli angoli rilevata a § 6: basta tener presente
(§ precedente) che le direzioni di una geodetica sono tutte parallele tra loro.

Se C ¢ qualunque, ma si tratta di uno spazio euclideo, la (14) si identifica col
primo gruppo delle formule di Frener.

§o9.

Caso delle ordinarie superficie.

Per n = 2, le varie direzioni uscenti da un medesimo punto di C rimangono univo-
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camente determinate dal’angolo ¢, purché vi si associ un dato qualitativo: il verso in
cui, a partire dalla direzione positiva di C, deve contarsi ¢. Ne consegue che (con
opportuna specificazione qualitativa) basta la (14) a definire univocamente le direzioni
parallele lungo una generica curva della superficie. Si pud specificare come segue: Detta
(¢") la normale principale relativa (proiezione sul piano tangente alla superficie della
normale principale di C), immaginiamo di contare { verso (¢*) [si intende, a partire
dalla direzione positiva di C, attraverso I'angolo retto, che questa forma con (g*)}.
L’angolo ¢, inteso a questo modo, pud non essere il minimo angolo fra C ed (),
cui si riferisce la (14) (ma quello concavo che completa il giro); comunque il suo
coseno coincide in ogni caso col cos ¢ della (14), avendosi ulteriormente (per Iattuale ¢)
siny = cosy.
La (14) assume cosi la forma semplificata

(15) %:—y.

Gid ci siamo occupati nel precedente § del caso y = o per n qualunque. Per le super-
ficie, si pud aggiungere che Pordinaria nozione di parallelismo geodetico rientra nella
nostra nozione generale di parallelismo. Infatti, curve geodeticamente parallele hanno
per trajettorie ortogonali curve geodetiche; esse possono quindi dirsi parallele) nel
senso da noi attribuito a tale qualifica) rispetto a ognuna di queste geodetiche, essendo,
3w
2

Lasciamo il caso di C geodetica e prendiamo un esempio- particolare. Supponiamo
che si tratti di una superficie sferica, e che C ne sia un parallelo. La direzione (4*)
in un punto generico & quella del meridiano, verso il polo di C. Se % & la latitudine
(relativa all’emisfero che contiene il polo di C) e R il raggio della sfera,

T
per entrambe le curve, & = —~» ovvero =

I
Y:Rcos)\

D’altra parte, ove si immagini di percorrere il parallelo nel senso in cui cresce la lon-
gitudine o, )
ds = Rcos\dy,

talché la (15) si riduce a

L’angolo ¢ varia dunque uniformemente colla longitudine, e decresce di 2 = in un giro
completo. La direzione parallela ad una iniziale prefissata risulta cosi funzione uniforme
dei punti di un parallelo.

Una tale uniformitd non sussiste tuttavia necessariamente per altre curve chiuse:
ad es., percorrendo il perimetro di un triangolo geodetico, ¢ subisce lincremento
2w —¢ (¢ eccesso sferico). Lo si riconosce immediatamente pensando che ¢ resta co-

Rend. Cire. Matem Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 27 marzo 1919, 24
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stante lungo i lati e subisce nei vertici incrementi bruschi rappresentati dai supplementi
degli angoli.

§ 10.

Spazi a curvatura costante — Osservazione sul parallelismo di CLIFFORD.

Vogliamo mostrare che, per gli spazi a curvatura costante **) (di quante si vo-
gliono dimensioni) le equazioni di parallelismo lungo una geodetica si integrano a vista,
proprio come nel caso esaminato or ora di varietd qualunque, ma a due sole dimensioni.

Riferiamoci, per fissare le idee, ad una 7, di curvatura costante = 1, cid che &
lecito senza pregiudizio della generalitd, ogniqualvolta (come nella questione analitica
di cui intendiamo occuparci) non & necessario distinguere il reale dall'immaginario. La
nostra ¥, si pud in conformitd risguardare come una ipersfera di uno spazio euclideo
a n 4 1 dimensioni, rappresentato in coordinate cartesiane dalla equazione

n+1

(16) Z!vy: = I.

Nel caso presente ¢ forse vantaggioso non ricorrere a coordinate intrinseche della
7, immaginandone sia i punt che le direzioni definiti per mezzo dei loro elementi
determinativi nello spazio euclideo ambiente: i punti per mezzo delle loro coordinate
cartesiane y, vincolate dalla (16); le direzioni («), per mezzo dei loro coseni direttori
«,, legati, oltre che da

(17) "Z° ot: =1,

anche dalla condizione

(18) ey =o0

di appartenenza a V, (cio¢ all'iperpiano tangente).

Data in 7, una linea geodetica C, esaminiamo come devono variare le «,(s) lungo
C perché ne rimangano individuate direzioni parallele (in 7). Riprendiamo percid la
(I) del § 2 e notiamo che i vincoli (1) sono ora rappresentati dalla sola equazione
(16). I classico procedimento di LAGRANGE consente senz’altro di sostituire alla (J) le
equazioni esplicite

(19) %, = Ly, (v=1,2 ..., n1),

in cui g designa un moltiplicatore a priori indeterminato.
Se ne deve far sistema colla (18), risultandone cosi definite tanto le « quanto la

¥2) Anche a questo proposito si intendera ripetuta P’avvertenza della nota '©).
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w. La (17) ¢ poi effettivamente compatibile colle (18), (19), poiche da queste segue

nq nq n+I

EZV(Z: - 2Zvcxva; f——t z‘u.zlvavyv = 0.

1

Cib posto, teniamo presente che, ¢ essendo I'angolo fra («) e C,

n+1

!
cosy =3 a3,
I

e che (§ 8) quest’angolo si conserva costante (al variare di s) in virth dellipotesi che

C sia geodetica.
Ora la (18), derivando e badando alle (19) e (16), da

p+cosb =o,
sicché le (19) assumono la forma

r___
&, = — €os q".yv’

e la determinazione dei coseni «, appare ridotta a quadrature. In realtd non ce n’¢
neppur bisogno. Basta osservare in primo luogo che, per cos$ = o, ciot per le dire-
zioni ortogonali a C, risulta «) = o, sicché il parallelismo in V, ¢ caratterizzato dalla
costanza delle «, e coincide quindi col parallelismo ordinario nello spazio ambiente. Quanto
alle direzioni non ortogonali a C, si pud ricorrere all’enunciato finale del § 6 desu-
mendone che la condizione di parallelismo (entro V) consiste nel formare gli stessi angoli
sia con C che con n — 1 direzioni fisse (indipendenti) ortogonali a C, noncht, ben si
intende, tangenti all’ipersfera (16).

Consideriamo in particolare una 7. Il comportamento or ora rilevato di direzioni
parallele, uscenti ortogonalmente dai punti di una stessa geodetica C, rende manifesto
che non c’¢ rapporto col cosidetto parallelismo di Crirrorp. Infatti, se si considerano
o' geodetiche, parallele secondo CLIFFORD, spiccate dai punti di una geodetica C, queste
risultano bensi normali alla C, ma le loro tangenti non sono parallele nello spazio am-

biente *).

§ 11,

Riduzione delle equazioni di parallelismo al tipo emisimnietrico.

Il sistema differenziale (I,) ammette (§ 6) un integrale quadratico. Cid consente

13) Per giustificare questa affermazione, si pud ragionare come segue.
Si ricorda anzitutto [L. Biancar, loc. cit. 1), pag. 446] che le geodetiche costituenti una con-
gruenza di CLIFFORD sono rappresentate parametricamente da formule del tipo

4
® ¥, =4, cos s - sinszpcvpap G6v=12134),
1

dove il parametro s si identifica coll’arco, i coefficienti costanti ¢y, caratteristici della congruenza, sod-
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di affermare '*) che & possibile, con una conveniente trasformazione lineare delle inco-
gnite, ridurre il sistema stesso alla forma emisunmetrica

dz &
(n d_/;h=zikphk7\'k h=1,2,...,n),
caratterizzata dalle relazioni
(20) Pt by =0 hk=1,2,..., 1

fra i coefhcienti (i quali del resto si suppongono funzioni qualunque di s5). All’uopo
basta che la trasformazione lineare fra le £ e le z, attribuisca all’integrale quadratico
la forma canonica

1
D .3} = cost.
I

Per raggiungere concretamente 'intento, illustrando nel tempo stesso la trasformazione
sotto Vaspetto geometrico, conviene procedere come segue.

Da ogni punto P della C, immaginiamo spiccate (con criterio arbitrario) # — 1
direzioni che, assieme a quella di C, costituiscano un’ennupla ortogonale @. Facendo

hesima

corrispondere queste direzioni ai numeri 1, 2, ..., n — 1, indichiamo, per I’ , con

M) (4=1,2,...,n) i parametri) cioé il sistema coordinato contravariante, e con 1,

disfanno alla duplice condizione di emisimmetria (¢yp + €5y =0) e di ortogonalita; le a, (valori ini-
ziali delle y,) sono legate dalla (16), variando del resto (in tutti i modi possibili) dall'una all’altra delle
varie geodetiche della congruenza.

Moltiplichiamo le (1) per Cuv> € sommiamo rispetto all'indice v da 1 a 4. Attese le identita

o CpvCup = — ZchVCP"=_EP~.° (% p=1,2, 3, 4; g,,=0 per uZp ed =1 per . =yp),

si ha subito (cambiando a calcolo eseguito . in v e v in p)

4 t
(2) E PCva’.a = coS § E ,Cvplp — @y sins (v=1, 2, 3 4).
™

s

I coseni direttori di una qualunque delle curve (r) (in un suo punto generico) sono evidentemente
rappresentati dalle derivate delle y, rapporto all’arco:

.
¥y = — aysins 4 cossz_pcvpap,
i

le quali, in virth delle (2), possono esprimersi in funzione delle coordinate y, (del punto da cui si im
magina spiccata la geodetica della congruenza) sotto la forma

4
V= chvp}'p (=1, 2, 3, 4)
1

Siccome il determinante delle ¢yp non si annulla (il suo valore assoluto & 1), cosi a due punti
diversi non possono mai corrispondere gli stessi coseni. E dunque escluso che vi sia una C, da tutti i
punti della quale escano geodetiche di una congruenza di CLIFFORD sotto eguale direzione.  ¢.D.D.

T4) Cfr. per es. DaRBOUZX, loc. cit. ©),
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1 momenti (sistema coordinato covariante). Per uniformitd di notazione, attribuiremo
indice n alla direzione di C che completa 'ennupla, e porremo in conformitd

FRNE — _
(21) x) =AY Z a;x =2, G=1,2, ..., 1)
Varranno percid le relazioni caratteristiche delle ennuple ortogonali

7 .
(22) Zi‘Ah/i )\5") = shk (h’ b= I, 2, ..., n)

col solito significato delle ¢,, (o per h =4k, 1 per b = k).

La Q, e per essa le varie ), vanno naturalmente considerate (al pari delle x;, x)
funzioni note di s.

Cid premesso, ecco come si esplicita la voluta trasformazione lineare. Si assumono
come elementi determinativi delle direzioni parallele, al posto dei parametri £ (o degli
elementi reciproci £) i coseni z, degli angoli che vengono a formarsi in ogni punto
colle direzioni dell’ennupla. L’identitd geometrica ’

$iai=

assicura senz’altro che si arriverd ad un sistema trasformato emisimmetrico. Sviluppiamo
anche il calcolo onde procurarci I'espressione esplicita dei coefficienti p,,.

Le nuove incognite z, sono, per loro definizione, legate alle ') o rispettivamente
alle &, dalle equazioni

(23a) Z.h == Z,‘E(i) )\k/i’
(23b) = Z,-E,-';\(;f) (h=1,2,...,n).

In base alle (22), queste possono essere risolute sotto le forme rispettive

(24,) gV = Z,,m"’

(24‘b) gi - Zka )‘I:/i (i =12 ..., ”)-

Deriviamo le (23,) rapporto ad s, badando alle (I,) [in cui, a norma delle (21),
si scriva A7 per x;], e sostituendo nei secondi membri (a derivazione eseguita), in
luogo delle % (o §"), i valori (24,). Ove per brevitd si ponga

(25.) b= Z dd)\:/' 7\(’) ;/l il I; 7\(” )\”)7\ hk=12,..,n),

si & evidentemente condotti alle (II). Pero i valori (25,) dei coefficienti non mettono
in diretta evidenza il carattere emisimmetrico di cui, per le precedenti osservazioni, de-



IGo T. LEVI-CIVITA.

vOno essere necessariamente domtl Si potrebbe farlo scaturire con trasformazioni ma-
teriali, tenendo conto delle (22) e della struttura dei simboli di CurisToFFEL. Ma la
verificazione si fa pii comodamente, notando che le stesse equazioni differenziali nelle
%, Cui siamo testé pervenuti, si devono pur ricavare operando collo stesso criterio, an-
ziche sulle (23,), (24,), (I,), sulle equivalenti (23,), (24,), (,)- Il calcolo fatto a questo
modo porge per i coefficienti p,, le nuove espressioni

)\(L)

>:

i i)
(25h) pbk_Z k/;+ 3—111S I] )\(1 (h!k——_l’ 25 oy n)-

=3

Dal confronto delle (25,) colle (25,) scende I'annunciata riprova formale.
Infatti, sommando Pespressione di p,, data dalle (25,) con quella di p,, data dalle

(25,), i due 2;,-1 si elidono identicamente (come si constata, scambiando in uno di
essi gli indici 4 ed I), e rimane

" i )\(”
th’: + PH: = Z,( h/‘)( + d h/z)

che va pure a zero, in virti delle (22).
1l sistema lineare (/I) a determinante gobbo costituisce un’evidente generalizzazione
di quello che si incontra nella cinematica dei corpi rigidi per determinare il moto degli
assi solidali, quando & assegnata la velocitd angolare. Circa la teoria di questi sistemi
differenziali rimandiamo ai lavori gid citati nell'introduzione [note *) a 7)]. Vogliamo
tuttavia rilevare qualche proprieta elementare:
° Eseguendo sulle incognite z, una sostituzione ortogonale arbitraria (a coefficienti
dipendenti comunque da s), il sistema trasformato ¢ dello stesso tipo. La dimostrazione

”n
scende subito dall’osservare che lintegrale quadratico >  zj = cost. [la cui esistenza
1

& caratteristica pei sistemi emisimmetrici (II)] conserva inalterata la sua forma quando
si sottopongono le z, a trasformazioni ortogonali.

2° Se la C & geodetica, le equazioni di parallelismo (I,) sono soddistatte (cfr. § 7)
da " == x! = 2\, e per conseguenza [a tenore delle (22) e (23,)] le (II) da

(26) =0 (h=1,2,...,n—1) z,=1
Cio esige
(27) pknzo (h=1,2,..., n~—1),

per qualunque valore di 5. Reciprocamente, se sussistono le (27), le equazioni (II) am-
mettono la soluzione (26), e la C & geodetica.

3° Sempre nellipotesi di C geodetica, la riduzione del sistema (II) in base alla
conoscenza della soluzione particolare (26) &, per cosi dire, automatica. Infatti, in virta
delle (27), le prime n — 1 equazioni (II) somo esenti da z,, e Pne™* si riduce a
dz,

7 - 0.
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4° Qualunque sia C, se si conoscono m direzioni parallele indipendenti, cioe m
soluzioni indipendenti delle originarie equazioni (Z,), si sa dalla teoria generale dei si-
stemi lineari che & possibile una riduzione di m unitd. Vogliamo far vedere che la ri-
duzione effettiva si raggiunge qui ancora in modo semplicissimo. Ed ecco come.

Si comincia (sfruttando l'osservazione finale del § 6) col normalizzare le m solu-
zioni conosciute, deducendone altrettante mutuamente ortogonali (il che si fa con ope-
razioni razionali). Si immagina poi di sostituire all’originaria ennupla di direzioni Q
associata ad ogni punto di C (che comprende la direzione di C e altre #—1 ad essa
ortogonali) una nuova ennupla ortogonale Q% in cui figurino le nostre i direzioni
provenienti per ortogonalizzazione dalle soluzioni conosciute.

I coseni direttori z§ (di una direzione qualsiasi) rispetto ad Q* risultano legati ai
coseni direttori z,, che si riferiscono alla @, da una sostituzione ortogonale. Il sistema
(II), trastormato nelle g5 (che conserva il tipo emisimmetrico), viene cost ad ammet-
tere, per costruzione, m soluzioni distinte del tipo: #—1 delle 7* nulle e eguale
all’unitd. Supposto che questa sia, per le m soluzioni di cui si tratta, rispettivamente

1’ nesima

Ay .y +-+y X5, Sl riconosce subito che deve annullarsi ogni p,, per
h=1,2 ..., n—m k=n—m-4+1, n—m-42,...,n
sicché le prime n — m equazioni trasformate costituiscono un sistema ridotto (sempre
. . . . P %
di tipo emisimmetrico) comprendente soltanto le incognite ¥, *, ..., *_ | ¢ D.D.

§ 12.

Spazi a tre dimensioni.

Per n=3, il sistema (II) & propriamete quello da cui dipende la teoria del triedro
mobile **): non c’¢ che da mettere in luce la diversa interpretazione dei risultati, con
riguardo al parallelismo in una 7, lungo una assegnata curva C. Limitiamoci al caso
pitt semplice, in cui la C & geodetica. Per I'osservazione 3* del § precedente, il sistema
differenziale (II) in z,, z,, %, si riduce in questo caso (a g, = cost., associato) al si-
stema binario

dz, _ . az, _ .
75—_'1)12'\1? ds ““sz’\l'

Attesa la relazione p, - p, = o, si ha l'integrale ¢ 4 7> = cost.; designando la co-
stante con r°, potremo porre in conformitd z, = rcos 3, z, = rsiny, con che si ot-
tiene una sola equazione in

‘E :P (P:—szzpzx).

5) G. DaRBOUX, Legons sur la théorie générale des surfaces, 2° édition, t. I (Paris, Gauthier-Vil-
lars, 1914), Chap. 11, pp. 27-41.
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Come si vede, siamo ricondotti ad una semplice quadratura.

§ 13.

Legame delle p,, coi coefficienti di rotazione di Riccr.

Supponiamo che la C faccia parte di una congruenza (assegnata, ma qualunque)

5 ()

di curve in V. In tale ipotesi le 2!’ e cosi le A, possono risguardarsi come funzioni

uli
.y -+ X,, le quali, lungo C, si riducono, pel tramite delle (3), alle funzioni
di s precedentemente considerate (§ 11).

A questa congruenza, di cui fa parte la C, immaginiamo di associarne altre n—1

di x, x

in modo da costituire un’ennupla ortogonale, coll’unica condizione di identificarsi con
3 - 3 . 3 .") . . . . .
Q nei punti di C; e sieno 2} (x,, x,, ..., x,), X, (%, x,, ..., x,) i rispettivi si-
stemi coordinati contravariante e covariante.
Si avrd cosi, lungo C,
d)‘h/, s— 8)\,,,, — % QLA
ds T 4 “iodx, "’

=i ox, j

e la (25,) (scambiando nel secondo termine i due indici di sommatoria i ed I) potrd
essere scritta

" ; . a)‘ ; o i
b= 00 [ 5 = S TPl
]

Nella -quantitd in parentesi riconosciamo Ja derivata covariante *®) Ayi;s talche, ricor-
dando le formule di definizione dei coefficienti di rotazione,

N 0\
hkn — Zl)\h/;/lk )\
si & condotti alla conclusione
Pk = Yhin (b k=1, 2, ..., n).

Ora si sa che vy,,,ds ammette, in quanto coefficiente di rotazione, I'interpretazione se-
guente: Quando P'origine dell’ennupla @ si sposta di ds lungo C, passando da un punto
generico P ad un punto vicinissimo P’, la direzione b *7) in P’ non rimane in gene-
rale ortogonale alla direzione k corrispondente al punto P, ma forma con essa 'angolo

a1
7 - Yh’mds'

Identica interpretazione compete pertanto a p,,ds, e cosi, anche sotto questo aspetto

16) Cfr. Riccr et Levi-Crvrra, loc. cit. %)
17} Si vuol dire la direzione definita dai parametri A (o dai momenti A,,).
p b ki
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geometrico, si ravvisa nei sistemi (II) la generalizzazione della teoria elementare del
triedro mobile.

§ 14.
Varieta con una congruenza di curve parallele
rispetto a qualsivoglia trasversale.

Sia £,(x,, x,, ..., x,) il sistema coordinato covariante di una congruenza di
curve in ¥, . Vogliamo provarci a supporre che le curve di questa congruenza siano in-
condizionatamente parallele, ossia che soddisfino alle condizioni di parallelismo lungo qual-
siasi linea C. Scegliendo in particolare per C una linea della congruenza, appare intanto
che questa deve essere costituita da geodetiche (§ 7). In generale, tutto si riduce ad
esprimere che le equazioni di parallelismo (in una qualunque delle forme loro attribuite),
per es. le (1), sono verificate in ogni punto di ¥, **) e per qualsiasi direzione X

Dacche, esplicitando le dz%, le (I,) si scrivono
i ! '
le &, dovranno verificare le #* equazioni
9¢,
(28) 5= Zl

le quali stanno ad esprimere che si annulla identicamente il sistema covariante €; primo
derivato del sistema £,.
Dalle (28) segue in particolare

ox;,  0x,’

g, =o Gi=1,2...,mn),

donde apparisce che le &; sono le derivate di una medesima funzione F. Percid la (13),
o, se si vuole, la equivalente

N i) —
3 e e =,
. . !
diviene
AF=1 (A parametro differenziale di 1° ordine),

mostrandoci che le ipersuperficie F = cost. (di cui le curve della nostra congruenza
costituiscono le traiettorie ortogonali) sono geodeticamente parallele.

18) Si intende, al solito, di quel campo di 7, che si considera, entro cui si suppongono soddi-
sfatte debite limitazioni qualitative,

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 27 marzo 1919. 25
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Assumiamo per semplicitd la funzione F come coordinata x , associandole, come

coordinate ‘x , x ., X,_, n— I integrali indipendenti della equazione

Ly -
v(x,, ® =0 (v parametro differenziale misto),

con che le ipersuperficie coordinate x, =cost. (h=1, 2, ..., # —1) sono ortogonali
alle x, = cost. Potremo in conformitd ritenere

{nn)

(29) d" =0 (j=1,2 ..., n—1) a
nonche’

::I,

;=0 (j=1,2 ..., n—1) g, =1;

e le (28) si ridurranno a

if .
]%zo Gyj=1,2,...,m),
nl

o addirittura, badando alle identitd
1’] v — N\ (hn)
ol = Sha a,,

1

e alle (29), alle seguenti:
— 0 Gfj=1,2, ..., n)

if,n

Ove si noti che le (29) equivalgono alle analoghe relative agli elementi reciproci:

(29" a,=0 (j=1,2 ..., n—1), a,=1,
e si tenga presente che
PR da, , 04,; 094a;
w2 \ 9y ox, dx,)’
risulta in definitiva
oa,;
(28’) ax":o G j=1,2, ..., n—1)

"

Le (29") e (28’) mettono in evidenza che il ds* assume la forma

(30) dx; +do,

designandp de* il quadrato di un arbitrario elemento lineare nelle # — 1 variabili x,,
X,y ..y %, {(a coefficienti indipendenti da x,).

Siccome '9) la forma (30) & caratteristica per le varietd che posseggono una sem-
plice infinitd di superficie geodetiche *°), cosi riconosciamo che sono in ogni caso conco-

18) Cfr. J. HADAMARD, Sur les éléments lindaires & plusieurs dimensions [Bulletin des Sciences Ma-
thématiques, t. XXV (1901), pp. 37-40].

29) Si dicono superficie geodetiche quelle (eventuali) varietd a n—1 imensioni immerse in una
V,, le quali contengono tutta intera la geodetica di ¥, , che congiunge due loro punti qualisivogliano.
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mitanti per una varieta V, le due propriets di ammettere o' superficie geodetiche e di
contenere una congruenza a parallelismo completo.

§ 15.

Differenziali di 2° ordine — Determinazioni invariantive — Lemma di Riccr.

In una data ricerca, sieno fissate le variabili indipendenti, per es. x,, X,y oeey X,
Come si sa dal calcolo, & sempre lecito risguardarne nulli i differenziali secondi d*x ,
d*x,, ..., dx,. Una tale convenzione non ha perd carattere invariantivo di fronte
ai cambiamenti di variabili. Infatti, se si sostituiscono alle x; # loro combinazioni indi-
pendenti &, (x , x,, ..., x,), i differenziali secondi

) o',
doa, = Z}.lgx—ja—;cldxidx,

(calcolati in base alla ipotesi d*x; = o) risultano in generale diversi da zero.

Se si associa alle variabili una forma differenziale quadratica, riferendosi per es.
alla metrica di una ¥, (collé notazioni dei §§ precedenti), diviene agevole una caratte-
rizzazione invariantiva. Basta assumere i d°x; (non nulli, ma) definiti come segue:

2 - l
d xt._l_}‘_l_li]i

Dalle equazioni delle geodetiche (§ 7), moltiplicate per ds°, apparisce che tali d*x,
sono quelli che spettano alle variabili lungo la geodetica spiccata dal punto generico
(x,, x,5 ..., x,) nella direzione pure generica (dx , dx,, ..., dx,). Questa inter-

dxl.dxlzo (=12, ...,n).

pretazione geometrica assicura a priori che la convenzione suaccennata possiede il voluto
carattere invariantivo, senza rendere necessaria una verifica materiale, che si potrebbe del
resto effettuare in modo ovvio.

Analogamente per la sovrapposizione di due sistemi indipendenti di incrementi
dx, e dx,. Si potrebbe porre ddx; = 8dx, = o, ma, mentre Iinvertibilitd degli incre-
menti d e § possiede, come facilmente si riconosce, carattere invariarftivo, lo stesso non
¢ delle posizioni ddx, = o. Noi le sostituiremo con

(31) ddx; + Z‘,'z
le quali implicano
(31") ddx, = ddx,,

TN x5 —
i;dx,.bxj._o,

e contengono.come caso particolare, per d = &, le precedenti espressioni dei d*x,.
L’invarianza delle (31), di fronte ai cambiamenti di variabili, pué qui ancora essere
desunta dalla interpretazione geometrica. Basta osservare che, ponendo materialmente
dx, = ¢& (con ¢ costante infinitesima) le (31) si identificano colle (1), talche espri-
mono come devono alterarsi le 8 x,, per effetto dello spostamento (dx , dx,, ..., dx,),
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onde definire direzioni parallele fra loro. Questa proprietd invariantiva, oltre che con
una verificazione diretta, si potrebbe controllare con un elegante artificio formale accen-
nato da Riemann **) e reso esplicito da WeBer *?).

Dalle (31), tenuto presente che

* Jda, I & ) Q] if 'k
do, =3 5dn =73 (gt an)ix = TZM[%; I+ al) g]dxl.,

1

scende identicamente
(32) d) ,a,3x 3x,=o,

ma
come pure
”_ 3
dzl'ikaikdxh x, = o.

Queste relazioni equivalgono al risultato ben noto di calcolo differenziale assoluto
che si annulla identicamente il sistema derivato covariante dei coefficienti 4, della forma
fondamentale (lemma di Rrccr).

§ 16.

Differenziali d’ordine superiore.
Invariante, che compendia i simboli di Riemany,
fornendone nel modo piu diretto I'espressione esplicita.

Mercé applicazione ripetuta delle (31), rimangono senz’altro definiti (in funzione
dei differenziali primi, dei simboli di CHrisTOFFEL, € loro derivate) anche differenziali
superiori del tipo d'ddx,, 8d'dx,, il simbolo d’' dovendo naturalmente trattarsi alla
stessa stregua di d e J.

Non si pud affermare che d'3dx, coincida con 8d'dx;, anz il calcolo effettivo
mostra che cié non é. Le differenze

(33) u‘”—_—d'dei—-Bd'dx,.

posseggono tuttavia la notevole proprietd di costituire un sistema contravariante.

Per dimostrarlo, prendiamo in considerazione un sistema covariante ausiliario p,,
costituito da 7 funzioni delle x (senza intervento di differenziali), e partiamoci dall’os-
servare che (in quanto il sistema p, si suppone covariante)

Zj__pidx,.

2 L c. 2), p. 381.
22 1 c. 2), p. 388,
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\ . . ' . . o . . . . . NS
& un invariante. Lo ¢ quindi (per essere del pari invariantd gli operatori d’ e &) anche
la differenza

C=dd> pdx,—3d'3 pdx,=d'> (Op,dx,+p,3dx)—3 (@p,dx,+p,ddx,).
Sviluppando materialmente, ¢ tenendo presente che, per le (31'),

d' 81’; — Sd’Pn

si ha

G =3 p@bdx, —dddx) =3 pu

1 i . 3 3 . 3
donde apparisce che anche > p 4" ¢ un invariante. Da questa invarianza e dall’arbi-
i

trarietd delle p, (che sono funzioni delle x, vincolate soltanto a trasformarsi con legge

covariante quando si eseguisce un cambiamento di variabili) segue la contravarianza del

sistema %" definito dalle (33). C.D.D.
Risulta quindi invariante

(34) I = Z a3, 078 x,

rappresentando &’ x, un arbitrario sistema di incrementi delle variabili.
Dacché le (31) porgono

d’Sd\ —-_d’z.,z%lil dx;3x,
of/} .
= — Syt ndads — S lan s, 4 av ),

’ - l '
drd = =33 dx s,
o] 1
— 3 S — ﬂ§7i E(deid’x, +dx3d'x),
per sottrazione (dopo aver scambiato b ed ] nella prima sommatoria) si ricava

' = d'de,.——Sd’dxi

a; §’h ]
=Zillz a\f —_ax, dx, d'xIth—Z ;] g(ddst’_de d 1)

Dalle (31) si ha ancora
d’dxi - Zkt g

talché, scambiando gli indici in modo da poter raccogliere a fattor comune 4 X; d'x,8x,,

dx,dx,,

dx,d'x, Sdx, = —ih;
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emerge
o (71), . . s S XY VYL tL(fh

=S apraneo=Laasmns ST
‘e si ottiene infine
(35 ut? :Zxﬂhdxjd'x,r?xh{ji, L b,
designandosi con . _

agllg a)]’?)

i i

. . _tih gl tkz__jbgtfz
(36) i = 3x, 0% +Z‘[_§t%§i$ étE i
i simboli di Riemany di 2* specie.
Ove si passi a quelli di 1* specie col porre

”

(37) gy = Z;a’ik%j 1 lb})

1

la espressione (34) di I, in base alle (35), diviene

n

(34") I=7) . dundxdxbxdx
—j

e mette direttamente in evidenza il carattere covariante dei simboli (37). Se non erro,
¢ questo il modo piu rapido per arrivarvi. Quanto alle proprietd dei simboli stessi, com-
pendiabili nelle formule

ey = = Ay

i = Lo jry
non resta che riportarsi alla trattazione ordinaria, desumendole (la prima immediata-
mente, la seconda con qualche trasformazione) dalle formule di definizione.

Dobbiamo invece rivolgere la nostra attenzione alla interpretazione geometrica del-

Pinvariante I nel caso particolarmente importante in cui i differenziali indipendent si
riducono a due, coincidendo 4’ con d e &' con 3.

§ 17.

Parallelogrammoidi — Base e soprabase.
Sviluppo delle coordinate dei vertici a partire dalla base.

Sia P Q un generico arco di geodetica nella nostra ¥,. Dai punti P e Q imma-
giniamo spiccate due altre geodetiche in direzioni parallele. Esse formeranno (§ 8) con
P Q uno stesso angolo §. Si assumano su queste geodetiche due archi eguali

PP — QQ’::dS,

e si congiungano anche P’ e (' con un arco di geodetica. Si ottiene cosi un quadrao-
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golo geodetico che chiameremo parallelogrammoide designandone i duc lati opposti PQ

e P' Q' come basc e soprabase.

(P) (P
?

! . . .« .
Indicheremo con x¥; x@) x¥ %27 le coordinate dei quattro vertici P, Q, P,

Q’; con &Y, EJ i parametri di du‘ezmne delle due geodetiche parallele nei loro punti

o 1 .

di origine; con S(]i , i valori dei simboli di Christoffel in questi stessi punti.
P 0

Dalle equazioni delle geodetiche, a meno di termini d’ordine superiore al secondo

il

in ds, si ha
(P x4 z00 1L U e
x, +dscy — 2 ds El e Pt;p Sps

(38) , NS SRR ) R
x(;Q)zx(;Q)*l‘dSE(Q')—Td-‘ZS i i( z(é);(é) i=1, 2, iee, B

=
Designiamo con S x, le differenze x/@ — xP, e in generale con df il divario fra
le determinazioni di un qualsiasi elemento (numerico o geometrico) f, passando da P
a Q. Avremo per sottrazione dalle (38)
22— P =} dsde — L oaesy il
¢ X, s s ey
+ 2 it 1

EDED,

Siccome, per costruzione, ds non si altera nel passaggio da P a Q, cosl, ritenendolo

infinitesimo, ponendo per brevitd
0
dx, = 3} ds,

e badando alla (31) per 3 = d, potremo anche scrivere

(39) Dx, = 2" — (f")zgx,.—[—de,.-}—-;gd’xi (=1,2 ..., n).

Di qui appare che le differenze Dx; delle coordinate omologhe dei punt P' e O
sono (colla convenuta approssimazione rispetto a ds) di prim’ordine rispetto alla varia-
zione 3: val quanto dire che, indicando con 8s Parco PQ e trattandolo come un in-
finitesimo (indipendente da ds), le differenze Dx, risultano anch’esse infinitesime di
primo ordine (almeno) rispetto a 8s5. Le (39) ne forniscono pertanto una espressione
che & esatta:

fino al secondo ordine rispetto a ds;

fino al primo ordine rispetto a 3 s.

Dal significato dei simboli d e 3, quali figurano nella (39), scende immediatamente
che, come il 4% anche i 3d e 8d* si esplicitano in ‘base alla (31). Ed & appena neces-
sario avvertire che, a calcoli eseguiti, tutte le funzioni del posto vanno riferite al
punto P.

§ 18.

Lunghezza della soprabase — Curvatura.

Rappresentiamo con a;, i coeflicienti del quadrato dell’elemento lineare in P'. Atteso il
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comportamento testé rilevato delle Dx,, potremo risguardare

(40) > s Dx,Dx,

come espressione del quadrato della distanga P 0", a meno di termini &ordine superiore
al secondo, rispetto sia a ds che a 8.

Giova riportare (colla stessa approssimazione) anche i valori 4, al punto P. Al
Puopo basta sviluppare lungo la geodetica PP', trascurando i termini in ds’; si ha
quindi s

r I 2
(41) Ay = a4y + da.'h + -2"_d dy -
Un analogo trasporto si pud mettere in evidenza in una generica Dx,, aggiungendo'e

togliendo il termine - d*3x; (e ricordando che 3dx, = ddx). Le (39) divengono
in conformita

(39" Dx, = D'dx, — ",

dove

(42) D'¥x, = 3x, +ddx, + +d3x,,

(43) v"":dexi—Sd’x,. (=12 ..., 1),

Come si vede, le 2% sono di terz’ordine (secondo in ds e primo in 8s). Percid la
’ p

materiale sostituzione nella (40), 2 meno di termini d’ordine complessivo superiore al

quarto, dd

ik

PO =Y aD3xD¥x — S e, Dy,
1 3
In base alle (41), (42), e colla stessa approssimazione, il primo sommatorio pud essere
posto sotto la forma
85 L d3¥s* - Sd73 5%

dave

2 : _ ki1 ; R
32 =PQ = ,a,8x3x,;
i
e il secondo sommatoric puod essere ridotio a
$ ()
— 13
f’“ z;k“ak“’ Bxk'
I

Ora, in virth della d3s* si annulla identicamente; lo stesso avviene guindi
y 33 q
di d*%s* Rimane in conformitd

-
(49 PQr=Pr0 —}
ma resta da attribuire ad J la sua espressione definitiva. Questa risnla dalla circostanza

che, a norma delle (43), J si pud considerare come un caso particolare dell'invariante
I definito dalla (34): basta assumervi d' coincidente con d € 8" con 8. Si ha percid
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dalla (34")
(45) J= Z,-,;,;, @ 85,42, 8,8,

Siamo ormai in grado di fornire una caratterizzazione intrinseca della curvatura
sotto la forma geometrica seguente:

Costruito in V, un parallelogrammoide infinitesimo P Q P’ Q', si faccia il rapporto
PO —P Q"
(dsdssind)
fra la differenza dei quadrati della base ¢ della soprabase e il quadrato dell’area del pa-
rallelogrammoide **). Questo rapporto, ciot, in virtu della (44),

_ J
(47) K= (dsdssin )’

costituisce la curvatura riemanniana di V. in P secondo la giacitura del parallelogram-
moide. La coincidenza colla espressione ordinaria ) scende dalla (45).

Una volta riconosciuto che K dipende soltanto dal punto P e dalla giacitura, si ha
dalla (46) il corollario seguente: Tutti i parallelogrammoidi equivalenti che insistono
sulla stessa base (e appartengono alla stessa giacitura) hanno soprabasi di eguale lun-
ghezza.

Vorrei ancora rilevare, dal punto di vista sistematico, che il procedimento ora
svolto, oltre a stabilire una nuova proprietd della curvatura riemanniana, presenta sulla
trattazione ordinaria il vantaggio di evitare qualche sviluppo formale. Di solito infatti
si definisce, in uno dei modi segnalati da Gauss, la curvatura delle 7,; e si passa alle

V,, facendo intervenire le 7, costituite dalle geodetiche di una stessa giacitura. Si ri-

(46) K=

chiede quindi un discreto calcolo per riconoscere che la curvatura riemanniana di queste
V, & data dalla (47).

Se invece si adotta per K la definizione geometrica (46), da un lato riesce pit
espressiva la traduzione analitica che porta alla (47); e dall’altro, valendo naturalmente
la medesima definizione anche per #» = 2, appare manifesto che la curvatura di 7,

desunta da un generico parallelogrammoide coincide con quella di qualsivoglia 7, la
quale (al limite) contenga lo stesso parallelogrammoide.

NOTA CRITICA.

Gii rilevammo nel § 15 che le espressioni (31)

A = (]l
dox, 4 Zf’ ]i

dx.le =0
]

23) Pit precisamente, di qualunque pezzo di superficie a due dimensioni avente il parallelogram-
moide per contorno e tendente a zero con esso.
24) L. BiancHi, loc. cit. *), pp. 341-342.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 28 marzo 1919. 26
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dei differenziali di 2° ordine non differiscono da quelle cui si perviene esplicitando la
comprensiva definizione di Riemanw.

Dallo stesso § risulta altresi che, con queste espressioni dei differenziali secondi,
si ha identicamente (lemma di Riccr):

(48) dds? =dds =dd =3 = o,
dove

n

4 dx 8x,,

e ds*, 85" stanno, ben si intende, per

z

1 n
Zika;kd";d"k e Zikaiﬁxi%xk,
rispettivamente.
In questa condizione di cose non sembra ambiguo il significato da attribuire al

trinomio considerato da RiEmany:
2 2 2%
R=19%ds —243¢ -} &*3 ¢,

e un tale significato, in virtd della (48), implica necessariamente R = o.

Riemany afferma invece #5): « Haec expressio [ciot R] invenietur = J » [avendo J
il valore (45)]. WEBER, nei suoi chiarimenti, si diffonde sul modo di introdurre i dif-
ferenziali secondi *°), ma, dopo averne ricavata l'espressione esplicita, dice semplice-
mente *7): « woraus man leicht den Ausdruck erhilt R = [ ».

Probabilmente, nella R di Riemany, c¢’¢ soltanto un qualche vizio di scrittura, che
ne vela il concetto. Mi lusingo di aver sostanzialmente ricostruito tale concetto, ma
non potei aggiustare il simbolo. Se la cosa ¢ fattibile, sard bene rendere, anche su
questo particolare, piena giustizia al genio di Rieman.

Terminerd con una osservazione circa il calcolo della curvatura con riferimento a
speciali variabili, che & indicato da Riemany **) e sviluppato da WeBer *). Ecco in-
tanto di che si tratta.

Si scelgano coordinate x , x
jl
i
WEBER). Si considerino due sistemi indipendenti di differenziali dx,, dx,, risguardando

.y x, tali che, in un determinato punto P, si an-

29 v

nullino tutti i simboli (cosa sempre possibile, come € ben messo in evidenza da

25) I. ¢. ?), p. 381.
26y Aggiungendo, senza alcuna giustificazione, le condizioni supplementari
42852 =824 = — 2430,

In virth delle (48) (e sempreché si debbano leggere le formule come effettivamente sono scritte),
va tutto a zero.

27) L c. 2), p. 388.

38 1. c. 2), p. 261.

29) L c. ?), pp. 384-387.
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nulli tutd i differenziali secondi d*x,, d3x,, ddx,, 8°x,. Dicansi P' ¢ Q i punti di
coordinate x, 4 dx,, x, -+ dx,; a4}, i coeflicient del quadrato dell'elemento lineare in
P'. Posto in particolare

hid
(8 S )pr = Z“a;,k?\)xh ) Xpy

si applichi alle 4’ lo sviluppo di Tavror rispetto agli incrementi d, fino al secondo
ordine incluso. Con tale approssimazione si ha

I & o'a s
35 =05 4 — 2k dx dxdx,dx

( )P' + 2 Z‘hkilaxiaxl bi 177 R

il 35* e le derivate seconde riferendosi, ben si intende, a P. Come mostra WEBER, per
il modo con cui sono state fissate le variabili, intercedono speciali relazioni fra i valori
delle derivate seconde delle 4,, in P. Tenendone conto, con qualche trasformazione, si

trova

(’3 SZ)P':SSZ“‘

2
I & I l:a’a,,,,z + 0 a; aah/‘ aak,

0x;0x, ' 0%,0X%; T 9x,0x, 0x,0 x;

= dx.dx,8x,8x,
3 STkl 2 g
Il sommatorio si pud risguardare come I'espressione, che, in base alla formula (45),
assume — I, quando si adottano le variabili x particolarizzate come sopra si & detto.
Percid, badando alla (47), ricaviamo

@s)p —3s* 1

(49) (@sdssimyy 3

che Riemany, nel passo citato, enuncia a parole (moltiplicando ambo i membri per 4,
onde mettere in evidenza nel denominatore l'area del triangolo P P'Q).

Vengo finalmente alla mia osservazione.

Detto Q* Pestremo dell’elemento lineare (3 5),. (corrispondente agli incrementi 8 x,),
la (49) si scrive
o IR

! —=__ = —— _K;
(497 (dsdssind) 3
mentre la (46) (cambiata di segno) porge

’ —P, ','2 _ "P—‘Z
46) PO" PO _

(dsdssiny)®

I secondi membri stanno, come si vede, nel rapporto di 1 a 3. La non coincidenza
¢ manifestamente dovuta al fatto che il punto Q' (quarto vertice del parallelogrammoide),
cul si perviene col procedimento invariante, & ben distinto dal punto Q* di Riemany,
definito analiticamente con riferimento a speciali variabili.

Per localizzare il divario sulle formule, giova riferire (come & naturalmente per-
messo dato il carattere invariantivo) anche il nostro procedimento alle speciali variabili
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di Riemann. Le (31) danno allora, in quanto si riferiscono al punto P,
Fx,=ddx, = ddx, = O x, = o;

ma non ne segue che debbano annullarsi nello stesso punto anche i differenziali superiori,
come dd*x,, d*8x,, ecc. I calcolo di Riemann & invece basato sull'ipotesi che si an-
nullino tutti i differenziali d’ordine superiore al primo: ipotesi anch’essa legittima, ma
non dotata di carattere invariantivo (di fronte ai cambiamenti di variabili). Non deve
dunque sorprendere che i risultati sieno diversi; si rilevera piuttosto la fortuita analogia
delle formule (49") e (46'), i cui secondi membri differiscono soltanto per un fattore
numerico.

Padova, novembre 1916,

TuLrrio Levi-CiviTa.




