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Einleitung.

Unter den Modulformen, die in der Zahlentheorie eine Rolle spielen, sind
diejenigen naturgemiiss ausgezeichnet, welche im Innern der oberen Halbebene
regulir sind. Dabei verstehen wir unter Modulform im allgemeinsten Sinne eine
automorphe Form reeller Dimension -—r, welche zu einer vorgegebenen Unter-
gruppe der Modulgruppe und einem vorgegebenen Multiplikatorsystem des Be-
trages 1 gehort. Die so ausgezeichneten Modulformen zerfallen funktionentheo-
retisch in zwei Klassen, deren eine die ganzen Modulformen umfasst, wihrend
die Formen der anderen Klasse in den parabolischen Spitzen der betreffenden
Gruppe Pole besitzen. Das Verhalten dieser Funktionen in den hier auftretenden
singuliifen Punkten wird, wie iiblich, in der ortsuniformisierenden Variablen die-
ser Punkte gemessen.

Die Einteilung der Modulformen in diese zwei Klassen ist insofern be-
deutungsvoll, als die Menge der ganzen Formen eine lineare Schar bildet, deren
Dimension endlich ist, falls die betreffende Untergruppe einen endlichen Index-
innerhalb der vollen Modulgruppe aufweist, withrend es in der anderen Klasse
offenbar stets unendlich viele linear unabhéngige Formen gibt. Betrachten wir
vorab die ganzen Formen, so lisst sich aus dieser linearen Schar eine Teilschar
herausheben, nimlich die Schar der ganzen Spitzenformen, d. h. derjenigen ganzen
Formen, die in allen parabolischen Spitzen verschwinden. Will man also zuniichst

einen Uberblick iiber die ganzen Modulformen erhalten, so erhebt sich hier die
22—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 25 janvier 1932.
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Frage, ob es moglich ist, fiir jede Nebengruppe innerhalb der additiven Gruppe
der ganzen Formen beziiglich der Untergruppe der ganzen Spitzenformen einen
Reprisentanten anzugeben. Dies Problem wird nun, wie Hecke! am Beispiel der
Kongruenzgruppen und ganzzahliger negativer Dimensionen — # gezeigt hat, durch
die FEisensteinreihen gelost, sodass damit die Aufstellung eines vollen Systems
linear-unabhingiger ganzer Modulformen auf die eines vollen Systems linear un-
abhiingiger ganzer Spitzenformen zuriickgefithrt ist. In #dhnlicher Weise lisst
sich die Aufstellung der sidmtlichen Modulformen, welche im Innern der oberen
Halbebene regulir sind, auf die der ganzen Formen zuriickfiihren, indem es auch
hier gelingt, fiir jede Nebengruppe innerhalb der additiven Gruppe aller Formen

beziiglich der Untergruppe der ganzen Formen einen Reprisentanten anzugeben.

Die danach erforderliche Konstruktion einer Modulform, deren Pole vor-
geschriebene Lage und vorgeschriebenen Hauptteil haben, wird durch ein nahe- .
liegendes Prinzip angebahnt, das ich im folgenden auseinandersetzen mochte.
Ich gelange dabei zur Formulierung der fiir die vorliegende Untersuchung wich-
tigen Ergebnisse meiner fritheren Arbeiten?, die den spiteren Entwicklungen in
gewissem Umfange zugrunde liegen, und deren Kenntnis iiberdies die Tragweite
der vorliegenden Untersuchung zu iiberblicken gestattet. Ich bediene mich in
dieser einleitenden Darstellung der Terminologie und einiger einfacher Bestand-
teile des formalen Apparats bei automorphen Formen reeller Dimension (vgl. (4),
§1, 2 und (), § 1, 2).

Es sei I, eine Untergruppe der Modulgruppe I'{(1), I'y selbst Grenzkreis-
gruppe und #>>2 eine reelle Zahl. Ist s eine parabolische Spitze von I, so

gibt es ein 4 = (do a3) aus I'(1) derart, dass

—a
S:——J:A—IOO_
a4

] ! E. Hecke, Theorie der Eisensteinschen Reihen héherer Stufe und ihre Anwendung auf
Funktionentheorie und Arithmetik, Hamb. Abh. V, p. 199.

? a) Theorie der antomorphen Formen beliebiger reeller Dimension usw., Math. Ann. Band
103, p. 369, im folgenden zitiert mit (4), ’

b) Darstellung der eigentlich-automorphen Formen {~—2)-ter Dimension durch eine Art Poin-
caréscher Reihen usw., Math. Ann., Band 1os, p. 206, im folgenden zitiert mit (J),

¢) Ein Fundamentalsatz aus der Theorie der ganzen automorphen Formen, im Druck bei den
Math. Ann., im folgenden zitiert mit (F),

d) Uber die Entwicklungskoeffizienten der ganzen Modulformen usw., Hamb. Abh., Band VIII,
p. 215, im folgenden zitiert mit (&).
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Die Gruppe der Elemente von I'y mit dem parabolischen Fixpunkt s ist zyklisch.
Bezeichnet P eine Erzeugende dieser Gruppe, so lisst sich P in der Form

P AN A, UN:(I N)
O I

schreiben, wo unter N eine gewisse natiirliche Zahl zu verstehen ist. Hine Modul-
form f(z) der Gruppe I, von der Dimension —7, welche zu einem Multiplikator-
system

v(L) mit |o(L)| =1 fir L< T,

gehort, geniigt einer Gleichung

(a) FULA) = (L) (ye 4 0y f(z), wenn L:(“ ﬁ)cu,,

~und hieraus ergibt sich, dass die Funktion g(z) = (a,7 + a,) f(7) die Invarianz-
eigenschaft '
9(P7) = v(P) g(v)

besitzt. Schreibt man

v(P)=e*"* x=1us), o=Sx <1,
so erhellt, dass e TN 9(A~'z) die Periode N aufweist. An dieser Stelle tritt
die erste Regularititsforderung fiir die Form f(z) in Kraft: Man verlangt, dass
sich die etwaigen Pole der Funktion f(z) nicht von innen her gegen s hiufen
sollen. Diese Einschrinkung hat eine Laurent-Entwicklung fiir die Funktion
—27”'1%

eV g(A='7) zur Folge, und aus dieser resultiert eine Darstellung

Az A7
1 2t —»% 2% —

o st el

a7+ a,)

in der B(f) eine fiir hinreichend Kkleines |¢| = o konvergente, nach positiven und
negativen Potenzen von ¢ fortschreitende Reihe bezeichnet. Die zweite Regu-
larititsforderung fiir Modulformen setzt fest, dass die Potenzreihe 9(t) nur end-
lich viele Glieder mit negativen Exponenten enthiilt. Danach ist das niedrigste
Glied in der Potenzreihe PR(¢) in erster Niherung ausschlaggebend fiir das Ver-
halten der Funktion f(z) bei =s; man sieht iiberdies, dass die Exponenten der
Entwicklung von (a,v + ay)" f(7) in der durch Spitze und Multiplikatorsystem allein
eindeutig bestimmten Restklasse » mod 1 liegen.
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Das erwihnte Prinzip, das zur Aufstellung einer Modulform mit vorge-
schriebenen Hauptteil in einer parabolischen Spitze s fithrt, beruht auf dem
Umstand, dass die obige Entwicklung fiir die Funktion f(z) in der Nihe der
Spitze s eine ganz analoge Entwicklung in allen zu s nach der Gruppe I, dqui-
valenten Spitzen nach sich zieht. Ist ndmlich L ein Element von I',, so folgt
aus (a) und (b) die Gleichung

I 27mi ~ # 27i j;'f
0= g pgeraye " #)

mit A =AL= (ZO, 23,) und denselben N, x, P(f) wie in (b). Wenn nun etwa
1 2
ct?, g = 0, das niedrigste Glied in P(t) ist, so wird f(z) bei ——aa’g in erster
X 1

Niherung durch den Ausdruck

278 (w+g) —

© oV T ey o V)= ol DolD),

@
2

wiedergegeben. Diese Tatsache legt es nahe, die Hauptterme (c) iiber die ver-
schiedenen zu s Aquivalenten Spitzen zu summieren, mithin die Reihe

. Mz

e?ﬂl(%"}'g)w
Gorlt; vy A, Ty R)y= 2 -~ o
" ' O L o M) (my T F g

zu bilden, in der Hoffnung, dass man hier eine Modulform erhilt, deren Potenz-
reihe PB(f) in der Spitze s mit dem Glied ¢yt beginnt. Dabei bezeichnet S(A)
Ny My

my mz) aus der Nebengruppe AT, deren

ein volles System von Matrizen M :(

zweite Zeilen m,, m, alle voneinander verschieden sind. In der Tat zeigte eine
genauere Untersuchung folgendes: Betrachtet man die allgemeineren Ausdriicke

Mz Mz

27— % 27u—*7—
Grlz;v; 4, T'y; R)= 2 ii N)

=N (M) (my T + my)

wo R(z) irgend eine auf dem XKinheitskreis regulire rationale Funktion von 2
bezeichnet, so sind diese Reihen
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1) gliedweise invariant gegeniiber der Auswahl des Systems ©(4) aus der Neben-
gruppe AI,

2) besitzen sie, da das Bildungsgesetz in den zu s dquivalenten Spitzen sym-
metrisch ist, als ganzes die Invarianzeigenschaft einer Modulform; sie sind
aber auch

3) im Fundamentalbereich der Gruppe I, bis auf endlich viele Pole, gemessen

in der ortsuniformisierenden Variablen, regulir.

Jetzt sieht man sofort, dass G—.(v; v; 4, I'y; By) in der Spitze s das gewiinschte
Verhalten aufweist, und damit ist, wie eine weitere Uberlegung zeigt, im Falle
dass I', endlichen Index besitzt, wirklich in jeder Nebengruppe beziiglich der
Untergruppe der ganzen Formen innerhalb der additiven Gruppe der in der
oberen Halbebene reguliren Formen ein Reprisentant beschafft. Dasselbe Ver-
fahren liefert iibrigens auch einen Représentanten fiir jede Nebengruppe zu der
Untergruppe der ganzen Spitzenformen. Hier handelt es sich nur noch um die
Aufstellung einer solchen ganzen Form f(7), bei der die Entwicklung von
(ay7 + ay)" f(z) in der einen Spitze s (und folglich in allen zu s dquivalenten Spit-
zen) ein von Null verschiedenes konstantes Glied aufweist, wihrend die Form
in den zu s nicht-dquivalenten Spitzen verschwindet. Solche Formen gibt
es natiirlich nur, wenn x(s)=o0 ist. Dann aber leistet die Eisensteinreihe
G_.(z; v; A, I'y; 1) das gewiinschte.

Grossere Schwierigkeiten bereitet die Aufstellung eines vollen Systems
linear-unabhiingiger ganzer Spitzenformen. Hier moéchte man in Analogie zu
den eben angestellten Uberlegungen vermuten, dass die Funktion

(a7 + ay G—r(z; v; A, [y; Rg), g+ x>0, Rylz)=¢9,

. ) . . 2ni(g+n)£ . .

in der Spitze s wie e ¥ verschwindet; danach wiirde man, falls der Index
von I, innerhalb I'(1) endlich ist, durch Abbauen hinreichend vieler solcher
G (t;v; A, I'; R,) mit v+ x>0 von einer vorgegebenen ganzen Spitzenform
@(r) eine Form erzielen, welche in der Spitze s eine Nullstelle einer so hohen
Ordnung besitzt, dass sie identisch verschwinden muss. Diese Argumentation
ist aber leider nicht stichhaltig, und man kann, wenigstens vorliufig, mit diesen
oder idhnlichen Methoden nichts ausrichten. Zu der Erkenntnis, dass sich jede
ganze Spitzenform aus gewissen endlich vielen der G—,(z; v; 4, I'y; R,) mit
v + x >0 zusammensetzen lisst, gelangt man nur auf einem erheblichen Umwege,
der auf den ersten Blick an dem so naheliegenden Ziel vorbeizufithren scheint.
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Insgesamt erhiillt man unter den Linearkombinationen der Reihen

‘G—T(T; U;AyFO;RV): A’:F(I)a ng: RW(‘?):Zvy

~wo T eine gewisse positive Zahl bezeichnet, die sdmtlichen Modulformen, welche
in der oberen r-Halbebene regulir sind.

In den Fillen » =2 sind die Resultate weit spirlicher. Hier ist das obige
Prinzip in seiner angegebenen Gestalt deswegén unbrauchbar, weil die dabei
entstehenden Reihen nicht oder wenigstens nicht absolut konvergieren, sodass
man die Invarianzeigenschaft dieser Reihen, wenn sie iiberhaupt konvergieren,
nur mit den grossten Schwierigkeiten beweisen kénnte. Das Verfahren, das be-
nutzt wird, um diese Schwierigkeiten zu umgehen, fihrt nur unter sehr ein-
schrinkenden Voraussetzungen zu dem gewiinschten Ergebnis; ich habe bisher

lediglich den allereinfachsten Fall

r=2, I''=T(N), v(L)=1 fiir alle L aus I"(N)

durchdiskutieren kionnen. (I'(N) bezeichnet die Hauptkongruenzuntergruppe N-ter

Stufe, d. h. die Gruppe der L = (;j §) aus I'(1), fiir die

(- Y

N ist eine beliebige, aber feste natiirliche Zahl) Immerhin ist dieser Fall der
wichtigste, denn gerade aus den zugehérigen Formen erhilt man durch Integra-
tion nach dz die Abelschen Integrale der Kongruenzgruppen. Dementsprechend
entstehen auch bei der Ubertragung der fritheren Beweise ausserordentliche
Komplikationen, die sich nur durch Heranziehung eines verwickelten analytischen
Apparates bewiltigen lassen.

Der Ansatz, den ich in den Arbeiten (J) und (F) zu dem genannten Zweck
ausgebildet habe, geht in der Idee Herrn Hecke zuriick, 8. 170 N. 1; um ihn
auf das vorliegende Problem anwenden zu konnen, muss man von den Reihen

2niﬂ)

(@) Gosls; o) = Gsls; 75 4, N; B) = 2 R(e -

M= &(4) (my7 + mg)* | myT + sz

ausgehen. Diese. Reihen sind, wie man leicht erkennt, analytische Funktionen



Entwicklungskoeffizienten automorpher Formen. 175

von s, sobald o==Res > o0 ist. Hs gelingt nun zu zeigen, dass diese fiir 60> o
durch (d) definierten analytischen Funktionen von s bis an die Gerade o= —i

heran fortsetzbar sind. Der Wert der Funktion G—(s; 7) fiir s = 0 besitzt die
Invarianzeigenschaft einer Modulform (—z2)ter Dimension, und man sieht weiter,
dass G—;(0; 7) wirklich eine solche Modulform darstellt, falls nur G—,(0; 7) eine
analytische Funktion von 7 ist. Dies ist nun keineswegs immer zutreffend; in-
dessen zeigt sich, dass G-—;(0; 7) dann und nur dann eine analytische Funktion

von = ist, wenn die zu erwartenden Singularititen dieser Funktion (einschliess~
lich der eventuell auftretenden konstanten Glieder in den Entwicklungen von
(et + d)* G—s(0; 7) fiir die einzelnen Spitzen —cd) eine geeignete Verteilung auf-

weisen; und zwar eine solche, dass die bekannte Bedingung fiir das aus G—;(0; 7)
durch Integration nach dz entstehende Abelsche Integral, eine verschwindende
Residuensumme zu besitzen, erfiillt ist. Fiir unsere Zwecke, nimlich die Auf-
stellung der in der oberen Halbebene reguliren Formen, hat diese Bedingung
nicht viel zu bedeuten. Sie tritt bei diesen Modulformen nur an einer Stelle
in Erscheinung und hat dort zur Folge, dass es keine ganze Modulform (—2)-ter
Dimension gibt, welche in genau einer Spitze eines Fundamentalbereichs der
I'(N) nicht verschwindet; es gibt nur solche Modulformen, die in mindestens
zwei Spitzen des Fundamentalbereichs nicht verschwinden, wobei die Summe der
konstanten Glieder der Entwicklungen in diesen Spitzen gleich o sein muss.
(S. 170, N. 1.) So gelten hier mutatis mutandis dieselben Siitze wie in den Fiillen
r > 2; den genauen Wortlaut dieser Sitze entnehme man den unter S..170 N. 2
zitierten Arbeiten (4), (J), (F).

Aufgabe der gegenwirtigen Untersuchung ist es nun, einen Uberblick iiber
die Entwicklungskoeffizienten der in Rede stehenden Modulformen, welche in der
oberen z-Halbebene regulir sind, zu gewinnen. Es handelt sich dabei um die

oben angefiihrten Entwicklungen PB(f) nach der ortsuniformisierenden Variablen
;AT _

t=¢" ¥ fir die parabolische Spitze s = 7;% = A"1w. Wegen der Transforma-
1

tionseigenschaften dieser Modulformen geniigt es, diese Entwicklung fir die
Spitze o herzuleiten, wo also die ortsuniformisierende Variable die Gestalt

; 7
t= egmN hat; die Darstellungssiitze, die wir fiir diese Modulformen frither er-

halten haben, zeigen ferner, dass es geniigt, die Entwicklung der Reihen
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2niﬂ—ll\71 (v4+%)

Gol; v A, Ly R)= 3

e VM) (myw + mg)"

y ganz rational, aufzustellen. Im Falle r — 2 wollen wir stillschweigend immer
die einschrinkende Voraussetzung I'y= I'(N), v(L)=1 fiir alle L aus I'(XN) hin-
zufiigen und danach an Stelle jener Reihen den Wert der analytischen Funktion

Mz
2l ——v

Gos(s;7; 4, N; R)= 2 o

M 3(4) (my7 + my)? g v+ my [?

im Punkte s =0 zu Grunde legen.

Einen ganz speziellen Fall des hier formulierten Problems habe ich bei
einer anderen Gelegenheit bereits behandelt. In der oben (S. 170 N. 2) zitierten
Arbeit (E) habe ich die Entwicklungen der allgemeinen Eisensteinreihen, d. h.
der Reihen

E  (v;v; A, I')= G (z;v; A, Ty; 1) wo x=0,7r>2

angegeben und die Koeffizienten sowie deren summatorische Funktion dieser Ent-
wicklungen ausfithrlich diskutiert. Dabei ergab sich fiir den Koeffizienten von

amis (nta)
PR , n+1>0, ein Ausdruck der Gestalt

(—2mey — Om, e "

P04 R P I o - v
my+0

wo mit geringen Abweichungen die Bezeichnungen von (E), § 3 benutzt sind.

Dieser Ausdruck entsteht durch eine Art Fourierentwicklung, welche die Invari-

anz der Reihe F(r;v; 4, I,) gegeniiber der Substitution v — 7 + N in Evidenz

setzt. Die Fourierentwicklung liefert den Koeffizienten zunichst in der Form

2ﬂz'(n+n)———j fatw R
o e myN\ e—-27u(n+n)atdw
© N 3 m( 3ot f‘“" AL S
my < f(4) |, | Je Rimy) vlmg, j) &x
m;=+0 o= ®

aus der sich dann die obige Gestalt sofort gewinnen lisst. Diese zeigt ersicht-
lich die Struktur der singuldren Reithen aus der Hardy-Littlewoodschen addi-
tiven Zahlentheorie; zu ihrer weiteren Vereinfachung ist die Kenntnis der v(m,,j)
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und #dhnlich wie bei der Summation jener singuliren Reihen eine ausfithrliche
zahlentheoretische Untersuchung erforderlich (vgl. 8. 170 N. 1 und (E), § 5).
Wenn man jetzt die Koeffizienten in der Entwicklung der Funktion

a, a - 27i
0 3)C1 (1), nach Potenzen von e ¥~ berechnen

G_,(v;v; 4, Ty; Ry), A= (“1 .
will, so muss man sich von vornherein dariiber klar sein, dass man fiir diese
Koeffizienten giinstigstenfalls eine unendliche Reihe der in (e) angegebenen
Bauart zu erwarten hat. In der Tat ergibt sich eine solche unendliche Reihe;
aber iiberraschenderweise treten in dieser Reihe zwei in der Zahlentheorie bzw.
in der Analysis wohlbekannte Funktionen an die Stelle der in (e) wesentlichen
Faktoren

278 () tate

e my N e—2ni(n+n)x dx
Z Y bZW. /‘”’ ’V‘,:"" T
= R(my) U(mh]) N x
T a—®
Von diesen beiden Funktionen wird die erstere, zahlentheoretische Funktion
durch die verallgemeinerten Kloostermanschen Summen

(n+mn)j (vtR)h
an—ﬁ—}f- +2ms O

(f) Wi (05 By = X & o2

j< Rimy) 1)'(7)?/1 ) J)

ersetzt, wo h in einer durch j eindeutig bestimmten Restklasse mod m, N’ liegt;
dieser Ausdruck geht im Falle I'y= I'(N), » = o (mod 1), »(L) = 1 fiir alle L aus
I'(N) in eine der inzwischen von Kloosterman, Estermann, Walfisz und Salié
untersuchten® Kloostermanschen Summen

nj+vh

2 e?:‘tl N

. jmodpul\'
(4, m)=1,j=ay(N)

itber, in der i mit j durch die Bedingung
hj=1+mas(m; N), h=ay(N)

zusammenhiingt. Gleichzeitig wird aber auch das in (e) auftretende Integral

! H. D. Kloosterman, Asymptotische Formeln fiir die Fourierkoeffizienten ganzer Modul-
formen, Hamb. Abh. V, p. 337; Th. Estermann, Vereinfachter Beweis eines Satzes von Kloosterman,
Hamb. Abh. VII, p. 82; ferner A. Walfisz, Zur elementaren Zahlentheorie, Hamb. Abh. VII, p. 132;
H. Salié, Uber die Kloostermanschen Summen S(u,v;q), Math. Zeitschr. Band 34, p. 9I.

23--31866. Acta mathematico. 58. Imprimé le 26 janvier 1932.
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g+ ®»
e—‘.)ﬂz'(n-!—n):cdx
- s r o> 0,
a’

fag—w

durch die Funktion

fa+

. .
—2ri{nt+ne—2at ——

()

ia—® x'
ersetzt, welche im wesentlichen mit dem Wert der Besselschen Funktion

v+xV i+
"’“1(4” NN o, )

iibereinstimmt. So ergibt sich fir den Koeffizienten in der Entwicklung von

G_(z; v; A, I'y; B,) insgesamt ein Ausdruck

s o Wl LT
(g) ntn = Clntn)? 2 L’_f,(w, b 4”] %WX;JLJJ_ ,

in dem # + >0 angenommen wurde, und C eine gewisse Konstante bezeichnet.
Bs ist vielleicht von Interesse, dass die oben erwihnten Ersetzungen, welche zu
den Ausdriicken (f) und (f') fiilhren, in gewissem Sinne analog zueinander sind.
In der verallgemeinerten Kloostermanschen Summe Wy, (n; R,) gilt fiir die dort
gegeniiber (e) neuerscheinende Variable h stets jh = 1(m,). Setzt man formal
Jh =1, so erhilt man als Produkt der im Exponenten auftretenden Summanden
den Wert

2(n+ ) (v + %)

Tar NN'm®*

und dies ist genau derselbe Wert, den man erhilt, wenn man die Summanden

im Exponenten des Integranden von (f’), unter denen ganz analog wie bei den
Kloostermanschen Summen das neue Glied mit% gebildet ist, miteinander multi-

pliziert. Man kann also sagen, dass die Ausdriicke Wiy, (n; R,) in demselben Sinne
2mi(nta) *'jv-,
. . . e My .
eine Verallgemeinerung der einfacheren Summen Z — sind, wie das
' j< Rmy 05 J)

Besselsche Integral (') eine Verallgemeinerung der reziproken Gammafunktion ist.
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Die Grossenordnung der Koeffizienten aniy fillt vollig verschieden aus, je
nachdem »+x%< 0, =0 oder >0 ist, d. h. je nachdem die Form G_,(v;v; 4, 1},; R,)

4 (

in der Spitze - bei Anniherung von oben) exponentiell unendlich wird, wie

ay
eine Potenz unendlich wird oder exponentiell verschwindet. Im ersten Fall gilt,

wenigstens fiir die » einer gewissen arithmetischen Progression, eine Abschiitzung

3
(b) nsy = Cyln + 1) LV (1 4 0(n™2)

mit konstanten ¢,>>o0 und (,, welche eine deutliche Beziehung zu der Hardy-
Ramanujanschen Formel®' fiir die Anzahl p(n) der Partitionen der natiirlichen
Zahl % offenbart. In der Tat ist die Funktion, deren Entwicklungskoeffizienten

diese Zahlen p(n) sind, bei Benutzung einer geeigneten Variablen im wesent-
lichen mit (7)) o identisch, also mit einer Modulform der Dimension + é, wel-

che im Innern der oberen Halbebene regulir ist und in sdmtlichen parabolischen
Spitzen exponentiell unendlich wird. Ahnliche Abschitzungen wie (h) ergeben
sich auch fiir die Entwicklungskoeffizienten einer beliebigen Linearkombination
der G(i_,(t;v; A, 1Iy; R.,), wenn nur fiir mindestens eine der dabei auftretenden
Funktionen »+x<o ist. Der Fall v+ x=o0 ist in (Z) erledig. Im Falle
v+ 2>>0 zeigt sich nun, dass man die sdmtlichen Abschitzungen fiir die Ko-
effizienten der ganzen Spitzenformen, die bisher teilweise durch eine sehr kompli-
zierte Modifikation der Hardy-Littlewoodschen Methode gewonnen wurden®, mit
Hilfe der Darstellung (g) in hochst einfacher Weise wiedererhalten kann. Zu
diesem Zwecke bedarf es tbrigens keineswegs der schirfsten Aussage iiber das
asymptotische Verhalten der Besselfunktionen grossen Arguments; man kommt
im Gegenteil durch Benutzung einer fast trivialen Tatsache genau so weit. Ich
mochte hierzu ferner erwihnen, dass bei allen Abschitzungen, die in der vor-
liegenden Arbeit durchgefithrt werden, eine Einteilung der Summation nach m,
an einer Stelle von der Grossenordnung Vu vorgenommen wird. Dieser Teil-
punkt stellt das Rudiment der bekannten Farey-Zerschneidung dar, wie sie in der
Hardy-Littlewoodschen Methode der additiven Zahlentheorie verwendet wird. Die
Abschitzung der beiden Teilsummen geschieht nach den primitivsten Methoden,

! . H. Hardy and 8. Ramanujan, Asymptotic formulae in combinatory analysis, Proc. Lon-
don Math. Soc., ser. 2, vol. 17 (1918), pp. 75—115.
2 Sjehe S. 177 Fussnote I.
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wenn das Verhalten der Besselschen Integrale (f') festgestellt ist, was miihelos
vonstatten geht. In das Resultat geht, wie bereits bekannt, die Gréssenordnung
der Kloostermanschen Summen Wy, (n; R,) in ihrer Abhingigkeit von m, ein.

Die zahlentheoretischen Anwendungen dieser Sitze sind aus der umfang-
reichen Literatur iiber die Modulformen, deren Koeffizienten eine arithmetische
Bedeutung besitzen, zu entnehmen. Von ihnen ist im folgenden nicht weiter die
Rede. Dagegen kann man den oben miterledigten Fall r=2, I'=I'(N), v(L) =1
heranziehen, um tber die Entwicklungskoeffizienten der Integrale zweiter Gat-
tung der I'(N), welche im Innern der oberen Halbebene reguldr sind, sehr ge-
naune Aussagen zu erhalten. Hier erst zeigt sich wegen der hohen Dimension o
eine weitgehende Analogie zu den Hardy-Ramanujanschen Resultaten iiber die
Partitionenanzahl p(n). Es stellt sich ndmlich heraus, dass der Entwicklungs-
koeffizient eines solchen Integrals zweiter Gattung durch ein lineares Aggregat
von O(V#) Gliedern relativ einfacher Bauart bis auf einen Fehler von der Grossen-
ordnung O(n—&+¢) wiedergegeben wird. Dies Aggregat weist iiberdies analoge
Wachstumsverhiltnisse auf, wie das ihm entsprechende Hauptglied in der Formel
fiir p(n). Die Tatsache, dass der Fehler mit wachsendem » gegen o geht, gibt
einen etwaigen ganzzahligen Koeffizienten zuletzt als nichstgelegene ganze Zahl
zum Hauptglied. Da dies alles insbesondere auch fiir die Modulfunktionen N-ter
Stufe gilt, welche im Innern der oberen Halbebene reguldr sind, so erhilt man
z. B. eine meines Wissens noch unbekannte, in diesem Sinne endliche Darstellung
fiir die Entwicklungskoeffizienten der absoluten Invariante j(z).

Bei der Untersuchung der summatorischen I'unktion der Entwicklungskoeffi-
zienten beschrinke ich mich unter im iibrigen gleichen Voraussetzungen wie oben
auf die ganzen Modulformen von den Dimensionen < —2. Ks handelt sich
darum, die in (), § 3 mit Hilfe der Theorie der Eisensteinreihen bewiesenen
Aussagen iiber diese summatorischen Funktionen zu verschirfen, wobei uns gegen
frither die inzwischen gewonnenen Darstellungssitze fiir die ganzen Spitzenformen
zur Verfiigung stehen. Zum besseren Verstindnis sei zuniichst in Kiirze an die

Ergebnisse von (K), § 3 erinnert. Bezeichnet s;i,(4) die Summe

Sn+n(A) - Z ek-HZ(A)

0<k+n=Enty
der Entwicklungskoeffizienten ¢;1,(4), o<k -+ 7 =n+ 75, der Funktion
E_(r;v; 4, 1), '
so besteht fir diese spi,(4) eine asymptotische Entwicklung der Gestalt
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r r—q
(i) sniq(d) =T, ('n +n+ ;) + D Tn+n; A) (n + 7+ é) + @,

1=g<r—1
wo
j 0 | Olnlogn) fix ganzes r .
(i) n l 0(71) fiir nicht-ganzes » ]

Dabei sind die T,(n + 5; 4) eine Art singulidrer Reihen, welche gleichmissig in

n absolut konvergieren und beschrinkt sind; das erste Glied tritt dann und nur

dann auf, d. h. dann und nur dann ist ¥,0, wenn -;lag ~o(Iy). Die sum-
1

matorische Funktion ¢n4, der Koeffizienten einer beliebigen ganzen Modulform
setzt sich nun, falls I', endlichen Index besitzt, additiv aus einer Linearkombina-
tion der obigen suiy{4) und aus der summatorischen Funktion #,+, der Ent-
wicklungskoeffizienten einer ganzen Spitzenform zusammen. Die leicht zu be-

weisende Abschitzung

(k) oty =0 (12% log n)

liefert zwar unter Benutzung von (i) eine asymptotische Entwicklung der ¢uin
nach absteigenden Potenzen von =+ 7+ ;, es wird dabei aber die Darstellung

(i) gar nicht voll ausgenutzt. Von der asymptotischen Entwicklung des Aggre-
gats der spi,(A) bleiben ersichtlich nur die Glieder stehen, in denen die Potenzen

r—o .
(n +n+ 2) L —g > 7?: auftreten; der Rest, eine Linearkombination der Ausdriicke

—y
Z ig(12+17;A)'-(n+7]+;) + @,

< -—
5 m=g<r—l

wird von ¢y, verschlungen, sodass das Fehlerglied insgesamt die Grossenordnung

0 (n; log n) erhilt. Nun besteht wenig Aussicht, dass man diese Abschitzung (k)
unter den zugrunde liegenden allgemeinen Voraussetzungen in der Hinsicht ver-
schiirfen kann, dass dabei der Exponent von # erniedrigt wird. Man wird im
Gegenteil annehmen miissen, dass die in (£), § 3 so gewonnene asymptotische
Entwicklung der ¢n, im wesentlichen schon die genaueste ihrer Art ist. Wenn
man aber andererseits fir die ¢, anstelle einer Abschitzung ebenfalls eine
asymptotische Entwicklung in Kauf nehmen will, so lisst sich auf diese Weise
tatsiichlich eine erhebliche Verschirfung erzielen. Im § 4 der vorliegenden Arbeit
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beweise ich eine asymptotische Entwicklung nach fallenden Potenzen von n + 7+ ;

fiir die summatorische Funktion p,i, der Koeffizienten der Formen
G_,(t; v; 4, T'y; R,)

mit ¥+ x>o0. Obgleich diese neue Entwicklung ‘eine nicht ganz so einfache
Struktur erkennen lisst, wie die Entwicklung (i), kann man in einem ge-

wissen Sinne doch sagen, dass sie mit einem Glied der Grissenordnung

(n + 0+ ;) log (12 +n+ ;) beginnt, und dass dabei die Exponenten von (n + -+ ;)
von einem Glied zum nichsten um é fallen, wobei iibrigens der Faktor

log (n +n + ;) in den auf dieses erste folgenden Gliedern fehlt. Die Entwick-
lung lédsst sich solange in absteigender Richtung fortsetzen, als die Exponenten
von (az+77 + ;) die Zahl 1 noch iibertreffen. Der Fehler geniigt auch hier

wieder der Abschitzung (j).
" Bei all diesen Uberlegungen bleiben die Fiille

I'n'=T(N), r=2, v(L)=1 fir L=I(N)

ausser Betracht. In diesen Fillen besitzen Haupt- und Fehlerglied die gleiche
Grossenordnung 7 log 7, und es wire denkbar, dass sich die beiden Glieder teil-

weise kompensieren. Ich habe lingere Zeit auch vermutet, dass eine Abschitzung
0 pa= 00=)

mit einem hdchstens von N abhingigen >0 zutrifft. Indessen machen es
verschiedene Uberlegungen wahrscheinlich, dass eine Abschitzung (1) allgemein
nicht richtig ist, d. h. dass sie nicht fir alle ganzen Spitzenformen (—2z)-ter Di-
mension einer gegebenen Stufe N zutrifft.

Die Moglichkeit, diese ganzen Entwicklungen auf beliebige Grenzkreis-
gruppen zu verallgemeinern, ist gegeben, sobald man die dabei auftretenden Kon-
vergenzschwierigkeiten iitberwinden kann. Rein formal erhilt man natiirlich die-
selben Darstellungen fiir die Koeffizienten und deren summatorische Funktionen,
wie in der vorliegenden Arbeit, aber einen exakten Sinn kann ich diesen Dar-
stellungen nur in den Fiéllen » >4 béﬂegen. Immerhin diirfte eine Ubertra-
gung der vollstindigen Theorie auf jede Grenzkreisgruppe moglich sein, deren
Substitutionskoeffizienten ein hinreichend genaun hekanntes Bildungsgesetz befolgen.
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Jedenfalls lassen sich mit den Methoden dieser Arbeit die Entwicklungskoeffizienten
einer gang allgemeinen Klasse von analytevschen Funktionen alletn aus deren Funk-

tionalbeziehungen und Regularititseigenschaften berechnen.

8 1.
Es bezeichne I'= I'(1) die volle homogene Modulgruppe, I', eine Unter-
gruppe von I(1), welche selbst Grenzkreisgruppe ist!; iiber den Index von I
%o a3) eine Matrix

innerhalb I(1) wird vorliufig nichts vorausgesetzt. Ist A = (a a
1“2

aus I7(1), derart dass A—'o parabolischer Fixpunkt von I', ist, N’ die kleinste
natiirliche Zahl® derart, dass A—'U¥ d< Iy mit U= (; i), so bilden wir ein

volles Reprisentantensystem &(4; ) =&(A) von Matrizen M aus AT, deren
zweite Zeilen M = m,, m, simtlich voneinander verschieden sind, indem wir die
Nebengruppe AI, in Klassen von Elementen aufteilen, die sich untereinander
nur um einen vorderen Faktor U*Y, 1 ganz rational, unterscheiden. Ist ferner
N die kleinste natiirliche Zahl® derart, dass UY < I';, so fasse man alle Reprii-
sentanten M aus &(A4; I'y), welche je innerhalb ihrer Klasse so gewihlt werden
kénnen, dass sie sich um einen hinteren Faktor U*Y unterscheiden, abermals
zu einer Klasse zusammen. Man erhilt damit eine Aufteilung des auf diese
Weise abgeinderten Systems &S(4; I'y) in unendlich viele Klassen der letzteren
Art; bezeichnet B(4; I'y) ein Repriisentantensystem von Matrizen V dieser Klassen,

so lidsst sich jedes M aus AT, im wesentlichen eindeutig in der Form
M=U"NVU¥ V< B(4; I,), A, A ganz rational

darstellen. Hier durchliuft ¥V das System B(4; 1)) und A, A" durchlaufen unab-
hiingig voneinander alle ganzen rationalen Zahlen, mit der einzigen Ausnahme,
dass im Falle m; = 0 nur die Summe A+ A’ die ganzen rationalen Zahlen je ein-
fach durchliuft; in diesem Falle ist also bei eindeutiger Darstellung A durch i’

eindeutig bestimmt und umgekehrt. Setzt man V= (}7; 7;), so bedeutet V'=B(4; I,)
1

! Dass diese Voraussetzung im Falle eines unendlichen Index nicht entbehrlich ist, lehrt
eine Untersuchung von G. Bol, Uber einige Substitutionsgruppen der komplexen Ebene, Nieuw
Archief voor Wiskunde, XVII, 1931, p. 56.

* Wenn — AUV 4= Iy, dagegen A'uYa nicht, so erweitere man die Gruppe I
—1
o

durch Adjunktion des Elementes — I = ( _(:); entsprechendes bei v,
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erstens, dass m, < R(4; I,) = K(4), wo K(4; I';) das System aller verschiedenen
linken unteren Elemente m; der Matrizen M aus AI', angibt; zweitens ist durch
die obige Konstruktion fiir jedes m, aus §(4) ein gewisses System NR(m,) von zu
m, teilerfremden Resten mod |m,| N bestimmt dergestalt, dass die ¥ aus B(4; I)
umkehrbar eindeutig auf die Paare m;, j mit m, < &(4), j<= R(m,) bezogen sind.
Tnsbesondere ist die erste Zeile h, & einer Matrix ¥ aus B(A4; I')) durch Vorgabe
der Zahlen m, aus ®(4) und j aus R(m,) eindeutig fixiert. Aus diesem Grunde
soll bei den folgenden Summationen die Bedingung fiir A nicht besonders ange-
geben werden. Die offensichtliche Symmetrie der oben angegebenen Konstruk-
tion gestattet ferner, die Matrix ¥ aus B(4; I) durch Angabe von m; und %
festzulegen. Man erhilt fiir jedes m, ein System N'(m,) von zu m, teilerfremden
Resten mod |m, | N, das die & der 7 aus B(4; I')) bei festen m, genau einfach
durchlaufen. Daher ist die Matrix V aus B(4; I')) durch Vorgabe der Zahlen
my = R(4) und h< N (m,) eindeutig bestimmt.

Nunmehr sei » > 2, v=wv(L) ein Multiplikatorsystem von der Dimension
— o fiir die L aus I,, mit der Eigenschaft, dass stets |v(L)| =1 ist;

7 eine komplexe Variable mit positivem Imaginirteil Jmz > o,
- . e o [ %2
/'] x(w7 /0)7 % % ( a1 ? /U) ’
R,(x) = x”, v ganz rational und = o, falls » = o ist,
vimy, j)=v(V) fir Ve B(4; 1),

. 1-—sgnm
nir 81 oy

Om,=¢€¢ - 2 fiir my, o0,
[2, falls — I< I,
€y — ’
®" |1 sonst

§— J 1, falls eine Matrix + U< AT, & ganz rati.onalxl.
o lo songt J

Fiir die Modulform
. Mz
2708 (v+t2x) 52
G—(z; v; A, T'y; R,) = Z e T
—Tr\Y, ) ] ) £ ”
’ = v(M)(myT + my)

findet man zunichst die Darstellung

s 2ni(v+n)z—z—;§ 2”1.(:;;),}1 .
eode _ Om e ™ T ]
SERE SR N
o(+ UF)(+ 1) e R(A)Im1 Irjczge'(ml) vlmy, j) 4 N mN

myF0
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wo

2mi(v + %) |
NN wmiw + q)]
(@ + g)f ’

(exp z = ¢%).

g=—o

Diese Funktion f(w) gestattet nun fiir » > 1 eine Fourierentwicklung

) F©) = 3 Aol

n=— o
mit

[

exp]k—zni(n—}—n)x— 2rily 1) |

NN'm (o + 2)|

5 = d
An+ 1( ) (w i (L‘)r X
4o +ia ( ' )]
. 2wy + %
exp ¢ — 27wi(n + n)x — oo
—_— e?ni(n-!—n)w NN W/f.’L‘I @ a>0
ar ’ '
—— 41

+w+ia
Im folgenden sollen diese Fourierkoeffizienten, d. h. die Integrale j auf der
—wtia
rechten Seite der letzten Gleichung unter der Voraussetzung » > 1 eingehender
untersucht werden. Wir setzen zu diesem Zwecke

+ widia
6—2:”@1@—27”@
K (uy, ) = T d,
—w +tia

wo ein fiir allemal

v+ %
AL SN
NN'wm}

und bemerken zuniichst, dass
K, (u,, u,)=o fiir "+ n=o0.
Ferner ergibt sich fiir » 4+ 2 > 0 und beliebiges ¢ > 0
Kr(ous, ) = 0" Koy, o).

Wenn also
24—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 1 février 1932.
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_ 1/ Vi M YT L/ |y + % ]Vnt g
= = m n + s 73
]/Iﬂ"l Vl II 1| 77 u= I#l!zl Imll

gesetzt wird, so ist jetst
Koy, o) = @ Krlu, i sgn (v + %)),
und eine einfache Betrachtung zeigt, dass

air

Ko, u)=z2me * Jalqrmy),
(3)
K. (u, —u)= — 2nid,—{—4uwin).

Hier bezeichnet Ji(z) die Besselsche Funktion®

2 1
Jifz) = Iﬁfea (a'_;) o+ g,
271

&
wo Rez >0 und das Integral iiber eine Schleife € zu erstrecken ist, die die
negative reelle Achse in positivem Sinne umliuft.

Bei den folgenden O-Abschitzungen denken wir uns die Gruppe I, die
reelle Zahl r, das Multiplikatorsystem v, die Matrix 4 und die ganze Zahl »
fest gegeben, sodass also die dabei auftretenden Konstanten von N, N, r, 7, %,
v abhingen konnen; die Abschitzungen sollen aber gleichmissig in m, und »
gelten. Ubrigens sind alle Aussagen iiber die Integrale K,(u,, u,) bereits fiir

9 > 1 zutreffend. Zunidchst hat man?

(4) Kr(uy, ws) = Ou, ) = O(n"7Y)

fiir u <¢,, d. h. fir |m| =, Vut+y, ¢,>o.

Von den Konstanten ¢, und ¢, ist jede durch die andere eindeutig bestimmdt.
Eine der beiden kann willkiirlich vorgeschrieben werden. Eine Abschitzung von
K, (uy, uy) fiir grosse u erhiilt man auf dem Umwege iiber die Darstellung (3) aus
der Theorie der Besselfunktionen. s ist nimlich® fiir u > ¢, d.h. 0 <|m,| <
< €y Vn—l—n

! Courant-Hilbert, Methoden der Mathematischen Physik, Band I, Julius Springer, Berlin
1924, Kap. VII, § 2, s. insb. p. 39I.

®1 ¢ 8. 186, N. 1. p. 393 ff., vgl. auch die entsprechenden Betrachtungen in § 2 und § 4
dieser Arbeit.

® Vgl. z. B. G. N. Watson, Theory of Bessel functions, Cambridge 1922, p. 198.
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Ko, ) = 0 (l)

84ﬂM 1
Kr s T = bfr‘ﬁ( + 0()) ?
(o, — u) v\ P

(5)

wo b eine nur von » abhiingige Konstante bezeichnet. Ubrigens kommt man
bei fast allen Uberlegungen dieser Arbeit mit der schwicheren Abschiitzung

(6 K, (u, p) = 0(1) fiar n > ¢,

aus; ein Beweis dieser Abschitzung liegt auf der Hand, wenn man fiir das K,-
Integral den folgenden Integrationsweg wiihlt. Die negative reelle Achse von
— o bis — 1, dann der obere Binheitshalbkreis, im Sinne wachsenden Realteils
durchlaufen, dann die positive reelle Achse von + 1 nach + . In der Tat ist
der Zihler des Integranden fiir x = ¢'¢ gleich ¢—*7# <3¢ hat also auf dem genann-
ten Integrationsweg den Betrag 1.

Aus (4) und (6) ergibt sich nun, falls » + % > o

(7) Kolpy, o) = Ol(n + ny—y)

gleichmiissig fiir alle m, = 0 und alle » mit » +7>o0. Ebenso folgt aus (4) und
(5), dass im Falle » + x <0 unter denselben Bedingungen

(8) K, (le Hfz) == 0((7& + 7])7—1 s Vot 4])

zutrifft; ¢; ist eine positive Konstante.
Wenn man jetzt die rechte Seite der Gleichung

i

f(JT\T + ;’HZTV) = ZKT (ﬂn Mz)e”i(n+n) (Tv B m"l\)

n+n>0

anstelle der Funktion f(lfv—i— %'7— N) in die Darstellung (1) eintriigt, so zeigen die
1 .

eben gewonnenen Abschitzungen (7) und (8), dass man die beiden Summationen

nach » und m; miteinander vertauschen darf. So kommt

G"“r (Ty v, A7 I‘o, -R'v) = ’7;“—‘*—~‘._~»\—w~—-- +

—p O, VVm1 (n; Rw) v+ x ) 27”'%; (n+1)
+N 2 { Z |m1|7‘ KT(%+7)7 NN'm? e .

n+q>0 |mycc R{4)
my =0
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Mit W,,(n; R,) sind dabei die verallgemeinerten Kloostermanschen Summen
W, (n; R,) = W”(n vy A, T'y; Ry) =

Exp {2 mi(n + 1) ;ﬁ,—IN

j < Rimy) U(ml: J)

h
+ 27m(v + x) V“N"

bezeichnet. Als weitere Abkiirzung fithren wir hier den Fourierkoeffizienten

an+yq der Funktion

s inff;l(w/) T i
. [ X Mui nA-1
G- (T; v; A: 1 05 Ra/) O(+ U’ Z Ontn€
n+7n>=0
ein. Es wird also
\ ey Om, Wm, (% 1{ ) v+ x
O @nin = a0 4, Loy R)= N7 20 T e {n g |
m, < KA}
N0
und man erhilt daraus die endgiiltige Darstellung
r—1 Om, Wan,(n; R,) v+xl/n—|—17
iy = Ot )z X I ( NN m|
m, < K{4) 1 1
my=E=0
( ) —r—1 r—1
10 e AT g A
i AT N 2
0—4 1= 27me 2= e
(v+2x) 2

falls v + x>0, sowie

P—1 . . - - [P ——
b= Caln ) 2 3y O Imbi By (—m]/‘”N—“-;Vi‘-l- Vo ’7)

) I my | | my I
m 0
(11)
__7«—1 r—1
Ty V’ 2
0—1:_2717@.”7»“ o 9 (V+%<O).
|v + x| 2

Man sieht iibrigens, dass die Formel (10) allgemein fiir » + % == o richtig ist,

S 1 1

wenn man im Falle » + x < 0 unter Vv +x = (v + %)* den Wurzelwert — ¢ | v+ x|’
=t it r—1

versteht und entsprechend (v +x%) 2 durch e 2 |v+u|? ersetzt. Wir schrei-

ben dann C fiir €4, oder C_;, je nachdem »+ x>0 oder <<o ist.
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§ 2.

Die in § 1 auseinandergesetzte Methode lisst sich auch auf die beson-
ders wichtigen Fille r =2, v(L)=1 anwenden; allerdings stiitzt sie sich hier
auf nicht-triviale Abschitzungen der Kloostermanschen Summen, die bisher nur
bei Kongruenzgruppen untersucht worden sind. Hs bezeichne daher I'(N) die
Hauptkongruenzuntergruppe N-ter Stufe; wir setzen r=2, I'y=I'(N) und v(L)=1
fiir alle L aus I'(N) voraus und haben nun die Funktionen

G—a(0; 7; 4, N; R)), »=o,

T
2
aus (J) in eine Reihe nach Potenzen von e¢ ¥ zu entwickeln. Wir bedienen uns

dabei der Darstellung
G—(0; v; 4, N; Bs) = H,(0; 7) + Hy(o; ) + H,(o; 1),

in der
a1
H,(0; 7) = ¢,de N
—471:2 ® 27”'% n
Hy(0;7) = 45~ 3, nDalo; BTV,
n=1
2,”'M,1,,,, omi ¥
. e N e‘ my, N
H,{o; 1) = o e
d( » MCZ@(A) (m1¢+m2)2
my==0
mit
Wm|(n; Rv)
(12) Du(s; R)= 2 - [, s
my=a,;(N) !
my=+0
ar — (™o m3)
my Ny
Von den Kloostermanschen Summen
: i IR RY
W (n; R,) = > e mN

jmod m; N
JzZag(N), (4, my)=1

weiss man, dass

Ny

Wnl; R)e™ ¥ — 0(|m i+, e>o0
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fiir ein gewisses »,'; also ist stets
o Bo) = 0y J17)
fiir jedes ¢ > 0, gleichmiissig in » und m, (nicht in #), und daher die Reihe (12)

in allen Féllen fiir ¢ > — ; absolut konvergent.

Nun betrachten wir H,(0; 7) und erhalten zunichst

hv .
T (e 2} e AT—2 1 v e (2 ),
(13) H3(07 T),N Z mf . Z f (]V+ mlN)
m, = a, (N) Jj< Rimy)

my=0

WO
[ —2miv |
fH(w) = g PN\ N (w1 g)f
= (@ + g)*

Fiir dieses f*(w) ergibt sich weiter

f*(w) = 2 If;k(‘ul: M2)82nmw

n=1

mit
+ o+ ia

e
—2nit dx
—2 7
K (Mn /*”2) g (e - I) z ’

—wtic
v

@>0, p=mn, By = a5
1

ot
Ersetzt man hier den Ausdruck ¢ @ durch die Exponentialreihe und vertauscht
die Summation mit der Integration, so findet man eine Abschitzung

m'm—kl_

7T m—1
Ki(u, ) = (mlm Z|4 b )

n

2
Ki{py, ) =0 (T)

m;

1 Vgl (J), § 1, p. 216 £



Entwicklungskoeffizienten automorpher Formen. 191

fiir u < ¢, d. h. |m| =,V n. Eine Abschitzung in den Fillen u > ¢, folgt aus
der Darstellung
K3y, ) = Ky(uy, ) + 47°n

und den Formeln {7) und (8):

Ky, ) = Ofn) + o(

Jw

) v >0,

- pe

n
m

nt -
5 ecﬂV"), v << 0,

1

Ky, )= OfnesV ) — 0(

fiir w>e¢, d.h. o<|m|<¢Vn. Auf Grund dieser Ungleichungen kann man

in der Darstellung (13) nach Einfithrung der Fourierreihe fiir f* ( ~ + vﬁ) die

beiden Summationen vertauschen; man erhilt

o~ Wnn; Ry . Y 27in
H,0; )= N z{ 3 Tl B g, M—)} ¥

n=1|m;=a,(N)
my=+0

und daraus

cT+§
208

G_s(0; 7; A, N; R)) —e,de ¥ = H,(o; 7) + Hylo; 1) =

< Wm (n Ry> v 27”'—1; n
J— —2 1 ’ N .
=N Z { Z o K, (n, N.——sz)}e

n=1 |m=a(N)}
m,+0

Der n-te Fourierkoeffizient a, dieser Funktion lisst sich demnach in der Gestalt

On == (ln(A, N; Rv): N2 2 'Wln‘]%—l?w") K, (W *‘??}‘”75)

my=a,(N)
my==0

schreiben. Genau wie in § 1 ergeben sich die Formeln

—27z 1 W, (n; R,) ( Vo VT;)

14 an = = n? o T LA Ui vl e

(14) NV vaal(N) |m1| ' » N Imll

My =40
fiir v > o und

— 2wt 1 W (n; R,) / V| V;?)
e cn2 —a ) T — —_—
SNV, 2 Jl({ N Tl
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fiir v < 0. Wenn man im Falle » < o unter Vv die negativ-imaginire Wurzel
— ¢ V| v| versteht, so gilt die Formel (14) allgemein fiir » 4= 0. Damit ist gezeigt,

dass unter der Voraussetzung
Iy=I'(N), r=12, o(L)=1 fiir alle L aus I'(N)

genau die entsprechenden Darstellungen bestehen, wie sie in § 1 abgeleitet wurden.

§ 3.

Bei den nun folgenden Abschitzungen der Fourierkoeffizienten as+, spielen
die Kloostermanschen Summen eine wichtige Rolle. Im allgemeinen ist fiir diese

die triviale Abschitzung

| WO (n; v; A, To; Ro)| = |my| N

die schiirfste, die man kennt. In den oben erwihnten speziellen Fillen dagegen
sind nicht-triviale Abschitzungen bewiesen worden, d.h. Abschiitzungen von der

Form

(13) W (n; 03 A, I'y; Ba) = O(|my )

mit einem festen 1 <C 1, welche gleichmiissig in » und m, gelten. Wir wollen
fiir das folgende eine Abschiitzung (15) mit A = 1 voraussetzen, um die Fille
r > 2 und r =2 gemeinsam behandeln zu konnen.

Zunichst zerlegen wir die Summe auf der rechten Seite der Gleichung (9)

in zwel Bestandteile derart, dass
ptq = Qntn T Qn 4,
> Om, Wi, (n; R») v+ x

Im 2l T R e+, s
EAG ( T NN'w)
my < K{4)

o=<ml<eVutn

r —
Ont g == N

antq= N7 > O, Won, (;_Ro) K, (n +q, ﬂ’_’%) )
e R(4)
tmlzeVn +7

Aus (4) folgt nun, wenn 7 — oo,
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' 1 —Lir—im

! — A\l .. o r—z

tnpy= Ot > i) = 0 (fn’ Tpo2 )
mzel n+ n

rltd
= ()(n 2 )

Fiir das erste Glied a'n:, erhilt man in den beiden Fillen v+x>0 und »+x<<o
vollig verschiedene Grossenordnungen. Ist v+x>>o0, so zeigt (6), dass

r—1
K, u) = 0 = 0((" +a) 2 |y | _1) .

Daher gilt fiir n—
r—1

I »r'—l I3
’ i o
Auyr=0|n? Z, 0\ ?on?

mi*

w“m< el uty

falls 2 > o, also ingesamt
r—144
(16) o002 )

fir »+ x>0, A>0, n— 0.

Verwendet man an dieser Stelle die schiirfere Ungleichung (3) anstelle von
(6), so sieht man, dass fiir 2 >0 kein schiirferes Resultat herauskommt. Nur in
dem sehr unwahrscheinlichen Fall, dass die Kloostermanschen Summen eine Ab-
schiitzung O(n, [) fiir jedes &>o0 gestatten, konnte man durch Benutzung von
(5) unter Umstinden eine geringfiigige Verbesserung der Abschiitzumrg erreichen,
etwa von der Art, dass der Exponent einer Logarithmuspotenz erniedrigt wird.

Wenn man dagegen die Grossenordnung von a'ut, fiir » 4 » << 0 ermitteln
will, so muss man die Aussage (;) iber die Besselfunktionen negativ-imaginiiren

Arguments heranziehen. Danach hat das einzelne Glied in der Summe

= »: By 'WALETIIE Y.
dig=Cln+q)® % ™ Wl Bo) 7| (*4”’7 I/ I?W/f‘l " ‘n)

m NN m

e | ny] | ny ]
o< ml<eVncr

die Grossenordnung

r—1 1 T
o Ty e b nt oy
(e -+ m) 2 e , €;>0,

25—31356. Acta mathematica. 58. Tmprimé le 1 février 1932.
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vorausgesetzt natiirlich, dass die Kloostermansche Summe W, (n; R,) fir das
betreffende Glied nicht verschwindet; es lisst sich aber auch leicht zeigen, dass
die ganze Summe und damit an+,, wenigstens fiir die % in einer gewissen arith-
metischen Progression, diese Grossenordnung besitzt. Um dies einzusehen, ord-

nen wir den vollstindigen Ausdruck

7‘_1 o SR N
_ T Om, Wi, (n; R)) . |1/ + % | Vi + i
An+q = C(% + 77) Z ' m, I Jr—1 (—- 47T NN |m1 |
m\;l:fo(A)

nach wachsenden |m,|, indem wir folgende Festsetzung treffen: Es bezeichne m
eine nattirliche Zahl. Wenn

1) weder m noch — m in R(4) liegt, so sei
Xpn = Xnln; 4; R,)=o0.
2) Wenn m< R(4), nicht aber —m, so sei

X = Xn(n; 4; R)) =06, W (n; v; A, I;; R,).

m

3) Wenﬁ —m< R(A4), nicht aber m, so sei
N = Xm(n; A5 R,) = 0 W, (n; v; A, Ty; Ry).
4) Wenn sowohl m als auch —m in R(4) liegt, so sei
Xon= Xnn; 4; R) = on Wi(n; v; A, I'y; R.) + 0_n W (n; v; A, I'y; R,).

Aus diesen Festsetzungen folgt

r—1 o e
— <« Xnln; A4; R, . +x|Van+
(17) g Oty 2 3 el ARy ( 4m]/|LNN’f_| 12)

m

m=1
Wiiren nun simtliche Gréssen X, == X,(n; 4; R,)==0 fiir alle natirlichen m und
alle # = 0 mit » + 5 >0, so wiirde sich die Funktion G—(z; v; 4, I'y; R,) und ent-

2 (v+x) z

sprechend G_5(0; 7; 4, N; R,) auf einen Ausdruck der Form (e ¥ mit
konstantem (' reduzieren, was mit der Invarianzeigenschaft dieser Funktionen
offenbar nur vertriglich ist, wenn C’ verschwindet. Dies aber wiirde der Tat-
sache widersprechen, dass die in Rede stehenden Funktionen in einer Spitze
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einen Pol haben. Es gibt also ein kleinstes »>o0, sodass Xu(n; A, R,)=Fo0 fiir
gewisse natiirliche m. Wir fixieren dieses minimale n=1m,>0 und dazu das-

jenige m=my,, fir welches

Xn(ng; 4; Ry =0, wenn 1 =m<my, Xm(ny; 4; R)==o0.

Nun folgt aus der Definition der verallgemeinerten Kloostermanschen Summen

unmittelbar, dass
Xlng; A; Ry)= Xu(ny; A; R,), falls n,=mn,(mN),

und hieraus ergibt sich

Xp(n; A; R)=o0 fir n=nyim,! N), 1=m<m,,

Xm(n; 4; Ry)+0 fir n=ny(m,! N).

In den n=mn,(m,! N) ist die gesuchte arithmetische Progression gefunden. Der

mit einem solchen » gebildete Ausdruck a,i, geniigt einer Abschitzung

r—1 .
tnsqg=C(n+1n)* Xony(19; A, Ro) )

My
' NN Vo Ax/ Ty
(18) * br * ‘l/i‘zjj"y_ 1 ‘lﬁ/inf ngo NN V K (I + O (f‘ /,__l.;, ))
V+X|Vn+7] Vo +q
LA A Vi 1
:02(n+17)2 466 +1(I+O(W 2))» 02:":07 04>Oa

wenn v + x <0, n=mny(my! N), n— . Andererseits ist

r—1 .
On, W (n; R, : + x|V +
(19)  @wsn=Clutn) > 3 LT% )Jr—l('—47”'_| [» + «| 72—17) +
my < R(4) 1
0<|m,|<can—+n

fiir v 4+ % << 0, beliebiges ¢, >0, n—> 0.

Mit denselben Schliissen lidsst sich beweisen, dass auch die Fourierkoeffi-
zienten einer Linearkombination aus endlich vielen der G-_.(z; v; 4, I'y; R.),
v+ %<0, baw. G_3(0; 7; 4, N; R,), v<<0, einer Abschiitzung (18) geniigen. Man
betrachte eine solche Linearkombination, deren Elemente G_, bzw. G—, sich nur
in der Wahl von 4 und » unterscheiden, also einen Ausdruck
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!
7) = D PiG—(z; v; i, Ty; R,), »+wm<o

=1

bzw.

!
— D P,G—5(0; 7; Ai, N; R,), w<o

i=1

mit konstanten P;. Bei allen diesen Funktionen G_, bzw. G_; stimmen die
Werte N und 7 fiir die verschiedenen ¢ miteinander uberein; jedoch konnen die
bei der ¢-ten Funktion auftretenden Zahlen N';, x;, »; fiir verschiedene ¢ verschie-
den ausfallen. Aus (17) erhilt man zunichst durch Bildung der Linearkombina-
tion auf beiden Seiten der Gle‘ichung eine Hntwicklung fiir den Fourierkoeffizien-
ten an+, von A(z), n+5>0. Diese Entwicklung ordnet man nicht nach wach-

. . . . [+ !
senden m, sondern so, dass-alle Glieder mit gleichen I%VN;{I . ;;; zusammen-
Z
gefasst werden. Bedeuten
)“1? )“27 ).43, ey /:g, Cee lg>lg+1,
die verschiedenen unter den positiven Zahlen
I'V?erl-i 1=, m=1,2
NN,i m7 =t=10 ) )3)"':
so ergibt sich eine Darstellung der Form
an+n 7/&+ ’!7 Z J;_1 47(’0%;, V?i'gﬂ) s
Y . . . . . e ( Alr R )
wo Y,(n) sich aus endlich vielen, niimlich héchstens [ der - - '—«;{ﬁm - in

einer von 7 unabhiingigen Weise linear kombiniert; die dabei verwendeten m
sollen mit m,(g), my(g), ..., milg) bezeichnet werden, (#=<7). Nunmehr schliesst
man wie oben, dass zunichst Y,(n) nicht identisch in g und % verschwinden
kann, wenn _Z(z) nicht identisch verschwindet. (Ubrigens muss die Punktion .4(7)
wirklich mindestens einen Pol in einer Spitze aufweisen, wenn sie nicht identisch
verschwindet.) Dann wihlt man das minimale n=n,=0 (% + 1> 0) mit einem

dazu gehorigen natiirlichen g=g,, sodass

Yy(ng)=o0 fiir 1=g<<gy, Ygln)=o0.
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Aus Y, (n,) = Y, (n,), wenu n, = ny(m, (g) - ms(g) ... m(g) - N), erschliesst man die
Existenz einer natiirlichen Zahl K mit der Eigenschaft

Y,(n)=o0 fir1=g<g, n=mn(KN)

. Yy, (n) += o fiir » = n,(KN).
Jetzt folgt

a
3

7 1
2

(20) aniy=Cy(n+ 1) Ze”sV"JfTY(I + O(n_é)), Cy==0, ¢;g>0

fir n=n,(KN), n— .

Zusammenfassend hat sich also ergeben:

Satz 1. :

Es sei I', eine beliebige Untergruppe der Modulgruppe I'(1), von endlichem
oder unendlichem Index; I', sei jedoch selbst Grenzkreisgruppe. Ferner sei
r=2 und o(L) ein Multiplikatorsystem von der Dimension —r fiir die L aus
I, derart, dass Jvo(L)]=1 fiir LeTI,. Wenn r=2 ist, werde einschriinkend
vorausgesetzt, dass I'y=I'(N), v(L)=1 fiir alle L aus I'(N). Um die Entwick-
lungskoeffizienten der Funktionen

2 7 Rk (w4}

7
G—.(v; v; A, I'y; R))= Z o

M ey Y (1) (m1 T +7m2? ’

r>2

und
G—2(0; 7; A, N; R,) = Wert der analytischen Funktion

27— »
N

G—s(s; 7; 4, N; R,) = 2 ¢

bl ft @(A;['(N))(ml'r -+ m2)2|m11 + my |*

T
278~ .
von s im Punkte s=o0 nach Potenzen von ¢ ¥ zu erhalten, spalten wir von
diesen Ausdriicken das Glied mit m; =0 ab, falls ein solches existiert. Die

Fourierentwicklung der genannten Funktionen gewinnt dann die Gestalt

2ni f%(j (v+x)

T
€y de y 2 7t & (n+mn)
00T+ D e !
o(x U)(£1y T, A, ’

wo fir v + x == o0

r—1

(1) apig=Cln+m)t 2 ™ Wouloi Bl (w]/wzvj}v;f ‘VTU)

m = f(4) |m1| my|
my 0
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Hier bezeichnet C eine gewisse Konstante [Gleichung (10), (11)], Wy, (n; R,) eine

der verallgemeinerten Kloostermanschen Summen’

2 mid (n+) e h(v-!—jf)
Wy (; Re)= W (n; v; A, Iy; B)= e my __m¥
1 b my ) ) ) y jc %(Ml) v (Wll, J)

und J,—i(2) die Besselsche Funktion des Index r—1. Fiir v + x<o0 ist Vy +
als — ¢ V|v + x| definiert; die tibrigen hier auftretenden Symbole sind zu Beginn

des § 1 erklirt. Zur genaueren Untersuchung dieser Oty werde
Wil (n; vy A, To; Ba) = O(|myl)

mit einem festen positiven 1 = 1 fiir festes Iy, », v, A, » und gleichmissig fiir

wachsendes |m,;|, » vorausgesetzt. Dann gilt fir n— o

r—14+4

an+n:0(n 2 ), falls v + x> o;

ferner, falls » + x < o,

r—1
—e Om, W, A7) B,

Antq = Cln + n) ? 2 |n:"(| )
my R (A) 1

o<|myl<c: ¥V n+q

1y o+ o1 i ) ( !.‘Tltf-)
T | — , ooy 2
J, 1( 47T NN |m]| 4+ O0\n

fiir n-— o und jedes beliebige aber feste ¢, >0; dariiber hinaus besteht, wenig-
stens wenn # innerhalb einer gewissen arithmetischen Progression ins Unend-

liche lauft, eine Abschitzung

antn= Cy(n + n)g_%ecﬂ/m (I + O(n~%)), (v + % < 0);

Cy==0 und ¢,>o0 sind Konstanten. Bezeichnet .4(z) eine beliebige (nicht iden-

tisch verschwindende) Linearkombination von endlich vielen der Funktionen
G (t; v; 4i, I'p; Ry) bzw. Gs(0; 7; 4:, N; R,), vi + ws <o, 150 =1,

und ayt, den Fourierkoeffizienten mit der Nummer » + 5 >0 von (), so gilt

auch fiir diesen eine Abschitzung

>

3 - _1
anin= Cy(n + gt *esVnvu (I +0 (n 2))
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mit konstanten C; <=0, ¢; >0, falls » innerhalb einer gewissen arithmetischen
Progression ins Unendliche lauft. —

Diese Tatsachen gewinnen eine besondere Bedeutung fir die Untergruppen
I, von endlichem Index innerhalb I'(1), weil man weiss, dass sich in diesem
Falle jede Modulform, welche im Innern der oberen Halbebene regulir ist, aus
den G_,(z;v; 4, Iy; R,) baw. G_3(0; 7; A, N; R,), » ganz rational, linear zusam-
mensetzen lidsst.! Ubrigens bendtigt man hierzu von denjenigen dieser Funk-
tionen, deren ¥ + % > 0 ist, nur eine beschrinkte Anzahl. Es gilt also mit den

Bezeichnungen von Satz 1:

Satz 2.
Ist I, von endlichem Index innerhalb I(1), f(z) eine zu I'y und dem Mul-
tiplikatorsystem v gehorige Modulform der Dimension —#, so lassen sich die

o .
Koeffizienten ¢4y, #-+17 >0, der nach Potenzen von eM ¥ fortschreitenden Reihe
fiir f(zr) aus endlich vielen der Ausdriicke (z1) fiir die @n+, und aus den Ent-

wicklungskoeffizienten

mir Jnt+n)
(22) ORI R
22 eninld) = i —(n + 9y~ s —
nn N r{r) 7 M R(4) lmll'jc % (my) v(my, j)

m;=+0

der Eisensteinreihen

G_,(t; v; 4, Iy; 1), x=0, (r>2),

in einer von # unabhiingigen Weise linear zusammensetzen. Im Falle =2
treten gewisse Teilersummen, die Entwicklungskoeffizienten der p-Teilwerte an
die Stelle der eni,(4).> Von den Ausdriicken (21) mit » + » > 0 und den
enin(A), bzw. diesen Teilersummen bendtigt man nur eine beschrinkte Anzahl.
Verschwindet f(z) in allen Spitzen, so lisst sich ¢a4y als Linearkombination einer
festen Anzahl der @n4y = Gnin(4) mit ¥ + x>0 schreiben, und es gilt

r-1+2
Cnaqg=0\n 2 ], n—> oo,

Ist dagegen f(z) in allen Spitzen regulir, ohne in allen Spitzen zu verschwinden,

so tritt zu einer Linearkombination der dnin, ¥ + % >0, von der genannten

L (F), Satz I und IT.
21, 8. 170, N. 1. Satz 5, p. 209.
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Art eine solche der endlich vielen en4,(4) bzw. der diesen im Falle r=2 ent-
sprechenden Teilersummen hinzu, und es besteht also eine Abschitzung

r-1+4
Cnin=etnsn+ O\n % |, n— oo,

WO €nty diese letzterwihnte Linearkombination bedeutet. Ist schliesslich f(z) nicht
in allen Spitzen regulir, so gehen die an4y(4) mit » + x <0 in den Ausdruck
fiir euyq ein, und man erhilt zunichst fiir die » einer gewissen arithmetischen

Progression

P

r_3 _1
Cntqg = Cy(n+n)? *ecﬁV"”(IJrO(n 2)) n— 0,

wo U; 0 und ¢; > 0 gewisse Konstanten bezeichnen. Eine genauere Darstel-

lang entsteht in diesem Falle, wenn man diejenige Linearkombination . (z) der
G_.(z;v; A, Ty; R)), v+ x <o, baw. G_s(0;7¢; A, N; R,), » <o,

aufsucht, fir die f(¢z)— .4(z) eine ganze Modulform ist. Diesem .Z(z) entspricht
eine in gleicher Weise gebildete Linearkombination a;., der

p—1
, - Om, W, (n; R,
G )= O+ g7 3 O limlift,
m R (4) 1
0<Imll<chﬂ'ﬁ
A v Vot
I ) (-4”31/ NN lml'l“' y v+ x <0,

derart dass
Catn = a;:+n +e:+n+ 0(" ? )y r—>0. —

Die Tatsache, dass sich jede algebraische Funktion eines algebraischen Ge-
bildes- aus Integralen erster und zweiter Gattung linear zusammensetzen lisst,
fiithrt nun mit Hilfe von Satz 2 auch zu Darstellungen der Fourierkoeffizienten
der Modulfunktionen N-ter Stufe, welche im Innern der oberen Halbebene re-
gulir sind. Wir formulieren den aus diesem Zusammenhang entspringenden
Sachverhalt gleich fiir die im Inneren der oberen Halbebene reguliiren allgemei-
nen Integrale zweiter Gattung der I'(N).
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Satz 3.

Es bezeichne ¢(z) eine Modulfunktion oder ein allgemeines Integral zweiter
Gattung der Stufe N; ¢(z) sei jedoch im Innern der oberen Halbebene regulir.
Die Entwicklungskoeffizienten ., »>o0, der Funktion ¢(z) lassen sich in der-
selben Weise aus den Reihen

i1 . R, Va
— 2 Z Wm\(n7 ) QT1 (4 T V’l{ . *’ﬂ“), P _—_%_—_ o)
e (N) [y N |m
my+0
‘linear kombinieren, wie sich die Form ¢’(z) von (— 2)-ter Dimension aus den Funk-
tionen G_y(0; 7; A, N; R,) linear kombiniert. Man bendtigt also insbesondere

nur beschrinkt viele solcher Ausdriicke mit ¥ > o, deren Beitrag nach Satz 1

die Grossenordnung O(n—8 +£), e >0, aufweist. Bildet man hier diejenige Li-
nearkombination 4(z) der G—s(0; 7; 4, N; R,) mit » <o, fiir welche ¢'(7)—_4(z)
eine ganze Form ist (die dann iibrigens von selbst in allen Spitzen verschwin-
det), so entspricht diesem .Z(7) eine in gleicher Weise gebildete Linearkombina-
tion «; aus endlich vielen der Ausdriicke

1 R o s . _
,;I_ n_é‘ 7W’mv(n, R/V) J1 ( 476le1},| Vj'?i)’ y < O,
Vl”l my=ay(N) Imll N |m1|

o<|myj<ec ¥V n

derart dass

. —=+e
a,.,:aii—}-()('n 8 ), &> 0.

Uberdies ist fiir die »# einer gewissen arithmetischen Progression

Op == 04n-i_ecﬁ‘/ﬁ(l + ()(n—%)), n—> 0,

mit konstanten €, <=0 und ¢; > 0. —

Damit ist insbesondere gezeigt, dass die Entwicklungskoeffizienten an eines
om Innern der oberen Halbebene reguldren Integrals zweiter Gattung @(z) der Stufe
N durch Angabe der Hauptteile von ¢ (t) in den Spiteen bis auf einen Fehler von

1
der Griossenordnung O (n gﬂ) esndeutig bestimmi sind. Der Niaherungsausdruck
an besteht aus jeweils endlich vielen, nimlich 0(Vn) Gliedern relativ einfacher
Bauart. Befindet sich unter den «, eine Teilfolge @y, 2=1, 2, ..., ganzer ratio-

26—231356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 1 février 1932.
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naler Zahlen, so ist ay, zuletzt mit der zu ey, nichstgelegenen ganzen Zahl iden-

tisch. Diese Voraussetzung ist fiir die Folge aller Entwicklungskoeffizienten
der absoluten Invariante j(z) im wesentlichen erfiillt, indem 12%j(z) lauter ganz-
zahlige Entwicklungskoeffizienten besitzt. Man hat hier

=<

j(’[) — é —2m‘¢+ Z anehﬂint’
n=0

wo 12°e, ganz rational ist. Andererseits zeigt eine einfache Betrachtung, dass
123 (7) = — wi G (0; 7; I, 1; R—y),

woraus fiir »=1

!
wTE —
(23) Un = 8" 2

< Wi, Vn
2 o] T\ T4 g
mek0 |1 1

folgt. Dabei bezeichnet W,, den Ausdruck

27”,jn—h
Wi, == 2 e m by = 1{(m,).
jmodm,
(g, my) =1

Fiir alle » oberhalb einer gewissen festen Schranke gilt also

1
Oy =— "=
CEPERAT

wo v, die zu

_1
win 2

W, Va
2 T ]
0<|ml<c;Vn ! !

niichstgelegene ganze Zahl angibt. Uber die Grossenordnung der e, bei wach-
sendem 7 weiss man nach dem Vorangehenden, dass
3

(24) an=Cyn *euVrn (I + 0 (n_ %))

mit konstanten C;=0, ¢,>0, wenn = die Zahlen einer gewissen arithmetischen
Progession durchliuft.
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§ 4

Bei der nun folgenden Untersuchung iber die summatorische Funktion
Pniq d€r @riq, 0 <k + 5 =mn -+ 7, konnen wir uns insofern kurz fassen, als ein
Teil der Rechnung bereits in (E), § 3 fiir das entsprechende Problem im Falle
der Eisensteinreihen durchgefiihrt worden ist. Bezeichnet f(z) die Funktion

2 i iNC (v+2)

A 2 i (k)
T=G_7,z;fu;A,1";Rv—ed——:‘f= arine N ,
f() ( 0 ) 0 U(i []\)(i I)r k+n2>0 k+’1

wo ¥+ x>0, > 2 vorausgesetzt wird, so betrachten wir die Awusdriicke

Ntia
] f(’[) e—2mm+n)
DPniqg= 2 At == .

o<k+m=n+ 2t
7 ] Y I —e ‘N

) a

=y

und erhalten fiir diese mit der oben erwihnten Methode die Darstellung

—1 a+1e2mw1%%h“ I vt
Pt = 5 i ’ ~v(i1, o) Bras (n T 2’ NN') "
(25) . 2000 B
2 nzN" Z Z |m1| — Kr—y (’” +n+ . Nvl;rx i) + Dy yq

Zur Erklirung der hier verwendeten Zeichen bedienen wir uns des Symbols

2 (= 1)rgm=glo)+ 2 (= )+ (= m)

in allen Fiillen, in denen die rechte Seite einen Sinn hat. Das Gegenteil, dass
die rechte Seite keinen Sinn hat, wird im folgenden nur so zustande kommen,

dass der Ausdruck ¢(o) sinnlos ist. In diesem Falle sei

2 (=1 g (m) = %(—-1)’" (p(m) + @ (—m)).

m=0

Nun werde das Restsystem R (m,) so gewihlt, dass
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0=j=|m|N—r,

wenn j< R{my), [m|= 1. Wir erkliren

. . thy 1 -
s . ) T, wenn eine Matrix (ilo . )CA.[O ’

0 sonst
, _ Jr—2 fir ganzes r k=1, r—k>1)
[7] — 1 sonst T ’

‘ 1
spr1(e) = D (— )"0 g=o0
g =, (z +m)o+t

Z9 (n; R)) = Z9(n; v; A, I'y; R,)

. 1\ J o
exp 27z \n+ o+ m N (v+x)—~w;—ﬁj ;
o ()

- 3

( ) J R (my) U(ml? j)
26
( J : h
o =L ~v_%m exp 27ml(n + 79+ - )m] N +{v+ %) Pl 5
n+1 = >mi N 2 Im1 Ir ) Z v (muj)
”’/‘f":fém J= % (my)

S * mo.___ I,,,,v_ H y ,_l}_AL,,, ; 1_
XZO( I) (m—*‘ ¥l‘¥7 I 7—k(n+n+ _NN/ f n+7/nlN 5
- my N
fa+ow
—zmu,m—ani‘%d
e X
HT—'k (Au‘ly o 7) — wr—k ({L'_}/)
ia— >
I v+ ox J
wy=mn+mn-+ S M= ﬁﬁ';?f’ y==m -+ m»;ﬁ#o, a > 0.

Wir setzen dementsprechend

S T ——

9“]/";— ‘yi{_x|m1|]/"+77+;’
~ ‘/+ bt
Y+ % LA 2
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und erschliessen aus (25) durch eine kleine Rechnung

+
27 2% n,

_ jome VT 1) vz 1
Prin = B_16,0 (41, 0) (n + 7+ 2) 9 (4n]/NN' ]/ n+n+ 2)
(27)
—1 C_:g_—\l
— 3 Byfntnt}) T WO R on,
=0 2
mit
—p—g—1 r—g—-1
N 2 N ?
Bg = Bg) (?); FOr ’I/) - *—*w‘_—}"* e
(v+x) 2
fir g = — 1 und
MW (n; R,) =M (n; v; 4, Iy; R)=
o Vv
= > Om, Z (n; R.) J 475/ v+ % T
= T lee1 Yr—g—1 7 i -
myem §(4) | o+t ! NN EA
my 0

Uber die Wachstumseigenschaften des ersten Gliedes in der Entwicklung

(27) erhiilt man eine sehr genaue Aussage, wenn man die asymptotische Ent-

wicklung fir J, (co l/n + 0+ %), Co= 47 ]/11}\7?\:” heranzieht.! Diese hat die
Gestalt

1
s e s s — J— 1 r

wo in den Bezeichnungen des Watsonschen Buches

2 4 (202m 1\»

Oémég 0) n.17+2
R Vo B R T T B
mlay mE 2" 7% (2 e+ Tl
Ogmég ("+’7+—) 2

! Siehe S, 186 Fussnote 3.
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gibt also fur das erste Glied

v r R e
,o416 Y r\? v+ % I
B_ie,d (%1, o) (n+n+2) Jr(4ﬁ]/ NN ]/n+17+ 2)

eine nach absteigenden Potenzen von (n + 5+ é) geordnete endliche Summe,

die mit einem Awusdruck

********** - r 1

1\a %

Const,. COS(COI/”“"’?‘*LL—E?‘—E) (""'77’*' ») 4
2 2 4 2

beginnt, in der die Exponenten von (n +n+ ;) immer um ;— fallen, und die

1
mit einem Fehler der Grissenordnung O(n 4) endigt. Die genaueren Wachs-

tumseigenschaften dieses ersten Gliedes in der Darstellung (27) liest man aus
der obigen Formel ab.

Die iibrigen Terme auf der rechten Seite der Gleichung (27) sind nicht
entfernt einer derartig genauen Analyse fihig, wie jenes erste Glied es ist. Wir
miissen uns im folgenden damit beniigen, sie nach oben abzuschitzen. Zu die-

sem Zwecke stelle man zunichst fest, dass

2405 )= Ofm Yog [, fix || = 2

Z9 (n; R))= O (|my|'*") fir g>o0 und fir my= *1,9=0.
Ferner entnimmt man aus (4), § 1 die Abschitzung

Kf‘—g (:ulr xu’2) = 0 (‘ulr—g-——l) = O ("T—g—l)a n— 0,

fiir u =<¢;, d. h. fiir Im,lgczl/n+n+ ; In den Fillen |m1|<cgl/n+17+é
kommen wir mit

Jr—g-1l4mu) = 0(1)

aus. Nun ergibt sich nach den Schliissen von § 3, wenn % — oo,

On, Z9 (n; R,) +
mc R 4) my 2 m,

b= c '/ n+n+ %
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O(ng log n) fir g=o

0(72%!1) fir g >0

und

1
O'mlzigz (n; BR.) v+ x "‘+’7+E
> g g1 a7 NN =

m < f(4) |24
o<|my| < c2Vn+n+%

1
0( S logm)zO(nglogn) fir g=o0

e
0<m<cy ]/ n +n+%

0( n 1 ):O(né) fiirg>o,‘

0<m<cy Vn +'r1+§1-

Damit ist bewiesen, dass

1
O0\n?log»n) fir g—=o,
(29) M (n; R,) = ( g ) g n =00,

’ 0(%%) fir ¢ > o,

Man sieht iiberdies, dass die Benutzung der schirferen Abschitzung

1
Jr—g—1{4mp)=0 (!L 2) fir p=¢

oder gar der asymptotischen Entwicklung von J,—,—; (4 zu) nach fallenden Po-
tenzen von p kein besseres Resultat liefert.

Es eriibrigt demnach, die Grossenordnung des Fehlergliedes @, zu unter-
suchen. Wir werden beweisen, dass »

O (n log n) fiir ganzes r
o @y — .
(30 o {O(W) fiir nicht-ganzes »

Das bedeutet, dass die Grossenordnung von @, noch unterhalb der eben her-
geleiteten Schranke fiir die Grossenordnung des letzten, vermutlich niedrigsten
—1
Gliedes in der Z gelegen ist; denn fiir dieses Glied ist g =% — 1, also
g=0
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r—k+ 1)

r—k
(n + o+ %) T (v Ry)= 0(n 2
fir 2> 1, d. h. » > 3; und
r—k P
l o {(7) . . ( 2 )
ntn W) (n; R,)=0\n? logn

fir k=1, d. h. 2<r =3 Der Exponent von # in dem O-Term ist jedenfalls

3 fiir ganzes 7 und 1 + r—lrl
2 2

fiir nicht-ganzes 7, mithin stets grosser als 1.

Wir setzen nun fiir das folgende zur Abkivzung

)

2 fiir ganzes r 1
s=r—k= .
1+7—[r] fiir nicht-ganzes 7 |

; . 7 - < % (_I>m . 7
E; (M, % ‘m’:‘ﬁ) = ( 7——)—" Hs(m, gyt N)
my N

und haben zunichst das Integral

+ o +i
—2rip a2 2

*dx J
H,(wy, pa; 9) = C ala—y) YT EmS

my N
L
—»tic

zu untersuchen. Wir denken uns die komplexe x-Ebene lings der negaﬁiv-ima-
gindiren Achse aufgeschnitten und bezeichnen mit Sp bzw. &3 einen Weg in der
aufgeschnittenen Ebene, welcher aus einem Kreise um den Nullpunkt und den
beiden Schnittufern von dem tiefsten Punkt des Kreises an abwiirts besteht.
S's sei so gewihlt, dass die reelle Zahl 8 im Innern des Kreises von S's liegt;
dagegen liege 3 ausserhalb des Kreises von Ss. Beide Wege seien mit dem
positiven Umlaufssinn versehen. Hs wird zuniichst

—~d LY B—2 L ta

e . tdx
H(uy, 1y 7) = — Y P R
Sy
_ i (— 2 i u,)? fe_‘“”‘lxdx__ e i (—27vz"u,yg)i’f et gy
= ) ) “FG pt J P — )

7 “ry
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Jetzt setzen wir pu < ¢, und g,|y] = 2 voraus und wihlen 3 als Radius des Krei-
ses von §',,,. Dann kommt

Hilpy, w5 7) =0 \ui D) ,__,3,,7!,7 = 0{u}).

=0

Wenn u = ¢, und gu,|y] > 2, so erhalten wir

— 27y —27i

. €
Ho(uy, py; y) = —2 7m0 ———

22
!7’ — i e—2mi 2

“’dx.

Y

/S'y

Als Radius des Kreises von S, , wihlen wir nun die Einheit. Dann gilt auf S,,,

I
|z — myl = Sl

und hieraus folgt

s—1 s—1
Hs(wy, ps; 7 :O(Ii) + 0(&1--7~) :O(‘ux )
(g5 25 7) L o -

Schliesslich sei u > ¢;. Wir schreiben

H(uy, pa; 7) = 0 Hs(u, u; 0y)
mit

NN’ S J
= 2, = + .
0 ,‘}+x‘m1|]/72+’7+2 ¥ _m+m1N=|=o
I : N o
= ey = - . . S
Da |y| = [ [ N so hat man o|y| 'V—’N(az ) ]/n +t also ist fiir hin

reichend grosses 7 die Ungleichung ¢|y] > 2 immer erfiillt. In der Darstellung

" ( ) ' e—-Qﬂi‘uQ'y——Qni'gi’ e—2ﬂiﬂx—2nigdm
W, w; = — 270 7 ., Y S w—
' ¢ (o) - z*{w—ey)

Soy

withlen wir 1 als Radius des Kreises von S,,. Dann gilt auf §,,

——2912'//,:0—2711’%

A

1
|z — eyl = el7l, e

27 — 81366, Acta mathematica. 58. Imprimé le 1 février 1932.
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‘mithin ergibt sich die Abschétzung

1 08—1
H(u,u; =0 (*), d.h. He(u, us; )= 20 ('*)~
(;u u @?’) 9'7' 8(.“1 22 ?’) |7|
Zusammenfassend erkennen wir also

Hy(uy, pg; y) = 0(w}) fir p<e¢,, 7] =2,

1
(31) Hi(uy, po; 7) = 050 ) fiir =y, pyly] > 2,
[7]

§-—1
-Hs(,uqy Uas 7) =0 (QTQ;IM) fiir u > ¢,
J_,
my N

m' ganz rational, erfiillt ist, niimlich fiir alle y, fiir die m' <=0 und m'== — sgn m,,

Man sieht nun, dass die Bedingung p,|y] > 2 fiir fast alle y =m'+

wenn nur % hinreichend gross genommen wird. Fiir m' = o bedeutet u,|y| = 2,

dass
2|my| N

A

7 I
n+17+5

I

- - n+mn+—

¢ nA gt =)< s
2 UREPE 2N

so ist stets u,|y| > 2, und daher

Wenn also

; N P o I 1
By (Mu#zy m) =0w™) + 0 (Ml o, [ (Jle +J/—kﬁ))

. 3 I I
ol )

wo j'=|m| N —j gesetzt wurde. Hieraus folgt, dass der entsprechende Teil

der @, ,-Summe, nimlich

ex éni‘n-% +1) J +(,,+X)NJ1_
v l Kl 2 mlN mIN'V.

|, Irjcm(ml) v(my, j)
ntat+d
2N

Cs Vn+n +1 < myl<

J
- B (#17 ) m)
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I
=0 (ns—l Z %s_l)
c2]/ﬁ< m<n

{O(n log ») fiir ganzes » }

0 (n) fiir nicht-ganzes »

. I
n+n+ -

Die Abschiitzung des Teils der @,., Summe mit |m,| = —— .

Einteilung der endlichen Summe iber j, indem es sehr wesentlich darauf an-

“erfordert eine

kommt, ob u,|y| = 2 ist oder nicht. Zuniichst gilt fiir m == 0, — sgn m,
(_ I)m ' 47,i - s 1)
m—,—j)kHs #1uﬂ2ym+m1N 0 |m|k+1
my N

gleichmiissig in j, m und den iibrigen Variablen. Daher ist

+ 1

(32) mi*' ((—-1)7’” ) — H, (ul, ta; m o+ - jN) =0 (™)
my N,

mit der Bedeutung, dass allgemein

S (= gl = — plo)— (— ) g (—sgnm) + 3 (— 1))
bow. = (e sgm) + S (gl

je nachdem ¢(0) einen Sinn hat oder nicht. Wenn aber etwa m =0, so er-

my N\ A NP kl)
( J ) H, («ula Hss WL]N) 0 (#1|7n1| 7Ic ’

Zlm1|

halten wir

falls y1|7| <2 dh j= und

n+n+f

mi N J _ 1
( ; ) H, (!’b L m;jV) =0 (“S llm |k+1jk+1)’
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falls > 2™l

. Entsprechendes gilt fiir das Glied mit m = — sgn m, nur
n+n+ 5

tritt dort —j an die Stelle von j. Ersichtlich kann man jetzt den Beitrag

der 2*' gégeniiber desjenigen der beiden letzteren Fehlerglieder vernachlissi-

m=0

gen; so entsteht die Abschitzung

exp 2 77 (n + 9+ £) I + v+ hoL
P ) ") m N m’N’JE(a L'"j)
Z v (my, ) s\ia tey o ar

J<= Rimy)

I . ) I
=0 (uﬁ |, [ Z, j’”) + 0 (Hihllml [+ 2 jk“)

15529 g=j={mjN--1
mit 9= El-%u—vl— Dieser Ausdruck ist nun weiter
n+ n -+ ’é
= O (u$ |m, [ log 9) + O (s |myJ) + O (wi™ {m,))
= 0wttt 10g* M1"1) - 0 ),
1
L :

sodass, wenn > N t gesetzt wird,

3 -y E ,42?_«.. P h l
exp znz{(n + 7 + z)mlN-+ (v + ,t)m1 el

2 ;%":z

my; = R (A) W j=Rmy v(ml’ﬂ
[mg |t .
7 J
. Es (iu‘l) }Lz; ;;l:‘—l—\—r)
log%
=0w2~7-+o@27)
m>t m=t
= 0{n), n—oe
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f—1
Hy (g, pa; 7 (rl) (Mi 2 m, Pt 7l )

. §—1
E; (ul, 177 n_lez-ﬁ) =0 (‘u1 O P R (r + 7%41))’

. o\
5 m oy )il el
| 1| . v(mlv .7)

m< R(A) FC R (my)
0 < fa,| \('-)V ntn+ g £l

mithin

: J
E; (M » da; M}W)

- ( > 1)=o(n‘5):0(n>,'n—>oo-

0<m<(.’2-l/n+n+%
Damit ist die Abschiitzung (30) und insgesamt folgender Satz bewiesen:

Satz 4:
Bezeichnet Priq die summatorische Funktion

Prtqn= pn+n(A):pn+ﬂ( 4, I'y; By) = 2 a%ln(@'; 4, I'y; R,)

O<kt+mz=ntny

der apty—afl, (v; 4, Iy; R,) aus Satz 1 mit r>2, ¥+ x>0, so gilt eine asymp-

totische Entwicklung

2ni7;\}ffh
~ B oaed L (n+ + J 7 n+ +
Prin = D16 v(*1,0) n r\4 NV n
1y 2 ,
- Bg(n +n+ 2) M (05 Ro) + Doy
=0
von folgenden Eigenschaften. s ist
[ r — 2 fiir ganzes » ]

k — .
l[r} -—1 fiir nicht-ganzes 7"[
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Die Gréssen By, B,, By,..., Bi—i bezeichnen gewisse Konstanten. Das erste
Glied geniigt einer Abschiitzung, wonach es durch einen Ausdruck

e N
Const. cos (col/n 4+ _I__”,n_f) . (n o4 ;)
2 2 4

U
mit ¢, = 4 vﬁ%'—f wiedergegeben wird. Es besteht sogar genauer fiir dieses
erste Glied ebenfalls eine asymptotische Entwicklung nach absteigenden Potenzen

von [n + n + ~ , wie man aus dem Text ersieht. Im iibrigen ist
7y

1
- M (n; R,) =0 (n2 log n)
1

k—1
sodass die oberen Schranken der Glieder in der D\ mit der Grossenordnung
g=0

9

1 r—g
0(%2 log n) beginnen und hiernach mit den Grossenordnungen O(n 2 ),

o<y Sk— 1, fortfahren, wobei also der Exponent von # immer um ; fallt.
3 |
Das letzte Glied besitzt eine Schranke der Ordnung 0(772) bzw. O(n 2 ),

jenachdem r > 3 ganz ist oder nicht. In den Fillen 2 < » = 3 ist k=1, also
k—1

enthilt die Summe | iiberhaupt nur ein Glied. Der Fehler @, geniigt der
g=0

Abschiitzung

O (n log n) fiir ganzes r
D= )

0 (n) tiir nicht-ganzes #

Die expliziten Darstellungen der " (n; R,) durch unendliche Reihen sowie die
Bedeutung der iibrigen Symbole entnimmt man den Gleichungen (26) und (28).
Hat die Gruppe I, endlichen Index, so lisst sich die summatorische Funktion
der Fourierkoeffizienten einer beliebigen ganzen Spitzenform von der Dimension
—7r < —2 aus endlich vielen der pny,(4) linear kombinieren. Dabei miissen
r, Iy, v und es kann A festgehalten werden; geschieht dieg, 80 ist die Anzahl
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der zur Bildung der Linearkombination erforderlichen pn+,(4) beschriinkt. Aus
dem vorstehenden Sachverhalt und den FErgebnissen von (E), § 3 folgt die

BExistenz einer asymptotischen Entwicklung nach absteigenden Potenzen von
(n + 5+ ;—) fiir die summatorische Funktion der Fourierkoeffizienten einer be-

liebigen ganzen Form von einer Dimension << — 2. Der dabei insgesamt auf-
tretende Fehler geniigt der gleichen Abschitzung wie oben @y,.

Hamburg, 8. September 1931.




