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Einfiihrung

Die verallgemeinerten Funktionen von Sobolew [1] und Schwartz [2] finden heute
eine immer breitere und breitere Anwendung. In erster Reihe umfasst dieses An-
wendungsgebiet die Theorie der linearen Probleme der mathematischen Physik. Bei
nichtlinearen Problemen findet diese Theorie fast keine Anwendungen. Dies ldsst sich
wohl dadurch erkliren, dass bis jetzt die Theorie der nichtlinearen Operationen mit
verallgemeinerten Funktionen noch nicht ausgearbeitet ist. Die einfachste nichtlineare
Operation ist die Multiplikation. Nun hat Schwartz [3] in einer seiner Arbeiten ge-
zeigt, dass es praktisch nicht moglich ist, eine verniinftige Multiplikation im Gebiete
der verallgemeinerten Funktionen zu definieren. Da aber die Operation der Multi-
plikation der speziellen verallgemeinerten Funktionen in der Quantentheorie der Felder
eine besonders wichtige Rolle spielt, nimlich bei der Konstruktion der Streumatrix
mit stérungstheoretischen Methoden, so ist das Problem der Ausarbeitung einer Theorie
der Multiplikation fiir spezielle sogenannte Kausalfunktionen ein zentrales Problem
der modernen mathematischen Physik. Die Physiker haben versucht, diese Aufgabe
in der folgenden Weise zu 16sen. Unter Benutzung der Tatsache, dass die Fourier-
transformation der Kausalfunktionen durch eine Folge gewdhnlicher Funktionen dar-
gestellt werden kann (sieche weiter strenge Definition im § 1), versuchte man, die
Fouriertransformation des Produktes zu schreiben. Dabei erschienen aber im Allge-
meinen divergente Integrale, da die Funktionen unter dem Integralzeichen oft zu
schnell im Unendlichen anwuchsen. Damit entstand der Wunsch, diesen divergenten
Integralen einen finiten Sinn beizulegen. Bemiihungen in dieser Richtung fithrten zur

Ausarbeitung einer speziellen Subtraktionstechnik (Schwinger {4], Feynmann [5], [6],
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Dyson [7], Salam [8]). Bis heute aber sind die Untersuchungen auf diesem Gebiet noch
nicht zu Ende gebracht. Die wichtigste diesbeziigliche Arbeit [8] enthilt keine strenge
Definition der Subtraktionsoperation, wihrend die Einfilhrung der sog. Basisvariablen
den praktischen Nutzen dieser Operation weitgehend beschrinkt hat.

Der Beweis des Satzes, dass die Subtraktionsoperation auf endliche Resultate
fithrt, ist nicht streng und der mathematische Sinn dieser Operation ist unklar.

Ein neuer Ansatz zur Losung dieser Probleme wurde in den Artikeln [9] vorge-
schlagen. Jedoch sind diese Arbeiten in erster Linie fiir Physiker bestimmt; sie ent-
halten keine Beweise der wichtigen Sitze, welche die Subtraktionsoperation charakte-
risieren. Unserer Meinung nach haben solche Satze selbstindige Bedeutung und wir
haben uns daher entschieden, eine unabhingige, fir Mathematiker bestimmte Dar-
legung zu bringen. Daneben richtet sich unser Artikel ebenfalls an Mathematiker, die
die physikalische Bedeutung der Resultate begreifen wollen, ebenso wie an Physiker,
denen es an einer strengen mathematische Begriindung der Subtraktionsoperation ge-
legen ist.

Daher haben wir uns entschlossen, dem Artikel einen Anhang beizufiigen, in dem
ein Zusammenhang zwischen der S-Matrix-Theorie und dem Multiplikationsproblem
der Kausalfunktionen hergestellt wird.

Fassen wir kurz die Resultate der Arbeit zusammen. Wie schon oben erwihnt,
beschiiftigen wir uns mit dem Problem der Multiplikation von Kausalfunktionen. Die
Fouriertransformation oder, wie wir lieber sagen wollen, das Impulsbild solcher Funk-
tionen wird durch die Gleichung

K . Pk

0= i e
definiert, wo %k den vierdimensionalen Vektor mit den Komponenten £°, k', k%, k*, P (k)
ein Lorentzkovariantes Polynom und die Grenze >0 in der schwachen Topologie zu

nehmen ist. Die Kausalfunktion A (x) wird also durch die Formel

1

A'(@) = (2 7)*

fe”” A (k)dk

kr=kla® Kt —kP - a® dk=did dr*di®
definiert, wo die Fouriertransformation im Sinne der Theorie der verallgemeinerten

Funktionen zu verstehen ist (vgl. § 1). Unsere Aufgabe besteht darin, die Theorie der

Produkte der Kausalfunktionen der Form

I_II A7 (@ — )
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zu entwickeln; hierbei bedeutet ! den Index der Linien, die die Punkte x, mit x; ver-
binden (vgl. § 1). Das Problem wird in der folgenden Weise gelost. Man konstruiert
zuerst zu jeder Kausalfunktion Aj (z,—x,) eine Folge von reguldren Lorentzinvari-
anten Funktionen reg Afy (x, — %), die bei M —oo schwach gegen Af (x, —x,) konver-

giert, d.h. fiir jede geniigend schlichte Funktion F (z) gilt die Beziehung

-

lim | reg Afy(x) F (x)da = f Af (x) F (x) d x.

Moo
Jetzt wire es natirlich, die schwache Konvergenz der Produkte

IT reg Afy (xr—x); 1=1,2, ..., L (0.1)
l

zu beweisen. Der Ausdruck (0.1) konvergiert jedoch in der Regel nicht, selbst in der
schwachen Topologie. Der hier vorliegende Umstand ist gerade die oben erwihnte
Divergenz der Integrale. Nun ldsst es sich abar beweisen, dass die Konvergenz in
(0.1) besteht, sobald die schlichten Funktionen F beim Zusammenfallen irgendwelcher

Argumente Null werden. Dann koénnen wir das zu konstruierende Produkt

1A (e, —=2); 1=1,2, ..., L 0.2)
i

als in dieser Unterklasse definiertes Funktional betrachten. Es entsteht jetzt die Auf-
gabe, das so gefundene Funktional auf den ganzen Raum der schlichten Funktionen
auszudehnen. Solche Fortsetzungen lassen sich auf verschiedene Art und Weise be-
werkstelligen; nicht alle sind fiir uns gleichwichtig. In der vorliegender Arbeit studieren
wir eine spezielle Fortsetzung, die durch die Operation R (§ 3) realisiert wird.

Der Grund fir die Wichtigkeit dieser Fortsstzung wird im Anhang erhellt. Es
zeigt sich ndmlich, dass die durch sie definierte Produkte zur Konstruktion der Streu-
matrix fihren, welche den Bedingungen der Lorentzkovarianz, Unitaritdt und Kau-
salitdt geniigt. Die Subtraktionsoperation kann hierbei als Fortsetzungsoperation er-
klart werden.

Die strenge Definition dieser Operation und der strenge Beweis des Satzes, dass
durch sie die Fortsetzung unseres Funktionals realisiert wird, d.h. dass in den ent-
sprechenden Integralen die Divergenz aufgehoben wird, stellen die wichtigsten Re-
sultate unserer Arbeit dar.

Die Arbeit besteht aus vier Paragraphen: der erste enthélt eine kurze Theorie
der Kausalfunktionen; im zweiten wird das Problem der Multiplikation der Kausal-

funktionen diskutiert; im dritten definieren wir die Subtraktionsoperation und studieren
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ihre kombinatorischen Eigenschaften; im vierten werden schliesslich die wichtigsten

Sitze bewiesen.

Einige Bemerkungen iiber die von uns benutzten Bezeichnungen:
Xy, &y, ... X, bedeuten die Ortsvektoren der Punkte im vierdimensionalen Raum-

zeitkontinuum; k;, k,, ... k, die vierdimensionalen Impulsvektoren;

ka ko xo_ kl xlﬂ kz xz_ k3x3, k2: (ko)z_ (kl)z_ (k2)2_ (k3)2,

w2 — (x0)2 _ (xl)Z — (x2)2 _ ((133)2

die skalaren Produkte; m;, M; die Massen der Felderteilchen; 6 (x) das Symbol der
vierdimensionalen Diracschen Funktion, dk=dik°di gk d k% de=da"dat d«® d°.
Die Operation f (...)dE, bzw. f (...)dx, bedeutet die Integration iiber den ganzen

vierdimensionalen Impulsvektorraum bzw. Koordinatenraum: schreiben wir

[[ . JC)dkdky ... dk, baw. ([ [(.)d2 ... dan,

so ist darunter die Integration iber den ganzen entsprechenden 4 n-dimensionalen

Raum zu verstehen. Weitere Bezeichnungen werden im Text eingefiihrt.

§ 1. Die Kausalfunkticnen der Quantentheorie der Felder

Eine strenge Definition der Kausalfunktionen lidsst sich mit Hilfe der Theorie
der verallgemeinerten Funktionen von Sobolew [1] und Schwarz [2] geben. Es ist wohl
bekannt, dass man die verallgemeinerten Funktionen, als Funktionale im Raume der
’,Grundfunktionen® definiert. Dabei hangt die Klasse der verallgemeinerten Funktionen
wesentlich von der Wahl dieses Raumes ab. Fiir unsere Zwecke ist die folgende Klasse
der v. F. am bequemsten.

Sei C'(g, r, n) die Klasse der g-mal stetigdifferenzierbaren Funktionen F (z,, x,, ... z»),
fir die alle Produkte der Form

¥4
w O F(zy, 29, ..., )
¥ x;° B
aag .
LT © 9af oaf ... 0m;P

(s=0,1,...,7 p=0,1,...,¢ o =0,1,2,3)

beschriankt sind.
Wir definieren fiir Elemente F (x, ,, ..., x,) €C (g, r, n) die Norm || F|| durch
die Gleichung
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8 Flxy, gy .. s Zn) ]
F|= Ba
IFll= sup | aftaft o o™ oate . ol J (L1)

(—oo<a¥f<oo; 5=0,1, ..., p=0,1,...,q0a =01, 2, 3)

Man sieht leicht, dass dadurch der Raum (' (g, r, n) zu einem Banachschen Raume
wird.

Die linearen Funktionale K (F) iber den Rdumen C(q, 7, n) (g, r irgendwelche
ganze positive Zahlen) sollen verallgemeinerte Funktionen heissen. Wir werden sie
auch durch

K (x, 29, ..., zp)=K (F) (1.2)

bezeichnen und kurz in C (g, r, n) integrierbare Funktionen nennen. Es ist klar, dass
wenn K (F) ein lineares Funktional iiber dem Raume C (¢, r, ») ist, so ist es auch
ein lineares Funktional iiber denjenigen C (g, 7, n), fir welche g>¢, 7>r gilt. Da
C (g, 7, n) dicht in C (g, r, n) ist, sobald nur §>¢, 7>r, so entstehen keine Schwierig-
keiten mit der KEindeutigkeit unserer Definitionen. Selbstverstdndlich sind auch die
gewohnlichen Funktionen K (z,, #,, ..., ;) in diesem Sinne C (g, r, n) integrierbare

Funktionen, sobald nur die Integrale
U fK(xl, Zoy vevs Tn) F (2, Toy oo Tp)day;day ... dag,

FeC (¢, r, n) existieren. Wir wollen sagen, dass wir im Falle der gewdhnlichen Funk-
tionen mit Funktionalen von dem Typ einer Funktion zu tun haben.

Mit Hilfe solcher Funktionale kann man eine neue, fiir uns sehr niitzliche De-
finition der verallgemeinerten Funktionen geben. Man wahle eine schwach konvergente
Folge Ky (x;, 2y, ... ), M—>oo der Funktionale von dem Typ einer Funktion (d. h.

fir jede F (xy, %y, ..., 2,) €D (q, r, »), q, r geniigend gross, moge

lim ff fKM(xl, Loy oen, &) F(X), Xgy oovy ) dayda, ... da,

M—o0
existieren).
Der Grenzwert K (x, 4, ..., 2,)=K (F)

einer solchen Folge bestimmt nun ein Funktional, dass im allgemeinen nicht mehr
ein Funktional von dem Typ einer Funktion zu sein braucht. So entsteht eine ver-

allgemeinerte Funktion

K(F)=K (%,, %, ..., Tn). (1.3)
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Es ist nicht schwer fur den oben eingefithrten Begriff der verallgemeinerten Funk-
tion eine Theorie der Differentiation, der Integration, der harmonischen Analyse u. a.
zu entwickeln. Dabei muss man aber alle Réume C'(q, r, n) beniitzen; man sieht,
dass eine geniigend hohe Ableitung einer verallgemeinerten Funktion nicht mehr in
dem Zugehérigen C (q, r, n) integrierbar zu sein braucht.

Nach diesen Bemerkungen kénnen wir bereits zur Definition der Kausalfunktion
iibergehen.

Eine Kausalfunktion D°(z) ist eine verallgemeinerte Funktion, die durch die

Gleichung
¢ . 1 ikr e
. . . - . 1
definiert wird, wobei D (k)= lim —5——5—— (1.5)

und der Grenziibergang in der schwachen Topologie zu vollzichen ist. Mit anderen

Worten D (z) ist als Fouriertransformation der verallgemeinerten Funktion D (k) zu
verstehen,

Eine noch allgemeinere Kausalfunktion A°(x) fithren wir durch die Gleichung

.0
—i =

Ac(x):P( P

) D (x). (1.6)
ein, wo P ein Polynom bedeutet. In den Anwendungen soll es ein Lorentzkovariantes
Polynom sein.

Die Funktionen D° A® haben bekanntlich Singularititen auf dem Lichtkegel.
Dies ist der wahre Grund, warum man sie als verallgemeinerte Funktionen be-
trachten muss.

In diesem Zusammenhang ist es wichtig, dass sich immer eine Folge, reg Ajy, (x),
von reguliren Lorentzinvarianten Funktionen angeben lisst, die bei M—oo schwach
gegen die Funktion A°(x) konvergiert.

Die Konstruktion einer solchen Folge wurde von Pauli-Villars [10] angegeben. Wir
werden den Sinn dieser Konstruktion erkliren und dann den Satz von der schwachen
Konvergenz der Folge reg Ay (x) beweisen.

Man bildet cine lineare Kombination von Funktionen Aﬁlj (x) mit verschiedenen

Massen M;
1

reg Ay (@)= A% (@) + > ¢; Ay, (2) (1.7)

i1 !
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unter den Nebenbedingungen

1+ch:0’
7
m2+;c,-M?:0, (1.8)
m2eH 4 c-Mz(l*DZO,l
3o,

wodurch die Singularititen in der Funktion reg Aj (x) aufgehoben werden.
Den Sinn der Nebenbedingungen sieht man am besten, wenn man mit Hilfe der

Relation

o

1, fe-mmz,m_ie)da (1.9)

m2—k:—i¢
0

zu einer neuen Darstellung d.s. a-Darstellung der Kausalfunktionen iibergeht

1 e B
D)= 5o f ¥ De (B dk=lim oy er-W*me 1 —&;5- (1.10)
0

Die letzte Gleichung haben wir durch die Ausrechnung der Gaussischen Integrale

2 ir?
fe““"’*’mdk:,f—ze’?&, x>0, (1.11)
to
erhalten.
Solche Integrale sind stets als Grenzwerte

lim | ef @F+ k-l b+ dey g g,

"0
zu verstehen.
Aus der Formel (1.10) sieht man leicht, dass die Singularititen der Funktion
D¢ (x) aus dem Pol bei a=0 stammen.
Wir bemerken aber, dass die Funktion reg A°(z) mit Hilfe der Relation (1.9) in

der folgenden Weise geschrieben werden kann

4 1 ikx J o { ior(k?—m?tig
reg AM(x)=(—2-7—J;1fek {zP(k)fI(oc)e (e )doc}dk;
0

dabei hat die Funktion I («) die Form

~icz(M;.~m2)

I(a)=l+;cie
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und nach (1.8) eine Nullstelle von geniigend hoher Ordnung bei a=0. Die Anwesen-
heit dieser Nullstelle garantiert die Regularitdt der Funktionen reg Aj (x).
Es gilt der

Satz 1. Man kann die Hilfsmassen in der Formel (1.12) so gegen unendlich

streben lassen, dass die Folge

reg Ay (x)
schwach gegen den Grenzwert A°(x) konvergiert.

Beweis. Seien u; beliebig verschiedene Massen. Da die Determinante

1 1 1
2 2 2

ui 25 Un =0
2(-1) . 20(-1) 2(1-1)

‘l,tl /,lg ‘e ,un

von Null verschieden ist, so hat das Gleichungssystem

!
z ag]l) — 60V
j=1

(1.13)

U

~.
It
-

W 2d-1) __
;" Y= 811,

eine Losung. Wir setzen Mi=u; M

und finden leicht aus (1.13) dass
=1 2y
o o [ ™).
K 1/;0 @ (M)
Es ist klar, dass fir M—>co le;| <K.
Nun schitzen wir die Differenz
I
f reg A°(z) F-(z)dx— f A (@) F(x)dz= 2 ¢ f Ay, (x) F (x) dx
j=1

ab, wo F(z) eine beliebige Funktion aus dem Raume (g, r, n) ist und die Zahlen
q, r geniigend gross gewihlt worden sind. Da die ¢; bei M—>co beschrinkt bleiben,
so genugt es

[ A%, (@) F () dz—0

zu beweisen. Das ersieht man aber mit Hilfe der Parsevalschen Identitét.
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§ 2. Das Problem der Multiplikation von Kausalfunktionen

Wir betrachten im vierdimensionalen Zeitraume die Punkte 2, z,, ..., 2, und ver-
binden sie in einer ganz beliebigen Weise durch gerichtete Linien. Dadurch entsteht

im vierdimensionalen Raume eine Figur. Wir wollen sie einen Graph oder ein Dia-

gramm nennen und durch G (x;, x,, ..., ,) bezeichnen. Die Punkte 2z, sollen die
Vertexe und die Linien ! die Linien der Graphen G (z,, 2, ..., &,) heissen.
Jeder Linie ! des Graphen G (z,, %, ..., z,), die von z, nach z, fithrt, ordnen wir

nun eine Kausalfunktion Aj (x, —z.) zu und bilden formal das Produkt

ITAS (=), 1=1,2, ..., L. @2.1)

Ein solches Produkt soll als Beitrag des Graphen G bezeichnet werden.

Ziel unserer Arbeit ist nun Aufbauen einer Theorie fiir solche Produkte der Form
(2.1). Gerade solche Produktbildungen werden in der Quantentheorie der Felder bei
der Konstruktion der S-matrix mit storungstheoretischen Methoden (siehe Anhang)
gebraucht.

Eine kleine Rechnung zeigt, dass das formale Impulsbild eines solchen Produktes

von der Form

Iy ko ...,kn):ff...J‘Hé(kr+,l§efp,)l;[A‘Z(Pl)dpldp2... v
r=1,2, ...,n, I=1,2, ..., L
sein wird, wobel

e;=1, wenn die entsprechende Linie ! 2" als Endpunkt hat;
e;= —1 wenn die Linie ! z, als Anfangspunkt hat;

e =0, wenn die Linie ! den Vertex z, nicht enthilt.

Man sieht, dass fiir die Berechnung des Impulsbildes des Beitrages recht ein-
fache Regeln formuliert werden konnen: jedem Vertex x, ordne man die Funktion

8 {k, -+ 2, €] p'), jeder Linie ! die Funktion Af(p;), erstrecke die Multiplikation iiber alle
{

Vertexe und Strecken und integriere iiber alle dp; (I=1, 2, ..., L).

Bereits die einfachsten Beispiele zeigen, dass die Ausdriicke [ (k,, ks, ..., k,) wegen
der Divergenz der Integrale bei grossen Impulsen sinnlos werden kénnen.

Um den tieferen analytischen Sinn dieser Divergenzerscheinung aufzukliren, setzen
wir in die Formel (2.2) an Stelle der Funktionen A die regularisierten reg Af ein

und ziehen die «-Darstellung heran, also:
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¢ . ? tog (plz—m2+ie)
reg Af (p)=iPi(p) [ I (or)e R
0
(der Grenziibergang ¢->0 soll am Ende der Rechnungen vollzogen werden, vergleiche

weitere Auseinandersetzungen).
Fiar I(k, k,, ..., k,) erhalten wir jetzt

)
=
7
S
v
e?‘
@
t
O-_\'S
O~_,8

< i ig—m?2

[ Ao dag o dagd EUTPIL ()

0

-jf...f}jp, (1) ef“zv?lja(k,+zle,'p,)dpldp2 o dpr. (2.3)

Das folgende Lemma klirt den analytischen Sinn der Divergenzerscheinung auf:

Lemma 1. Der Ausdruck Iy (ki k,, ... kn) kann in folgender Form geschrieben

werden:

IM(]”p kz: reay kn)

n O K L —-iya mz—ezal
= (Z kl)ff f TTI()e @ P flly, koy oony ony &gy ooy ar)doy o dag
i=1 i=1
n
Eé(z kl) Qu (kyy Fyy oon s ka), (2.4)
i=1
wo
[y, bgy ooy gy oy, gy ooy ) =F (kg kay ooy by 0y, 09y ooy az)
P D Agp(ee .. ap) kg Ky
Lo Wb
Die Funktion F(ky, ky, ..., kn, oy, %, ..., 0z} st ein Polynom in den Verdnder-
lichen ky, ky, ... ko und eine rationale Funktion in den Verinderlichen oy, oy, ... o die
bei ;=0 einen Pol hat. Die reelle quadratische Form
ZbAab (0(11 Koy «ovy O(-L) g Xp

ist positiv definit und die Koeffizienten Ayp (... 0 ...) sind lineare homogene rationale

Funktionen in den o.

Bevor wir zum Beweise dieser wichtigen Aussage iibergehen, bemerken Wir,\dass\‘\
. . . - - - LR : \
die Formel (2.4) anschaulich zeigt wie die Singularititen entstehen, wenn die Rg~

gularisation aufgehoben wird und die Hilfsmassen M; gegen oo streben. Dann kénnt}é
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man nédmlich annehmen, dass I («)—1 und im Ausdrucke (2.4) erscheinen die Pole
bei o;=0.

Wir beweisen das Lemma durch die vollstindige Induktion nach der Anzahl der
Linien und Vertexe.

Wie sofort zu sehen, ist die Behauptung richtig im Falle des Graphen mit einer
einzigen Linie, die zwei Vertexe verbindet. Nun bemerken wir, dass jeder Graph aus
einem solchen durch Hinzufiigen von neuen Linien und Vertexen entsteht. Betrachten
wir zuerst den Fall des Hinzufiigens einer Linie. Nehmen wir an, dass die neue Linie

den Vertex 1 mit dem Vertex 2 verbindet, dann haben wir

1 X
reg A°( “xz)H reg AT (z, — ;) Z(Q—njfiﬁj\f freg A° (p) P,

n \ i.E kja;
z) ky kgy ooy kn)ed=t " Tdpdkydk, ... dk, =

zEklr] n
e [ [ [0 (S0) [ [t pkap k) 0]

cdky dky...dk, (2.5)

also

f*(kl’ k25 --~7O(1’ “2,---,°CLy fP mpz k ~~p7 k2+p7---1kn; xys az:---a“L)dp,

wobei das Sternchen iiber f bedeutet, dass die neue Linie berucksichtigt worden ist.
Da, aber

floy—p, kot o, kg, oo ; b,y 0y, oy, ooy 0r)
=F(ky—p, byt lap, kgt lyp, oo, byt 1p, oy, 0y .. ar)-

|

exp {z ZbAab (g, &gy vns L) (ko + 1o p) (ko +1s p)j
:F(*ivql’ —“iVQ2’ veey _iVQny Ay Koy oo OY.L)'

exp {z Z[,Aab ( oc,'..)(ka-%lap) (kb+lb p)’+7/ E (ka%’la p)Qa

a-1 @=e= - =0y =0
la: +1, —1, 0,
ly=+1, —1,0,

so kann die Integration nach p ausgefithrt werden und wir erhalten
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Fo kg, kgy vney Fony 0ty %gy onn g, &) =

=P(-iVQOF(-iVgqg, —iVqs oer —iVqn, ...)"

J expiap®+ipgexp (i > (ko + 1y p) (kl,+l(,p)+Zi(ka+lap)qa}dpqqu=qz=..,:qn=o

a, b a
. . . . ?
:P(NZVQ)F(_ZVQD ‘—'qu%---, _/qun:“-)i(zA blalb"f—a)z.
{ Q%Aabkalb+zlaga+q)2
. . . @ . wr 9
exp l@gbAabkakb 7 A0S Auylaly+ ) “Hgk q (2.6)
ab I=@=q=---=q, =0

Hierbei sollen die Gaussischen Integrals

7\
feualﬂfbmdp: —i(—) e ¢, a>0,
a

stets als Grenzwerte

lim fei(apf+bp)~~n[<v.,>*+<p'>‘-'+(zﬂ)ﬂﬂpﬂ)ndp

n—>0
7>0

verstanden werden.
Aus der Formel (2.6) ersieht man nun, dass, wenn die Aussage fiir die Funktion
flhy, by, ooy kg, o..) gilt, sie auch fiir die Funktion f*(k,, k,, ..., kn, ...) richtig ist.

Im Falle des Hinzufiigens eines neuen Vertexes bekommen wir ganz analog

: s .2
[ kg, by oo, Fony gy otgy oty e 0ry o) = P (k) €50 f(key —kgy Koy ooy Koy ooy, o2l) (2.7)

wo P(k,) das P&ynom im Impulsbild der Kausalfunktion der neu hinzugekom-
menen Linie ist. Aus der Formel (2.7) sieht man leicht, dass die Richtigkeit der Aus-
sage auch in diesem Falle erhalten bleibt.

Jetzt sehen wir bereits die Schwierigkeiten, die man bei der Aufstellung einer
Theorie der Multiplikation von Kausalfunktionen zu iiberwinden hat.

Da man reg Afy (z)—A° (x)

M—>oc0
schreiben kann, so wire es ganz natiirlich das Produkt [] Af (x; — ,) als schwacher
!

Grenzwert der Folge
[T reg Afie (7~ 7.) 28)

fiir M—oc zu definieren.
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H...f{l;[reg Afy (2, —2)} F (%, @y, ..oy @) dx; dy ... day,
WO F(xy, 2y, ... z2) €EC (q, 7, n).

Da aber

‘H...fﬂl—[reg Ay (2 — )} F(— 2y, — @y, ooy —xy)da, day ... da,

— ([ [ Lo By gy oo, Bon) Py, by, o, Rn) Ay d by ... den,

wo F das Impulsbild von F ist, so braucht dieser Grenzwert nach den obigen Aus-
fihrungen nicht zu existieren. Es ldsst sich jedoch beweisen, dass der Limes der Folge
(2.8) existiert, zwar nicht fiir alle Funktionen F aus dem Raume C (g, r, n), doch fiir
solche F (%, &, ..., x,), die sich zusammen mit ihren Ableitungen verschwinden, sc-
bald irgendwelche Argumente zusammenfallen, d. h. wenn z, =, Die Klasse solcher
Funktionen bezeichnen wir durch D (g, r, n).

Es gilt ndmlich der

Satz 2. Fir alle Funktionen FE€D(q, r, n) (q, r geniigend grosse Zahlen) strebt
die Folge

U.».f{ll_[reg Af (@ —x5)} F (%, oy ..., Zn)day dzy ... A2y

gegen einen bestimmien Limes, wenn M->oco, d. h. wenn, die Regularisation aufge-

hoben wird.

Den Beweis des obigen Satzes kann man in den Arbeiten [12], [16] finden.

Bemerken wir, dass durch den Satz 2 das Produkt (2.1) bei nichtzusammenfal-
lenden Argumenten definiert wird und zwar als ein Funktional aus der Funktionen-
klasse D (q, r, n).

Um das Problem vollstindig zu lésen, muss jetzt das so gefundene Funktional
aus der Klasse D(q, r, n) auf den ganzen Raum C (q, r, n) fortgesetzt werden. KEine
solche Fortsetzung kann natiirlich auf mannigfache Art und Weise bewerkstelligt
werden. Die Wahl der Fortsetzung wird davon abhéingen, welchen Bedingungen wir
das Produkt der Kausalfunktionen unterwerfen. In der vorliegenden Arbeit werden
wir eine spezielle Fortsetzung dieses Funktionals studieren, welche durch die in § 3
eingefithrte R-Operation geliefert wird. Diese Fortsetzung (wir werden sie als R-Fort-
setzung bezeichnen) ist besonders fiir die Zwecke der Quantentheorie der Felder ge-
eignet: wie im Anhang gezeigt wird, geniigt die Streumatrix, die mit Hilfe der RB-

Fortsetzung konstruiert wird, den wichtigen Bedingungen der Unitaritit, der Lorentz-
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invarianz und der Kausalitit. Dabei werden die Forderungen, die man gewd&hnlich
an Produktoperation stellt, vollig ausser Acht gelassen, so dass wir das Wort ,,Pro-
dukt nur ganz formal beniitzen dirfen.

Da die R-Fortsetzung, wie es uns spiter klar wird, in Wirklichkeit mit dem
Subtraktionsformalismus zusammenfillt, so werden wir sie auch als Subtraktions-

operation bezeichnen.

§ 3. Die Subtraktionsoperation R und ihre wichtigsten Eigenschaften

Es sei G ein Graph mit den Vertexen z, (r=1,2, ..., n) und den Linien
1l=1,2,..,L). Nehmen wir weiterhin an, dass der Graph G zusammenhédngend
ist. Ausserdem ordnen wir, wie zuvor, jeder Linie [ eine bestimmte regularisierte
Kausalfunktion, reg Af (,— ), zu, wo z, den Anfangspunkt und z; den Endpunkt
der Linie ! bedeutet.

Bevor wir die R-Operation, die einem Graph G entspricht, definieren, wollen wir
den Begriff des verallgemeinerten Vertexes einfithren.

Unter einem verallgemeinerten Vertexe verstehen wir eine beliebige Menge von
welche als ein Ganzes betrachtet werden soll. Dies ist so zu

Vertexen z,, %, ..., %,,,

verstehen, dass bei der Berechnung des Beitrages des Untergraphen G (,, %,,, ..., %,,)
der aus Vertexen dieser Menge besteht, sollen die Kausalfunktionen der Linien, die

die Punkte z,, z,, ..., z;, mit einander verbinden, ausser Acht gelassen werden und

an deren Stelle sollen die Ifunktionen der Form

0
AC LS

eingesetzt werden, wobei P; einige Polynome bedeuten sollen, die spiter definiert

werden. Der Beitrag eines verallgemeinerten Vertexes G (x,, @,., ..., ) wird also immer

ein Impulshild von der folgenden Form haben

A (G):é(i k) f Ry By v s K

wo f ein Polynom ist.
Wenn in einem Graph G (z,, %, ... z,) die Vertexe z,, ,, ... ¥, zu verallgemei-
nerten Vertexen Gy (x;, @y, 2,), G5 (%41, Tus2s oo )y oo G (Tyy_y315 .-y Tn) ZUSAMIMen-

gefasst werden, so werden wir dies durch die Schreibweise:

G =G xGyx - X0 (3.1)



KAUSALFUNKTIONEN IN DER QUANTENTHEORIE DER FELDER 241

andeuten. Der neue Graph

G =0y xGyx - x G

ist also ein solcher Graph, in welchem nur solche Linien auftreten, die ¢, mit ein-
ander verbinden.

Den Beitrag dieses Graphen werden wir durch

AG)A(G) ... A(G) (3.2)

bezeichnen.

Zur Berechnung eines solchen Beitrages bilde man also das Produkt

A(Gy) A (Gy) ... A(G) [T reg Af (@ — ) (3.3)

wo [ genau alle Linien durchlauft, die die Vertexe x, aus den verschiedenen ¢4, G, ..., G,
miteinander verbinden. Die Linien die die Vertexe, welche in denselben G, liegen, ver-
binden, werden ausser Acht gelassen, jedoch werden sie durch die Faktoren A (G)),
A(G,), ..., A(G,) der verallgemeinerten Vertexe in Rechnung gestellt.

Bei der Einfiilhrung aller dieser neuen Begriffe spielen die urspriinglichen Vertexe
z, eine besondere Rolle und wir wollen sie Urvertexe nennen.

Um aber eine Symmetrie in den Bezeichnungen zu erreichen, wihlen wir als Ur-

vertexe bereits verallgemeinerte Vertexe Gy, G,, ..., G des Graphen
G =G xGyx - x0y;

diese sollen also Urvertexe in dem Sinne sein, dass wir aus ihnen weitere verallgemei-

nerte Vertexe (sozusagen hoheren Stufe) bilden werden:

Py=Gi <G x - xGi. (3.4)

Jetzt definieren wir ganz formal die dem Graph G'=G)xG,x .- x (G, zugeordnete R.-

Operation. Wir bezeichnen sie durch R (G4 G, ... G;). Die Definition lautet:

R(G, Gy ... G)=A(G) A (G ... A(Gs)+;§;2A T AT, ... AT,)+
FAG Gy G)=R(GL G, ... G)+A(G, Gy ... Gy), (3.5)

wo die Summation tiber alle méglichen Unterteilungen des Graphen ' =G x Gyx - x G,
in verallgemeinerte Vertexe T', zu erstrecken ist:

G:FIXFZX"'XPm, F}CZGi‘XG1:X~~-XGik.

16 — 563804, Acta mathematica. 97. Imprimé le 7 aott 1957.
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Die Operation R, in welcher fiir Urvertexe gerade die Vertexe x;, x,, ..., ¥, ge-
nommen werden, bezeichnen wir einfach durch R (@). Um die Definition der E-Operation
vollstdndig zu machen, muss man natiirlich noch die Beitrage A (I'y), A (), ..., A()

bestimmen; der Sinn des Symbols

AT AT ... ATw)

wurde schon erklirt.

Bevor wir das machen, wollen wir fir die rechte Seite von (3.5) abziiglich des

letzten Gliedes die Bezeichnung R (G) einfiihren.

Wir gehen nun zur Bestimmung von A (I'y) tiber. Nehmen wir an, dass jedem
verallgemeinerten Vertexe I'; eine ganze positive Zahl » (I'y) zugeordnet ist.

Es wird spiter erklirt, wie eine solche Zahl zu wihlen ist. Dann definieren wir
die Impulsbilder der Beitrige des I'y (wir bezeichnen sie auch mit A (I'y)) in der

folgenden Weise:

a) Wenn der Graph I'y schwachzusammenhingend ist d. h. in zwei Graphen, die

mit einer einzigen Linie verbunden werden, zerfillt, dann setzen wir
A([x)=0.

b) Wenn der Graph T'y starkzusammenhéingend ist (d. h. zusammenhédngend aber
nicht schwachzusammenhédngend ist), dann definiert man A (I';) rekurrent mit Hilfe
der Annahme, dass fiir alle I';< I'y der Beitrag A (I';) bereits definiert ist

’ s—1
A= —MT){AG)AG) ... AG)+ > AM)AT,) ... AT} (3.:6)

im=2

wo die Summation iber alle moglichen Unterteilungen des Graphen I'y in verall-

gemeinerte Vertexe I'; ~zu erstrecken ist. Das Symbol M (I'y) ist so zu verstehen:

man bringe den Beitrag in den Klammern in die Form
k
d (; lcvs) fri Ko Koy <5 k) (3.7)

und setze dann an seine Stelle den Ausdruck
0 (2 k) T0 fry

wo TG fr, ein solcher Abschnitt der Taylorschen Entwicklung der Funktion fr, in

einem beliebigen Punkt k,=w, ... k, =o,, ist, in dem keine Glieder vom héheren

k
Grade als »(I'y;) auftreten.



KAUSALFUNKTIONEN IN DER QUANTENTHEORIE DER FELDER 243

Da wir annehmen, dass A (&), A (G,) ... A(G;) fiir Urvertexe gegeben sind, so
geniigen die Bedingungen a) b), um A (I'yx) vollstindig zu definieren.

Wir sehen also, dass, wenn A (&), A(G,), ..., A(Gs) und die Zahlen »(I'y) be-
kannt sind, die Funktion (G, G, ... G;) vollstindig definiert ist.

Jetzt wollen wir einige Eigenschaften der so definierten R-Operation studieren.
LeMMaA 2. Es gilt die Formel

R(G, G, ... G)=A(G)R(G, G 0)+§P(M .
e ! 27 e v, +1,...,s

AG Gy o, G R(G 1y o G)FA(G Gy, o, GS),  (3.8)

41

wober P ein Symmetriesationssymbol bedeutet, und zwar die Summation iiber alle Zer-
legungen der Menge (2,3, ..., s) in zwer Mengen aus v, —1 und s—v, Klemente, so dass

insgesamt diber alle Unterteilungen der Menge (2, 3, ..., 8) in 2wei Mengen summiert wird.

Beweis. Da die verallgemeinerten Vertexe I'; aus den Urvertexen Gy, Gy, ... Gi;c
bestehen, so konnen wir immer in der Summe (3.5) die Glieder finden, welche als
Faktoren entweder A (G,) oder A (G, G,) usw. enthalten. Fassen wir in der Summe
all> Komponenten, die zum Beispiel A (G;) enthalten, so kdnnen wir A (G;) vor dis
Klammer ziehen und es steht, wie leicht zu sehen ist, in der Klammer genau der
Ausdruck

R(G, Gy ... Gy).

In analoger Weise bekommen wir auch die anderen Glieder der Summe (3.5). Um den
Beweis der Formel (3.8) zu Ende zu fiithren, muss man sich nur noch iiberzeugen,
dass in dieser Weise alle Komponenten der Summe (3.5) erschoépft werden. Dies ist
aber offensichtlich, wenn wir bemerken, dass eine beliebige Unterteilung der Menge
Gy, Gy, ..., G- in verallgemeinerte Vertexe I', T, ..., 'y in folgender Weise durch-
gefithrt werden kann.

Wir wihlen einen festen Vertex (, und unterteilen die iibrigen auf alle mogliche
Weise in verallgemeinerte Vertexe: dann vereinigen wir G, und @, zu einem verall-
gemeinerten Vertex und unterteilen die anderen in beliebiger Weise usw.

Damit ist das Lemma bewiesen.

Jetzt wollen wir eine andere Bezeichnung fiir die Operation R einfiihren.
Wir schreiben R(G, Gy ... Gs|...Qr..), (3.9)

wo die Ausdriicke Qp diejenigen beliebigen Punkte bezeichnen, in denen bei der Be-

rechnung von A (I'y) Taylorsche Entwicklung gebildet wird. Weiterhin schreiben wir
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R* (¢, Gy ... Gs|...Qp...) fir die R-Operation, die dem Graph G* entspricht, der
aus G durch das Hinzufiigen einer neuen Linie zwischen G, und G, entsteht, wenn
daneben den Untergraphen I'; aus G* dieselben Zahlen v (I'y) wie im G zugeordnet
sind.

Das Impulsbild der Verbreitungsfunktion der Linie 1-2 bezeichnen wir durch

av (B)
Jetzt konnen wir folgendes Lemma formulieren.

Lemma 3. Es ¢ilt die folgende rekurrente Formel
R*(Gy Gy .. G| . Qp )= [ A% () Ray (GI G5 ... G4] ... QF ) dd, (3.10)

wo der obere Index t andeuten soll, dass in R, fir k, der Ausdruck k,—1t fir k, der
Ausdruck k, +t substituiert ist. Die Integration wird iiber den ganzen Impulsraum ge-

fiihrt. Die Operation Rgp wird durch die Formel

Imce

Ry (Gy Gy oo Gy| ... Qp . )=R(G, Gy ... Q)+ > R(G Gy ...G:T"|...Qp...) (3.11)

Hierbei bedeutet T = Gy X Go, % -+ X Gy, diejenige schwach zusammenhingenden Graphen,

welche nach Hinzufiigen der neuen Linie zwischen G, und G, stark zusammenhingend
werden, R (G, G, ... G;:T"|...Qr ...) ist eine Art von R-Operation fiir Graph G*, indem
fir Urvertexe der Graph I wund alle ibrigen G, die nicht in T enthalten sind, ge-

nommen werden. Dabei wird die Operation A (I'V) durch die Formel

A= -M IR (3.12)

definiert, d. h. A(I") wird so berechnet, als ob die neue Linie zwischen G, und Gy fehle

und der Graph 1V starkzusaummenhdngend wire.
Beweis. Mit Hilfe der Formel (3.8) bekommen wir fir R* (G, G, ... Gs|... Qp...)

R (G, Gy . Gy o Qp )= A* (G R* (G, Gy ... G+
F AR (G G R (G5 Gy ... G+ + A (G, Gy ... G).  (3.13)

Das Sternchen auf der linken und der rechten Seite der Gleichung (3.13) bedeutet,
dass alle Opcrationen unter Beriicksichtigung der neuen ¢ —b genommen werden. Wir
wollen jetzt dic rechte Seite von (3.13) so umformen, dass dort die Operationen A

und R (ohne Sternchen) explizit erscheinen. Natiirlich wird dadurch die Verbreitungs-



KAUSALFUNKTIONEN IN DER QUANTENTHEORIE DER FELDER 245

funktion A%, () auftauchen. Dazu bemerken wir: wenn wir von den Komponenten in
(8.13) diejenigen mit dem Faktor A*(G; G, ... G;) wihlen, die denjenigen Graphen
entsprechen, welche auch vor dem Hinzufiigen der Linie @ — b stark zusammenhingend
waren, so wiirde ihre Summe, im Falle dass wir diese Linie nicht beriicksichtigen,
gerade R (G G, ... G;) ergeben. Um zu erkennen, um welche Ausdriicke die Surame
der gewihlten Glieder sich von R (G, G, ... G;) unterscheidet, weisen wir darauf hin,
dass fiir Komponenten der Form A*(4) R*(B), wo A>@G, und B > @, die Gleichung

A*(A) R* (B)= [ A% (1) A (4% A (B dt
gilt.
Bei Komponenten der Form A* (4) R (B), wo A>(, G, wegen der Voraussetzung
des Lemmas beziiglich der Zahlen »([';), kann man &hnlich verfahren.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass
A= Ga X Gb .

Da nach Annahme A4, auch vor dem Hinzufiigen der Linie a—b, stark zusammen-

hiingend ist, so hat man
A* (A)= A* (G0 Gp) = — M (4) {A* (Ga) A* (@)}
= — M (4) ([ A% (1) A (G%) A (GS) d]
= [ A% (1) {— M (4) [A (G A (G))} d¢
= [ A% (1) A (G5 Gh) dt,
wobei das Bestehen der letzten Gleichung auf Grund der Eigenschaften der Zahlen

v (I'x) erschlossen worden ist.

Wir nehmen jetzt an, dass die Formel
A* (H)= [ A% (1) A (H') dt

richtig ist fiir alle Untergraphen

H=Ga><Gb><Gb,><~--><Gbk
des Graphen
A=Ga><Gb><Ga,><-'-><Gas,

welcher auch vor dem Hinzufiigen der Linie ¢ —b starkzusammenhdngend war und

beweisen, dass sie auch fiir den ganzen Graph A giiltig bleibt. In der Tat
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A* (A)= — M (4) {A* (G.) A* (Gy) A* (G) ... A* (Gas)+§A* (H,) A* (H,) ... (H.)}

A) [ A% () [A(GL) A (G A(GL) ... A(Ga,)+

+2A(H) AHS) ... AH)] G
= [ A% (1) A (4 dt. )
Jetzt ist es schon klar, dass die Summe aller ausgewdhlten Glieder gleich
[RGLGs ... GE| ... Q) A% (1) dt
ist. Es bleibt zu zeigen, dass die iibrigen Glieder die Summe
p 2, [ DG @ R@GEGE .. 6L Q% L) dt

ergeben, Dazu betrachten wir die Komponente

A*(IV) R* (G, G, ... Goy).
Offensichtlich ist R* (Go, G, ... Qo) =R (G, G, ... Ga),

denn die neue Linie a—b liegt in I'. Weiter bemerken wir, dass I auch von dem
Hinzufiigen der neuen Linie zusammenhingend war, denn durch das Hinzufiigen der
neuen Linie ist der Graph I" ja stark zusammenhingend geworden und dass die Zahl
v (') durch das Hinzukommen der neuen Linie nicht geédndert worden ist. Dann
bekommen wir
A* (@)= [ A%y (1) A(TY) dt.
Also konnen wir schreiben
A*(T") R (Ge, G, ... Ga))= [ A% (8) A(T"") R(Go, G, ... Goy)dt
_J'A ()R (G, G, ... Go 21| ... Qp ...)d2

auf Grund der Definition von R(G:IV|...Qr...).

Es bleibt jetzt die Summation iiber IV < @ zu beriicksichtigen um das Lemma
vollstindig zu beweisen.

Wir bemerken noch, dass in der gleichen Weise auch die folgende Formel be-

wiesen werden kann:

RB*(G Gy ... G| ... Qr ..} = [ Al (1) Boy (G1 G5 ... G| ... Q% ...) di, (3.14)

wo Ba (6] ... Q) =R (6 Gy G+ 3 B(616,. 6T 0r ).
' CG
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§ 4. Die analytischen Eigenschaften der Subtraktionsoperation R

In diessm Paragraph studieren wir die analytischen Eigenschaften der R-Opera-
tion und zeigen, dass mit Hilfe dieser Operation die Multiplikation der Kausalfunk-
tionen definiert werden kann.

Wir fithren zuerst einige neue Bezeichnungen ein. Fir R wollen wir im Falle,
dass fiir die Kausalfunktionen die regularisierten stehen, B (G)Iy(...k...), und im
anderen Falle R(@)I(...k...) schreiben.

Es gilt der

Sarz 3. Es sei G=0G,xG,x - x0G ein zusammenhingender Graph. Dann kénnen
wir R(G1G,... ) Iy(...k...) in der Form

1

n 77 oc)—isz mi—e 2
R(GIGz...GS)IM(...k...):(S(Eki)f ffe ro T ()
i—-1
0 0 0

Vaky, Vaky ..., Vakn, Vawy, Vi, ..., Vioy, V;‘c).
& Vg, Vg, ooy Varr)

LA (O Opy o+ » X)) Dy P
C. G 1 %2 J Py Pp
cg @b €aC doy...dar (4.1)

2

schretben. Darin bedeuten :

[entweder >k
Ga

Pa=
loder > w,,
Gp

fl.Vak. Viw..Va) en Polynom in allen seinen Argumenten,
(... Vay...) eine homogene rationale Funktion in Voc_l, Voc_z, wo., Var vom Grade r,

AY, PP
G 67

i —
die Summation vor (f./¢F)e oo b, dass zur Berechnung des Beitrages R mdg-

licherweise iiber verschiedene Glieder der in der Formel angegebenen Form durchzu-
fiihren ist,

& eine homogene rationale Funktion ersten Grades in VoTl,

r[A(G)] den Grad des Polynoms in A(G),

r; den Grad des Polynoms der Verbreitungsfunktion, die der Linie 1 entsprichi,

L die Zahl aller Linten zwischen den Basisvertexen,

S die Zahl aller Basisvertexe,

r= 2 r[A(G.)]+ IZ r+4L—-4(S—1),
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Zb A ey (oo ore)Za 2y (Summe iber beliebige S—1 won S vertexen): quadratische
Q

Form in x, und homogene rationale Funktion ersten Grades in oy mit den Eigen-

schaften :
a) Wenn alle «;>0, so ist die quadratische Form in x, positiv definit.
zAG Gy (cen ) Zg 2y = lZal(z|xal)2.
a
Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der Zahl der Linien und
Urvertexe. Betrachten wir zuerst den einfachsten Fall, dass der Graph aus zwei durch
eine Linie verbundene Vertexe besteht. Anderc Graphen entstehen aus einem solcher

durch Hinzufiigen von neuen Linien und Vertexen.

Fir den einfachsten Graph haben wir
R(G,Gy) = A(G)) A(Gy).

Es sei AG)=P;(... k.. 8 k).

Bezeichnen wir noch mit Afs (t) = Py (t) €*F

die Verbreitungsfunktion der Linie 1—2. {Die Integration nach «, sowie die Faktoren

I (x) usw. werden wir auslassen.) Dann haben wir

A (@) A(G)=5(Z b+ X k) Af( 23R Pylky = S k) Palhyt 3K,

und deswegen kénnen wir schreiben

(..V;‘ck...l/éw Va) Ia(Ek
¢ (.. Vou...) ’

A( 2)_ Zk)

wobei, wie leicht zu sehen, der Grad der Funktion & (... Va;...) gleich
r=r[A(G)]+r[A(GE)]+r,+4-1-4(2-1)

ist, wie die Behauptung des Satzes fordert. Die anderen Behauptungen des Satzes
sind in diesem einfachsten Falle evident.
Wir machen jetzt den Induktionsschluss fiir das Hinzufiigen einer Linie. Dabei

fassen wir insbesondere die Eigenschaften der Funktion
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1) iE40,0,7am

6. Vaz.)'

ins Auge.

Bs sei =G, xGyx - x0; ein zusammenhidngender Graph mit m +1 Linien. Wir
wollen annehmen, dass dieser Graph von einer solchen Gestalt ist, dass durch das
Weglassen einer beliebigen seiner Linien sein Zusammenhang nicht zerstért wird. Alle
iibrigen Fille werden durch den spdteren Induktionsschluss fiir das Hinzukommen
eines neuen Vertexes erfasst. Wir wollen jetzt annehmen, dass eine Linie zwischen
den Vertexen G, und G, beseitigt worden ist. Dann haben wir auf Grund von

Lemma 3

R*(G,G, ... G)= fAiz (t) Ry (G, Gy ... G, ...Q%..) dt. (4.2)

Wenn wir behaupten konnten, dass B, von derselben Form wie R wire, dann
geniigte es fiir die Durchfithrung der Induktion das Integral (4.2) zu berechnen.

Wir werden nun zeigen, dass die Behauptung tatsichlich zutrifft.

Es ist

B30y Gy 0p  )=R(G;G,...G)+ 3 R(G,Gy...0.:T"|...Qp...). (43)

I'ce

Wir wissen aber, dass

R(G4Gy...G:T"]...Qr) = A(I") R(G,, G, ... Ga)), (4.4)
wo G, Gy, ..., (@, diejenige @; bedeuten, welche nicht in I enthalten sind und
A= —~M{T)R(I). (4.5)

Nach der Induktionsannahme soll R(I") die Form (4.1) haben und allen Vor-
aussetzungen des Satzes geniigen. Wir zeigen nun, dass durch die Operation M (I')
die Form nicht zerstort wird. Diese Operation wechselt tatsichlich X k in X w im
Exponente und #dndert dabei aber weder die Form des Zihlers noch den Grad der
Homogenitidt des Nenners; bei s-maligen Differentiation der Exponentialfunktion wird
diese mit dem Ausdruck der Form (V&)® multipliziert. Da aber in der Taylorschen

Entwicklung der Faktor (k—w)® erscheint, so kann man
Va (k- )’ (Vap)

schreiben. Bei der Differentiation des Polynoms entstehen Faktoren der Form (Va),

die immer mit k—w zusammengefasst werden konnen. Es ist also die Form von
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A(I") die gleiche wie von R(I”A). Daraus kann man leicht schliessen, dass auch

R(G: TV

...Qp...) der Induktionsannahme genugtut. Wir konnen also annehmen, dass

e !t / = /= > i Y Al (e 0Dy
R (GG, G| Qp )= S ol Vak... l'oiw... ] oc...)ea'b 6,6, Pary (46)

Z $ (Vo)

Jetzt ist es schon leicht, die Struktur des Ausdrucks

j Ao () Ry, (GG . GL L. Q.. dt (4.7)
zu Ubersehen. Offensichtlich geniigt es, das Integral
e o F U Vak+Lt)  Va(o+lat). Va..) 154G g 0 lah0pi0
f () ¢4 (.. Vou) o s
[ —1 wenn k==£k,, oder w=0,
zu berechnen, wo la= 1 wenn k=k, oder w=wm,
1 0 in ibrigen Fillen.
Wir setzen fur Afls;(¢) den Ausdruck
P12 (t) ez‘atz — [P12 ( o 7/ Vr) ei1t2+it7‘JT:0 (49)
und fir O Valet+taty. . Vaio+lat)... Va..)
den Ausdruck
[ Va(—iVy) ... Va(—iVy) ... Vg)etelabori@ilabu] o
Dann bekommen wir
f AS, (1) flVaktlat) ... YO:‘ (w+11)... V&) eia\,':b%a% @atlab (Pl
L. Voy...)
_ [pm(giw PlVa(—ivy) . Va(—iVa)... V7)) tvriowst Sag g ram,
¢t (- Vo)
R '(22Al(l;a(;blapb“**"'cav'"“‘"'law"'):
T =i
S e 4 AGaG lglp+a) . 4.10
1/(2 AGaGbla lb+a)2 ° :lr:v:wzo ( )

a,b
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Nun siecht man leicht, dass der Grad der neuen Funktion ¢;" (. |y ...), welche

entsteht, wenn man den Ausdruck (4.10) in die Form (4.1) brmgt, um 4 vergrossert
wird, was dem Hinzufiigen einer neuen Linie entspricht.

Nehmen wir jetzt an, dass man zum Graph ( einen neuen Vertex (4, hinzufagt,
welcher mit dem Graphe @, durch eine Linie mit der Verbreitungsfunktion Af, ()
verbunden ist. Auf Grund der Formel (3.8} und auf Grund der Tatsache, dass G,

mit G, nur mit einer einzigen Linie verbunden ist, bekommen wir

R(G Gy ... Gy1)=A(G) R(Gy04 ... Ge.1)
=0 (S k) [R(GLGS ... GLa) A(G) AL () o (t+ X P)dd, (4.11)

I
wo > P die Summe der Impulse des Graphen G, bezeichnet.
G

Das elementare Aufheben der §-Funktion zeigt, dass auch in diesem Falle die
Behauptung des Satzes richtig ist. In der Tat, der Grad der Funktion ¢; vergrossert
sich um den Grad des Polynoms in A({;) und des Polynoms P, (t). Um zu beriick-
sichtigen, dass die Zahl der Linien und der Vertexe sich um Eins vergrdssert, muss
man in der Formel fiir » die Zahl 4 addieren und subtrahieren.

Es bleibt also noch die Behauptungen des Satzes tiber den Faktor im Expo-
nenten zu beweisen.

Aus der bekannten Ungleichung

(2 A%, 0, Pas) (2 AG o, la )= (2 A% ayla o)
ab ab @ a6

folgt leicht, dass die Form
ZAG Gb ®r.n) Tg Xp

positiv definit ist.

Durch Induktion beweisen wir noch die Ungleichung:
ZAG Gy (oo LT < (2 ) lea[ .

Im Falle des einfachsten Graphen ist die Ungleichung leicht verifizierbar. Wir
betrachten jetzt den Graph mit S Vertexen und L Linien. Dann addieren wir zu
ihm eine neue Linie und rechnen die entsprechende quadratische Form aus. Auf
Grund der Formel (4.10) bekommen wir

ZAG Gbralb)
* fi — 1" . _
gbAGagb(...a[...)xaxb az’:b Gy Gy (...O(l.‘.)l'ail'b (Z AG Cbl lb+a)
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Auf Grund der Induktionsannahme kénnen wir schreiben

(S Abc,loe)
(S Ao,e)lals +a)

(Alt al 2
2 (45,0, 1) (S ) (3 |l

AY Xy Xp — ———
% a8 T (Y Adgeplalo T o) T

Da aber X A’éaGb I, 1, >0 so verstirken wir die Ungleichung wenn wir auf der

rechten Seite das negative Glied weglassen und das positive addieren. Dann be-

kommen wir
2 A, (... al---)xaxbg(% o) (2|2 |)®

Im Falle des Hinzufiigens des neuen Vertexes kann man &dhnlich verfahren.

Jetzt werden wir den folgenden wichtigen Satz beweisen.

Sarz 4. Fs sei G=0,xG@x - xG; ein zusammenhingender Graph, r, der Grad
des Polynoms der Verbreitungsfunktion der Linie 1, r[A(G,)] der Grad des Polynoms
m A(G,). Wir wahlen die Zahlen

FIAGE)]Zr[A(G.], Tizr (4.12)
Es sei 'y =0y x Gy % - X Gy, ein Untergraph des Graphen G. Wir setzen

v(Tw)= 2 FIA (Go)]+ ; 1+ 2L —4 (5 — 1), (4.13)

wo die Summation ber diejenige G, zu erstrecken ist, die in 'y enthalten sind und
iiber diejenigen 1, welche die genannten G, verbinden; s, ist die Zahl der Urvertexe

in I'y. Wir definieren zu diesen v (I'y) die Operation:

R(G Gy G Iy (oo k)

n CF ~ —iNami-eXa
=6(zki)ff...fnl(a,)e Y S Pk o)
i=1 ! “
0 1]

0
i3 A
cead Ca" M o Aoy day.  (4.14)
In der Formel (4.14) bedeutet F, ein Polynom in k, w und eine rationale Funktion
in oy, wobei das Summenzeichen bedeutet, wie im vorigem Satze, dass man im allgemeinen
bei der Berechnung von R(GyGy... Gs)Iy(...k...) mehrere Glieder von der Form

13 Ak D, D
G,Gp @ b
F,L(...k...w...oc...)ea-b b

bekommen kann.
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Dann kann man behaupten, dass die folgende Ungleichung gilt

PO T SO | A CEL AT R ST (4.15)

1
1ot 2z
1 l

wo L die Zahl der Linien, die die Urvertexe Gy, G, ..., G5 miteinander verbinden und
Cenin k...w...o... polynomial beschrinkter Ausdruck ist (d.h. durch ein Polynom

nach oben abgéschitzt werden kann.

Beweis. Der Fall des einfachsten Graphen kann auf Grund der vorigen Berech-
nungen leicht verifiziert werden. Es sei jetzt der Satz richtig fiir alle Graphen mit
der Linienzahl L=m (wobei m=>s—1 ist) und der Vertexenzahl s, <s. Wir werden
ihn fiir Graphen mit der Linienzahl L=m+1 beweisen. Betrachten wir dazu einen
Graph mit m -+ 1 Linien. Es konnen zwei Fille eintreten: entweder zerstort das Weg-
lassen einer Linie den Zusammenhang des Graphen G =@, xG,x - xG; oder nicht.
Im ersten Falle sei es die Linie G, —G, deren Weglassen den Graph in zwei ge-
trennte Untergraphen I', und I', teilt. Es ist leicht zu sehen, dass in diesem Falle

R(G,G, ... G;) immer von der Form

Ro(ooily=8 S k) A% (S )Ry (oo by— Oy, S K ...)

sein wird, wo R,, R, den I'; und I', entsprechen.
Daher
F(l.k..o..a)=F,(...k..o.a)Fo(..k...ow...a) Ps (O k),

wo P,, ein Polynom der Verbreitungsfunktion Aj, ist. Da die Zahl der Vertexe in

I'; und T', kleiner als S ist, so haben wir nach der Induktionsannahme

<C,

1
F,Ila' 2z,
T 1
a

1
F, Hd.l_sz <(Ch
r, !

wo [], [] tiber die Linien, die im Innern von T, I', liegen, ausgedehnt sind.
g T

Daher

1 1 1 1

1 1 1
<Co Cy|Poy (O k)o' 2z [] a2Le 2L [] a2l 2L, {(4.16)
ab I‘l”v 1 rb 1

1

l Fllo 2z
[ed 1

wo C ein Polynomial beschrinkter Ausdruck ist und

L=Ls+L,+1.
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Damit ist die Behauptung fir den ersten Fall bewiesen. Wir bemerken, dass
dieser Fall die Induktion nach der Vertexenzahl realisiert.

Wir betrachten jetzt den Fall, dass das Weglassen einer beliebigen Linie den
Zusammenhang des Graphen =G, xG,x - X0 nicht zerstort. In diesem Falle be-

niitzen wir die rekurrente Formel
B* (G, Gy... G)= [ AL () By (G165 .. G4 T Q) dt

unter der Annahme, dass der Einfluss der Linie 1—-2 in Rechnung gestellt wird.
Wir haben schon bei dem Beweise des vorigen Satzes gesehen, dass die An-
wendung dieser Formel fur Induktionszwecke auf Schwierigkeiten stosst, die damit
verbunden sind, dass man zuerst die Erfullung der Induktionsannahme nicht nur fir
R(G,Gy... G;) sondern auch fir R, (G,G,...Gs|... Qp...) zeigen muss.
Wir erinnern, dass

Ry (G Gy G| Qp . )=R(G Gy G| .. Qp )+ S R(GGy... 0T ... Qp...)

I"cea

und dass die Operation ohne Sternchen bei Anwesenheit von m-Linien vorgenommen
wird, aber mit denselben »(I';) wie bei m+ 1 Linien, Wir bemerken, dass diese Vor-
derung den Annahmen des Satzes nicht widerspricht, denn das Zusammenfallen der
Zahlen »(I'x) im Graphe mit (m+1) Linien und mit m-Linien verstirkt die Bedin-

gungen der Form

i [A (Ga)] =7 [A (Ga)]a =g,

Um zu zeigen, dass R, den Induktionsbedingungen gentigt, ist es hinreichend dies
fir R(G,G,...G: | ... Qp ...) zu zeigen.
Betrachten wir dazu A (I'), also die Summe von der Form

i AH

SCulecioag VP (k. .. )ead Saf
,u

WgWp

Da aber I' schwachzusammenhingend ist, also R([")=E ("'}, so haben wir auf

Grund der Induktionsannahme

IOM("'O(Z"') <— - 1 3

wo L, die Linienzahl in I'" ist. Die Grade der Polynome geniigen der Bedingung

r(P)<v(IV)= > F[A(G,)]+ ; ri+ 2Ly —4(sp—1).

o
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Weil aber [ einige &; umfasst und weil P, von C, abgetrennt ist, so kénnen
wir die Grosse
R, (G, Gy, ... Gaﬂ .. QL)
bilden, in welcher als Basisvertexe [ und diejenigen &; genommen werden, welche

nicht in I enthalten sind. Dabei soll sein
AT)=P(..k...0...)0 (3 k),

wobei, auf Grund der Bedingung »(I")>r(P), das System der Operationen mit ihren
Zahlen vy die mit entsprechenden Zahlen des originellen Graphes zusammenfallen, sich

anwendbar zeigt. Deswegen sind die Induktionsannahmen fiir

i34 a
Ri(G Gy oo Gyt | oo Qro )= S Flo ko aye 2"
erfiilllt, d.h.

[F(. k.. o.. 2 ¢ < Q o (4.17)

H 0672 L H “;7“

Wir haben aber
R(GGy...Gs:T7... Qp L)=AI)YR(G,, Gy, ... Guﬂ:F’IQF)

i Al 0,
GoGy a®b

= ; Culvooy...)e R (GG, Gy T [0 L)
S Gk o)l TaG
Auf Grund von (4.16), (4.17) finden wir
|G (.. k..o ...a)[s—K—f (4.18)
o2

!

wo K polynomial in k, w, ...« beschrinkt ist.

Wir haben uns also iiberzeugt, dass man schreiben kann
1E AL vy

R,(GGy... G| ... Q.. )= F.(..k...w..x)ead “a 7
M

wobei PO T (AR UL L)

-
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und polynomial beschrankt ist. Jetzt konnen wir schon auf Grund der Formel (3.10)

leicht schliessen, dass wenn

iX A
R*(G1Gy...G]..Qr..) =3 Fi(...k...o...0x)e?
M

*
Po?
G,G,"a %0

K(.k. w..a 1

so wird sein |F¥ (k... )| s——"— S
1—2— *i2

(4.20)
1

wo ¢ eine positive Zahl ist. Nun kénnen wir auf Grund der Bedingungen des Satzes
eine beliebige Linie wegwerfen. Wir wollen diejenige wegwerfen fiir welche o,, maxi-

mal ist. (Wir denken uns ag, fixiert.) Fir solche Linien gilt

1
dabz—L‘ §l; o. (421)
Daraus sieht man leicht, dass

K(..k...w... )
(; )

1
F*|T* o 2Z< (4.22)
1 1

In der Formel (4.22) bedeutet das Sternchen, dass das Produkt iiber alle L=m +1
Linien erstreckt ist, K* bedeutet einen polynomial beschrankten Ausdruck. Anderer-

seits, auf Grund des Satzes 3 gilt

iX a4k b,
G,Gy-a”b

R(G Gy O] .. Q)= S Pl x)edd , (4.23)
un

fu G Vak. .. Vgcw_ Vo:c)
N O

wo F(.k.. w..«¢)=
Wir wissen weiter, dass

R*(6,G,...G)=(1-M(G)R* (G,6,...Gy), (4.24)

d.h. R* ist gleich dem Restglied der Taylorschen Reihe von R* nach den Potenzen

k—w v(G)-ter Ordnung

1

1 av+1 . .
R*(G,6G,...Gy) =3 f (1—;)’atv+lR* (G16G:...G0dT. {4.25)
Hier bhedeutet Gi usw., dass an der Stelle k; soll w;+1(k;— w;) stehen. Jetzt be-
merken wir, dass k den Faktor V& enthilt und nach der (y+ 1)-maligen Differentia-
tion als Faktoren homogéne rationale Funktionen von Vo, (v 4 1)-ter Ordnung erscheinen.

Deswegen haben wir
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)=f(...l/ak...1/a:cw...l/o:t) (4.26)

F(..k..w..«x —
¢r—(v+l) (... Va-l ...)

und, auf Grund (4.22),
’f(...l/&k...l/a?w...l/é) L

* 3 K*(k...w...a). (4.27)
broiny Con Ve 2l) I; == (;az)c

.. P | ’
Setzen wir jetzt t= >y, o= T >a;=1.
7

Wie es aus den Eigenschaften der Funktion f folgt, bekommen wir dann gemiss
(4.27)

= 5 Y 1] »t1-r+2r-1 *
lf(l/oc k.. Va ai...tl/oc)na:p_ﬁ t2ASKT- (4.28)
¢r—(v+1) (... VOC;) 1 t
=7 = =7 1 *
Also L. Ve k... Va a_)l...tl/oc) T aglfﬁ‘ﬁi{_s, (4.29)
¢T>(v+1)(-~~ V(Xl ) i t
WO g:ij.

2

Da aber die linke Seite ein Polynom in ¢ ist und da aus der Beschrinktheit
des Polynoms durch eine Zahl N im Intervalle, sagen wir 1-2, die Beschrinktheit
aller seiner Koeffizienten durch die Zahlen, die nur von N abhidngen, folgt, so
schliessen wir, dass die linke Seite durch einen polynomialen Ausdruck beschrinkt

werden soll. Auf Grund der Positivitit der Zahl § folgern wir daraus

f( V&,'k V&’ ?,t V&,) H* a;l—zl[:tsgo*(“, Eoow . t) (430)
gbr;(hq)(... VO([ ) 1
- 1
oder |F*(...k...a)...oc...)|H*a;_ﬁré(}'*(...k...w...t). (4.31)
1

Jetzt sind wir schon im Stande, die Existenz der Grenze im Ausdrucke

R(@Iy(...k..) fir e>0, M-
zu beweisen.

Sarz 5. Fiir e—>0, M—>co strebt der Ausdruck B(G,G, ... G ) Iy (... k ...) schwach
gegen die Grenze R(GGy...G)I(... k. ..).
Beweis. Die Existenz der Grenze fiir M—oc bei fixiertem &> 0 folgt aus der

- Za
Ungleichung (4.15). Der Faktor e¢ ¢ " macht tatsichlich das Integral (4.14) bei
17 — 573804. Acta mathematica. 97. Imprimé le 8 aout 1957,
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grossen o; absolut konvergent und die moglichen Singularititen bei «;—0 haben nach
der Ungleichung (4.15) einen integrierbaren Charakter. Auf diese Weise sehen wir,
dass fur M—co, R(G)I% (... k...) gegen die Grenze

) o0 o0
[ T *'Lzam eZa
- z'cz)fff TS ko)

.€ asz"GaGb parsdoy doy ... doy,  (4.32)

R(@G)I°(...

sogar im gewohnlichen Sinne strebt. Um die Existenz der Grenze fir e—0 zu be-
weisen, nehmen wir an, dass alle Massen von Null verschieden sind: m;=+=0. Wir

machen jetzt ganz formal die folgende Transformation der Integrationsvariablen
o= —if. (4.33)
Dann kann man (4.32) in der Form

ROI(...k..

(i ) f f "jeﬁ‘?ﬁlm%”ezﬁlzFM(..,k,,.w._.iﬂ”.)_
Z ; Z

- e ave df,df,...dpJr (4.34)
schreiben. Es gilt aber das
LEMMA 4. Bei der Erfillung der Bedingung
(2 p%)? < min m] (4.35)
ist die Form ’
A= 3 doyo, (B ) B 3 Aoye, (o f ) PaBo= 3 fum (4.36)
negativ definat.
Beweis. Aus dem Satze 3 folgt
A< 2 pi2 pa) = 2 Bumi. (4.37)

Auf Grund. der Bedingung (4.35) bekommen wir
A<0

Aus dem Lemma 4 folgt ein wichtiger Schluss: der exponentiale Faktor ist bei Er-
filllung der Bedingung (4.35) negativ und das Integral (4.34) ist absolut konvergent,

was die Variablentransformation
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legalisiert. Die Funktion ist analytisch bei beliebigem e>0 im Gebiete (4.35). Fiir
e—0 existiert die Grenze des Ausdrucks R(G)I°(...k...) im Gebiete (4.35) und stellt
eine analytische Funktion dar. Bei den beliebigen Werten der Impulse wird die
Grenze des Ausdrucks R(G)I°(...%k...) nur im Sinne der schwachen Konvergenz exi-

stieren. Dies kann in folgender Weise bewiesen werden. Wir betrachten
[ [ RGOk )F( k. )dkdk,.. dk, (4.38)

wo F(kk,...k,) eine Funktion der Klasse C (g, r, ») bei geniigend grossen g, r ist.

Wir zerlegen die Funktion F{...%k...) in zwei Komponente
F. k. )=¢( . k. )+[F(. . k.)—¢(.k..)]=0, (4.39)

wo ¢ (k) so gewdhlt wird, dass die ausserhalb des (ebietes (4.35) Null wird und dass
geniigend grosse Zahl der Momente der Funktion F—¢ Null wird,

Tk kS (F (k. )—¢( k. )]dk,dk, ... dk,=0.
Fir &0 streben die Ausdriicke

[ JROI(.E.)(. k. )dkdky... dk,

[[ ROk DFC ko )—p (. k. )] dkdk,.. dk,

gegen bestimmte Grenze. Der erste auf Grund der Existenz der Grenze im gewdhn-
lichen Sinne, der zweite auf Grund des Satzes 4.

Endlich bemerken wir, fur den Fall, dass alle m;+=0, dass die Analytizitit der
Funktion R(G)I(...k...) im Gebiete (4.35) erlaubt, die Punkte w zu fixieren, um
welche die Taylorentwicklung bei der Definition von A (I';) geschrieben wurde. Wir
wihlen @w=0; dann ist das Resultat Lorentzinvariant.

Wenn nicht alle Massen von Null verschieden sind, kann man die Analyzitit
von B(G)I(...k...) nur fir imaginire Komponente von k beweisen. Die Taylorent-

wicklung soll man dann um die Punkte

schreiben. Um aber die Lorentzinvarianz zu behalten, muss man iiber die Kugel

(o) + @®=y® die erhaltenen Polynome mitteln, wo u eine beliebige Zahl ist.
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Schlussbemerkungen

Die Sitze, die in vorigen Paragraphen bewiesen wurden, erlauben die gestellte

Aufgabe iiber die Konstruktion der Produkte von der Form
U A7 (2, — ;)

vollstindig zu 16sen. Einerseits definiert der Satz 2 ein solches Produkt als Funktional im
Unterraume D (q, 7, n) der schlichten Funktionen, andererseits zeigen die Sitze 3, 4, 5,
dass die Operation R die Fortsetzung dieses Funktionals auf den ganzen Raum
C (g, r, n) verwirklicht. Das kann man am besten sehen, wenn man zur x-Darstellung
iibergeht. Dann driickt man A(T',) A([,) ... A(I'y) durch die Diracschen Funktionen
8 (2, — ;) 6 (¥, — x,) und deren Ableitungen aus, welche als Funktionale betrachtet, sich
im Raume D (g, r, n) annulieren.

Wir bemerken, dass wir nur zusammenhingende Graphen erledigt haben. Aber
der Fall der nicht zusammenhingender Graphe stellt keine Schwierigkeiten dar, denn
wir koénnen immer den Satz iiber die direkte Multiplikation der verallgemeinerten Funk-
tionen anwenden. Weiter bemerken wir, dass fiir die Quantentheorie der Wellenfelder

die Definition der Ausdriicke A () in folgender Weise verallgemeinert werden soil:
AT)=—MIO)RT)+6E k) Zr (... k...),

wo Z ein Polynom derselben Struktur, wie das Polynom M (I‘)m ist, aber mit
beliebigen Koeffizienten.

Auf diese Weise wird der Ausdruck R(G)I (k) einige beliebige Konstanten ent-
halten. Diese Konstanten spielen eine wichtige Rolle bei der Renormierung der physi-
kalischen Konstanten der Felder. Diese Frage wollen wir hier nicht diskutieren.

Vergleiche dazu die oben zitierten Artikeln [9].

Anhang

In diesem Anhange soll die physikalische Bedeutung der in den vorigen Para-
graphen entwickelten Theorie der Multiplikation der Kausalfunktionen erklirt werden.
Dieser Anhang wendet sich an diejenigen Leser, die mit den wichtigsten Begriffen der
modernen Quantentheorie der Felder schon vertraut sind.

Wie schon in der Einfiilhrung gesagt wurde, spielt unsere Theorie eine sehr
wichtige Rolle bei der Konstruktion der Streumatrix mit storungstheoretischen Me-

thoden.
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Wie wohl bekannt, wird die S-Matrix als Losung der Schridingerschen Gleichung

38

i =HS§,

wo H der Operator der Wechselwirkungsenergie ist, in der Form der Dysonschen

Entwicklung geschrieben :

S:§ —') ff f ) ... H(@n))daydz, ... dx,

= Oanf f (X1, Tgy ooy Tp)d Xy d 2y .. (1)
n=

In der Quantenelektrodynamik hat man, zum Beispiel, fir H den Ausdruck

H=Vine3:§@)7"p@) 4n():,

wo v, ¢ die Komponenten des Spinorfeldes und 4,, des Fotonenfeldes sind, zu setzen.

Bei dem genauen Studium der Entwicklung (1) entstehen zwei Probleme. Erstens
wissen wir nichts von der Konvergenz der Reihe. Dieses Konvergenzproblem ist sehr
schwer und wir lassen es hier beiseite. Zweitens, in den einzelnen Naherungswerten
8, fir die Streumatrix begegnen wir divergenten Impulsintegralen. Diese ergeben
sich daraus, dass wenn wir die Ausdriicke S, (z,, %,, ... ,) mit Hilfe des Wickschen

[15] Satzes in der Normalform darstellen

Sﬂ (xl’ Lay «ee) xn) = Z K...a...ﬂ... (xl, Loy ooy xn) u(a”(x,) ’Lt;;ﬁr)(xs),

wo wu; die FErzeugungsoperatoren, S’ die Vernichtungsoperatoren sind, die Koeffi-
zientenfunktionen K ... ... gerade von den Produkten der Kausalfunktionen von
der Form

H A? (xr - xs)

1

gebildet werden und diese fithren im Impulsraume in der Regel auf divergente
Integrale.

Um diesen Integralen einen finiten Sinn zuzuschreiben, haben Schwinger, Feyn-
man, Dyson und Salam die Subtraktionstechnik ausgearbeitet. Dabei scheinen alle
diese Methoden ein Fremdkoérper in der Theorie zu sein und der Zusammenhang aller
Begriffe wird erst durch die Renormalisationstechnik erklirt. Der tiefe mathematische
Sinn der Operationen wird in [7], [8] nicht erklirt. Erst die neue Theorie, die in den
Arbeiten [9] entwickelt wurde, hat den physikalischen und mathematischen Sinn aller
dieser Methoden aufgeklirt. Wir wollen hier die gekiirzte Darstellung dieser Theorie

bringen.
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In der neuen Theorie wird die Streumatrix auf Grund der vier physikalischen
Postulate, welche dem Hamiltonischen Formalismus dquivalent sind, konstruiert, und
die Lagrangesche Funktion L (z) der wechselwirkenden Felder als bekannt vorausgesetzt.

Diese Postulate lauten:

1) Korrespondenz mit der klassischen Theorie,

2) Lorentzkovarianz,

3) Unitaritat,

4) Kausalitit.
Dabei fithrt man, um mathematisch die Einschaltung und Ausschaltung der Wechsel-
wirkung zu beschreiben, eine Hilfsfunktion ¢ () cin, welche gleich Null ist im Ge-
biete, wo die Wechselwirkung nicht eingeschaltet und gleich eins im Gebiete, wo die
Wechselwirkung vollstindig eingeschaltet ist.

Wenn wir jetzt die Anfangsamplitude fixieren, so konnen wir die Endzustands-

amplitude als Funktional von ¢(x) betrachten:

¢ (9)=S(9) pa-
Der reale Fall, wenn die Wechselwirkung im ganzen Raume eingeschaltet ist, wird
durch die Matrix S (1) beschrieben. Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips bekommt

man fir unendlich kleine ¢ (x)
S(g)-1+i[Lx)g(x)da (2)
wo L (x) die Lagrangesche Funktion der wechselwirkenden Felder bedeutet.
Das zweite Postulat bedeutet folgendes:
Es sei x—~Lx

die Transformation der vollen Lorentzgruppe. Die Funktion g(x) geht bei solcher
Transformation in ¢ (Lz) uber, d. h. g(x)—>Lg=g(Lx). Es sei u; der Operator, wel-

cher das Transformationsgesetz der Zustandsamplitude bestimmt
¢'(Lg)= UL (g
Dann erhalten wir fiir S(g) das folgende Transformationsgesetz
S(Lg)=U,8 (g U =U.8(9) U%. 3)
Die Unitaritdt fahrt zu der Gleichung:
S*(g) 8 (g)=1 (4)

Dic Kausalitdt bedeutet, dass die Ereignisse, welche im System vorgehen, den

Einfluss auf die Evolution des Systems nur in der Zukunft, aber nicht in der Ver-
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gangenheit haben kénnen. Um das gesagte mathematisch zu formulieren, nehmen
wir an, dass in einer kleinen Umgebung des Raumzeitpunktes y die Funktion g (x)
einen unendlich kleinen Zuwachs 8¢ (x) erhielt. Dann bekommt die Amplitude ¢ (g)

den Zuwachs

0p(9)=08(g9)p=05(9)S*(9) (9).

Auf Grund des oben gesagten soll also der Operator 1+ 8.8 (q) S* (). welcher ¢ (¢)
in ¢(g)+0d¢(g) iiberfihrt, nicht von der Anderung der Funktion g(x) bei %<y
abhingen. Auf Grund der Lorentzinvarianz darf & 8 (g) 8*(g) auch bel 2~y (~ raum-
artig) von ¢ (x) nicht abhingen.

Wir konnen also, wenn wir uns den Begriff der Variationsableitung zu Hilfe

ziehen, das Postulat der Kausalitit in der Form der Bedingung

o (@é*@ S* (y)) =0 bei x5y (3)
0g(x)\og(y)
schreiben (d.h. bei x, <y, oder x~y).
Um jetzt S(g) zu finden, die allen Bedingungen (2), (3), (4), (5) geniigt, muss
man sich der formalen Reihenentwicklung bedienen.
Wir suchen S(¢) in der Form
a1

nx1 n!

S{g)=1-+ j f...fSn(xlxg,...xn)g(xl)g(xz).‘.g(x,,_)d,rld.rz...d;cn. (6)

Das Problem der Konvergenz der Reihe bleibt dabei auch offen. Wenn wir jetzt
diese Entwicklung in die Bedingungen (2), (3), (4), (5) einsctzen, so kénnen wir diesc
Bedingungen von S{g) auf S, (2, 2y, ... z,) Ubertragen. Um den skalaren Charakter
von 8, zu gewidhrleisten, wollen wir noch annehmen, dass Fermische Feldoperatoren
nur in geraden Kombinationen vorkommen. Dann kann man folgende Bedingungen
fir S, (2;, @y, ... x,) formulieren, die, wie wir sehen werden, die konkrete Form der
Funktionen §, bestimmen.

Die Bedingung (2) gibt S;(x)y=14 L (x).

Die Bedingung der Lorentzkovarianz lautet:

Sn(Lxl,sz,...,an)=UfSn(x1, Loy ooy ) Uy (

-~1
~—

Die Beriicksichtigung der Unitaritit der S-Matrix fithrt zu der Gleichung:

S (1, Toy .oy Tn) + St (T, Xgy ..vy 2) +

nl Xy Xy ... Ti "
+ > P20 S (g, By e ) Stk (a1, oo, 20) =0, (8)
k=1 L4l 0o Tn
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Das Kausalitidtsprinzip ldsst sich dann schreiben in der Form:
Hn (?/, x]_, xz’ ---7xn):0: (9)
falls nur fir eine der Grossen z; mit j=1,2,...,n

Y=
gilt, wo
H,(y, x,, %, ..., x,)

n-1
:lSn_;l(:l/, Ly Loy vuey xn)+ v Z P (*14—, d —') Sk+1(y, Ly, ey xk) Sz_k (xk+1, ooy xn)
k=0 ZTi+1; -5 Xn

ist.

So haben wir mit Hilfe der Kovarianz, der Unitaritit und der Kausalititsbe-
dingung, denen die Matrix S (g) als Ganzes gehorcht, die entsprechenden Bedingungen
fiir Kovarianz, Unitaritit und Xausalitat fiir die Funktionen S, (x;, #,, ..., #,) abgeleitet.

Es entsteht jetzt die Aufgabe aus diesen Bedingungen die Form der Funktionen
S, (xy, , ..., T,) zt bestimmen. Fir S (x) haben wir schon

S, (xy =1 L(x).
Jetzt untersuchen wir das Verfahren zur Bestimmung der Funktion S, anhand einer
vorherigen Ermittlung der Funktionen 8,, S,, ..., S»_1. Durch die Unitarititsbedingung
(8) wird S, bis auf einen antihermitischen Operator festgelegt. Bezeichnen wir diesen
Operator mit ¢A,. Durch die Kausalititsbedingungen (9) wird die Operatorfunktion
S, mit Hilfe der vorhergehenden S;, 8,, ..., 8,_1 im Definitionsbereich ihrer Argumente,
d.h. im Bereiche, wo z; = mindestens ein z;, j=2,3, ..., n véllig bestimmt.

In dem genannten Bereiche muss also der antihermitische Operator ¢ A ver-
schwinden. Aus seiner Symmetrie hinsichtlich aller Argumente geht hervor, dass er

auch dann verschwindet, wenn es ein Paar von Argumenten ; und z; gibt so dass
xﬁéxj

ist; er kann also nur denn von Null verschieden sein, wenn alle Argumente iiber-

einstimmen :
Xy =Ly= 0 =Xy

Einen solchen Operator nennt man einen quasilokalen Operator. Seine Koeffi-

zientenfunktionen missen die Form haben:

z( 4 .)6(351-—:52)5(1‘2—:&‘3)...5(1'7_373)

wo z ein Polynom bedeutet, wie man leicht aus einem Satze von Schwartz [2]

schliessen kann.
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Um also den Ausdruck fiur die Funktionen S§,,8,,...,8. zu gewinnen, muss
man also ausser dem lokalen Operator L (z) noch eine Folge quasilokaler Operatoren
A,y A, ..., A, angeben.

So bekommt man fir 8,

8y (%, @y) = T [L (1) L ()] +1 A, (24, 7).
Fir 8,

83 (24, &5, 3)

=3 T[L(2,) L () L(x;) +

:2
+ 3 =

vx—'knv;:ZS 2 '

Pz, 2, ... ) TTA,, (1, 2, ) Ay, (... 25) +5 Ay (2, g, T3)

= — 4 T [L () L(wy) L (z3)] — T'[L (21) Ay (25, 23)] —
— T[L (%) Ay (21, 23)] — T'[L (03) Ag (%, 25)] + 4 Ag (24, 2, X3).

Fir 8, bekommen wir folgende Formel

n 3
Su (g, Zgy o.., ) = 1" T [L(2y) L(x,) ... L(x,)]+ P, s Ty | | en @)

. 2<m<n—1 '
CTIA (24, Ty ooy @) oo Ay, (o )] HEA (2, 7y, .., @),

Jetzt wollen wir erkliren, wie wir diese Operatoren A,, A,, ..., A, beniitzen wer-
den, um die Divergenzen von S, zu beseitigen. Wir stellen uns die Frage: Kann
man die Operatoren A,, A, ... A, so bestimmen, dass die Koeffizientenfunktionen
von &, integrierbare verallgemeinerte Funktionen werden? Die Antwort lautet: ja.
Um das zu begriinden, geniigt es sich zu iiberzeugen, dass die Berechnung der Koeffi-
zientenfunktion von 8, auf die Form der R-Operation fiihrt, die wir im Verlaufe
der ganzen Arbeit studiert haben.

Das interessanteste ist, dass gerade die Form der R-Operation auf diesem Wege
entdeckt wurde, d.h. dass der Versuch, die Streumatrix ohne die Schriédingerver-
gleichung auf Grund der physikalischen Postulate zu konstruieren, ganz naturgemiss
auf den Begriff und die Form der Subtraktionsoperation R fiihrte.

Die Einzelheiten findet der Leser in den bereits oben zitierten Arbeiten [9].
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