
Einleitung 

Eine Mange Avon natOrliohen Zahlen heisst "entsoheidbar", wenn es sin 

Verfahren gibt, welches zu vorgelegtBm ~ in ~ in endlich vielen Sohrit- 

ten entsoheidets ob aE A oder nicht. 

Oar Bsgriff sines Verfahrens kann bekanntlich auf versohiedene Arten 

mathematisoh formuliert warden. Osn folgenden Betrachtungen sei dis 

yon Turing vorgesohlagene maschinells Oefinition zu Grunds gelegt. Dis- 

se hat unter anderem den Vorteils dess sis die intuitive Vorstellung 

der zeitlichen Dauer des Entsoheidungsverfahrens mit Hills der Sohritt- 

zahl in natOrlioher Weiss zu pr~zisieren gestattet. 

Eine Mange A ist in polynomialer Zeit sntscheidbar~ gewenn [gsnau dann, 

wenn] es sine Turingmasohine e und sin Polynom p gibt mit folgenden 

Eigensohaften: Setzt man die Masohine e aug dis bin~r kodiente Zahl a 

an und ist ~[a] dis Stellenzahl yon as so kommt e naoh h~ohstens 

p[~[a]] Sohrittsn zum Stillstand, und e akzeptiert e gewenn aE A. [Man 

erh~lt sine ~quivelente und etwas kOrzeres wenn auch weniger einlsuch- 

tends Definition duroh die Forderung: aE A <~> e akzeptisrt a in 

p(~[a]] Sohritten. Hier kSnnen also auoh Zahlen akzeptiert warden, die 

gar nicht zu A gehSren.] 

Analog zu der Klasse P der in polynomialer Zeit entscheidbaren Mengen 

wird die Klasse ~ der in polynomialer Zeit berechenbaren Funktionen ds- 

finiert. 

Die Klasse P ist abgssohlossen gegenOber den Boole'schen Operatienen 

Vsreinigung, Ourohsohnitt und Komplement, die Klasse ~ gsgenOber Kom- 

position. Mit A in P und f in ~ ist auch f-IA in P. 

Die Begriffe der in polynomieler Zeit entsoheidbaren Mengen und bere- 

chenbaren Funktionen nehmen in der Komplexit~tstheorie sine wiohtige 

Stellung sin. Oiee h~ngt einmal damit zueammen~ dass sis weitgehsnd 

unebh~ngig sind vom spsziellen Maschinenmodell. L~uft sin Algorithmus 

z.B. aug einer Mehrband-Mehrkopf Turingmaschine in polynomial be- 

sohrQnkter Zeit eb, so auoh aug einer Einband-Einkopf Masohine. Farrier 

sind esunter den in der Literatur auftretanden Algorithmen im wesent- 

lichen gerade die polynomial besohr~nktans for welohe der Einsatz elek- 

tronisoher Reohenanlagsn sine deutliohe Erweiterung des Anwendungsbe- 

reiches ermSglioht. 

Was nun Beispiele enbetrifft~ so ergibt sioh die ZugehSrigkeit zu P for 

vials Mengen unmittelbar aus ihrer Oefinition: Mange der Kubikzahlens 



Mange der Z~eierpotenzen, Mange der Fibonaccizahlen. FOr andere Mengen 

folgt die Zugeherigkeit zu P erst auf Grund sines nioht-trivialen "Kri- 

teriums". Ein Beispiel hierfOr ist die Mange der Primzahlen der Form 

2n-I; die Eigenschaft, sine s~Iche Hersenne'sohe Primzahl zu sein, ist 

nach dem Kriterium van Lucas in polynomialer Zeit antsoheidbar (Knuth 

1geg), 

FOr viele zahlentheoretisch interessante Mengen ist die Zugeh~rigkeit 

zu Poffen. So ist zwer bekanntlich entscheidbar, ob sine Zahl a Prim- 

zahl ist oder nicht; es ist aber nicht bskannt, ob es dafOr sin in 

~(a) polynomial beschr~nktss Entscheidungsverfahrsn gibt. Weitere sol- 

che Merger finder man unter den Wertebereichen yon Polynomen in mehre- 

ren Variablan (mit Koeffizienten und Argumsnten in ~). Ist z.B. D die 
3 3 

Menge der Zahlen a den Form x +y , so ist D ersichtlicherweise ent- 

scheidbar. Des naheliegende Entscheidungsverfahren far eE D, bei dam 

alia Tripel <a,x,y> mit x<a, y!a aug a = x3+y 3 getestet warden, ist 

aber yon der Gressenordnung e I/3, also exponantiell in ~[a). {Und es 

schsint Oberhaupt kein polynomial beschr~nktes Entscheidungsverfahren 

f~r 0 zu geben.) 

Anhand der Mange D soll nun sin wichtigsr neuer Begriff eingefShrt 

werden, Nan danke sich des oben angegebene Entseheidungsverfahren for 

sine Zahl a einmal durchgefOhrt, Je nach dam Ausgang befindet man sich 

in ganz verschiedenan Situationen. Ist der Test positiv ausgefallen, 
3 3 

so liegt sin Tripel <a,x,y> mita = x +y vor. Der Besitz sines sol- 

chan Tripels armeglicht aber schon den Nachweis f~r aE O in polynomia- 

let Zeit, indem die Summa x3+y 3 berechnet und mita verglichen wird. 

Ist andersrseits des Testergebnis negativ, so 18sst sich aus der ge- 

leisteten Arbeit anscheinend kein kurzer Beweis for a~ O entnehmen. 

Oieser hQufig auftretende Sachverhalt fOhrt zu den folgenden Definiti- 

onen: 

I. Die Turingmaschine e verifiziert a in m Schritten, gewenn es sin x 

gibt, so dass e den Input <a,x> in h6chstsns m Schritten akzeptiert. 

Bemerkung. Trotz des Existenzquantors Ober x is't entschaidbar, ob e 

die Zahl a in m Schritten verifiziert. Oenn in der Zeitspanne m liest 

die Maschine e h6chstens m Stellen des Inputs <a,x>. Gibt es also 

Oberhaupt ein x, for welches <a,x> akzeptiert wird, so such sins mit 

den zus~tzlichen Eiganschaft ~(xj!m. 



2. Ein8 Msnge A ist in polynomialer Zeit verifizierbar, gewenn es sine 

Turingmaschine e und sin Polynom p gibt, so dass gilt: 

a E A  < ' > e v e r i f i z i e r t  a i n  p [ ~ [ a ] ]  S c h r i t t e n .  

NP i s t  d ie  K lasse der  in  p o l y n o m i a l a r  Z e i t  v e r i f i z i e r b a r e n  Mengen. 

(NR s t e h t  f ~ r  " n i c h t d e t e r m i n i s t i s c h  p o l y n o m i a l  b e s o h r ~ n k t "  - i n  de r  Tat 

kann des x i n  der  s r s t e n  O e f i n i t i o n  a ls  s ine  A r t  n i c h t  d e t e r m i n i s r t e n  

L e i t f a d s n s  a u f g e f a s s t  warden . )  

Die K lasse P i s t  o f f e n b a r  s i ne  T e i l k l a s s e  yon NP. E r s t a u n l i c h e r w e i s e  

i s t  es b i s h e r  n i c h t  ge lungsn  zu e n t s c h e i d e n ,  ob d ie  be iden  Klassen R 

und NP g l e i c h  Bind oder  n i c h t .  Wenn in  der  Mathemat ik  ~berhaupt  yon e i -  

hem " I n d i z i e n b e w e i s "  gesprochen warden d a r f ,  so gewiss h i e r  f ~ r  d ie  

Vermutung PtNP ( "Cook ' sche  H y p o t h e s e " ) ;  de r  Laser  w i r d  d ie  I n d i z i s n  im 

f o l g e n d e n  ke~nen l e r n s n ,  

Die K lasse NP i s t  abgesch lossen gegenOber V e r e i n i ~ u n g  und O u r c h s c h n i t t ;  

mit A in NP und f in ~ gehSrt auch f-IA zu NP. 

Unbekannt ist, ob NP komplement-abgeschlossen ist oder nicht. Es ist zu 

vermuten, dass es Mengen in NP gibt, deren Komplement nicht zu NP ge- 

hSrt; sin Beweis dafOr wOrde natOrlich die Cook'sche Hypothese bestQti- 

gen. Und wenn sehon Vermutungen formulie#t werden: Es gibt wohl such 

Mengen A mit der Eigenschaft, dass zwar A und das Komplement yon A zu 

NP geh~ren, die Mange A aber nicht zu P gehSrt. Sollte dies zutreffen, 

so words sich das Bsgriffspaar P-NP in einer wesentliohen Eigensohsft 

vom Begriffspaar entschsidbare-aufz~hlbars Menge untersoheiden, zu dam 

ss ja der Definition nach in anger Analogie steht. 

Dass die Analogie auf alle F~lle nicht vollkommsn ist, zeigt die Tatsa- 

che, dass es zwar universelle aufz~hlbare, abet keine universellen NP- 

Mengen gibt - g~be es nQmlich sine solche, so w~ren alle Mengen aus NP 

polynomial verifizierbar mit Polynomen sines fasten Grades, im Wider- 

spruch zu (Cook 1970). 

Trotz dieser Unterschiede ist die Analogie der Begriffspaare yon be- 

trQohtlichem heuristischen Wert. Uebertr~gt man zum Beispiel die uni- 

verselle Mange dsr Paste <e,a> ("die Naschine e akzeptiert a") aus der 

Rekursionstheorie in die PNP-Theorie, so wird man unmittelbar zu einer 

~enge V gefOhrt, die zwer nicht universell~ aber immerhin noch NP-voll- 

st~ndig ist, (O.h. V gehert zu NP und zu jedem A aus NP ~ibt es ein f 

in ~ mit A = f-Iv.) Dabei ist V folgendermassen definiert: Das Tripel 

<e,a~2m> geh~rt zu V gewenn gilt: Oie Maschine 8 verifiziert den Input 



a in m Schritten. 

Erstens zeigt n~mlioh sine einfache Ueberlegung, dass V in polynomia- 

ler Zeit verifizierbar ist. {Dabei wird auch klar, warum Tripel 
m 

<s,a,2 > und nicht etwa Tripel <e,a,m> verwendet werden.l Ist zweitens 

A sine Menge aus NP (die etwa durch die Turingmaschine e ° und des Poly- 

nom p verifiziert wird), so definiere man f durch 

f(a) = <e ,a,2P(~(a))>. 
0 

Dann sind aE A und f(a)E V beide gleichbedeutend mit der Aussage 

"e verifiziert a in p(~(a)) Schritten". 
o 

Oie Existenz einer vollst~ndigen Menge V reioht nun zwar nioht aus, um 

mit Hills sines Oiagonalverfahrens die Cook'sohe Hypothese zu beweisen, 

abet dooh, um sis auf sine besonders einfaohe Form zu bringen: 

P NP< >v P 
(Gleicherweise gilt: Gibt es Obsrhaupt sine Menge A in NP, deren Kom- 

plement nioht zu NP gehBrt, so let V sine solohe.) Unter der Annahme 

der Cook'sohen Hypothese ist also V nicht polynomial entsoheidbar. Es 

liegt nun nabs, Qhnlioh wie in der Rekursionstheorie, die Menge V in 

interessante mathematische Entsoheidungsprobleme zu transformieren. 

Wie [Cook 1970) und {Karp 1972) gezeigt haben, gelingt dies auf er- 

staunlich vielf~ltige Weiss. 

Ganz allgemein ist ein Entsoheidungsproblem gegeben dutch sin Pear von 

Mengen (A,B) mit Ac 8 (in der Meinung, dass zu entscheiden is@, welohe 

b aus B zu A geh~rsn]. Oa die Mengen A, B im allgemeinen keine Zahl- 

mengen sind~ mOssen sis zuerst als solche kodiert werden. FOr die vor- 

liegenden Zweoke ist sine Kodierung sine injektive Abbildung von B in 

~, deren Bild zu P gehBrt. (O.h. man kann in polynomialer Zeit ent- 

soheiden, ob sine Zahl die Kodenummer sines Elements von B ist.) Zwei 

Kodierungen ~ und ~ werdsn als ~quivalsnt betraohtet, gewenn die parti- 

ellen Funktionen @~ I und ~@-I Einsohr~nkungen von in polynomialer Zeit 

bereohenbaren Funk@ionen sind. 

VermBge solcher Kodierungen lessen sich die Begriffe "in polynomialer 

Zeit bereohenbar", "in polynomieler Zeit entsoheidbar", "in polynomia- 

ler Zeit verifizierbar" und "vollst~ndig" ohne weiteres auf allgemeine 

Entsoheidungsprobleme Obertragen. Oas Ergebnis disser Uebertragung 

h~ngt dabei nur vonder Aequivalenzklasse der gew~hlten Kodierung ab. 

FOr viele ~engen ist (bis auf Aequivalenz] klar, wie man sis kodieren 

wird~ da ihre Elements ale WBrter Ober einem endlichen Alphabet gegeben 



sind. Beispiele hierfOr sind Mengen von Polynomen oder Matrizen Ober 

den ganzen Zahlen oder Ober einem endlichen KBrper, Mengen yon aussa- 

genlogischen Formeln, yon Formeln airier Sprache ers@er Stufe. 

Andera Mengen warden in natOrlicher Weise auf solche zur8ckgefOhrt. 

Z.B. beschreibt man endliche Relationalstrukturen eines fasten nicht- 

leeren Typs (Graphen, Gruppen usw.) dadurch, dass man ihre Tr~ger als 

Anfangsabschnitte der Mange der natOrlichen Zahlen annimmt und die Oia- 

gramme ihrer Relationen etwa lexikographisch aufz~hlt. Man bemerke, 

dass dann die L~nge der Kodenummer einer Struktur polynomial besohr~nkt 

ist in der M~ohtigkeit der Struktur und umgekehrt. Polynomiale Ent- 

scheidbarkeit und Verifizierbarkeit warden also gemessen an der GrBsse 

der betraohteten Strukturen. 

Aus der Liste der yon (Cook 1870] und (Karp 1972J angegebenen NP-voll- 

st~ndi~en Entscheidungsprobleme greifen wir die folgenden heraus: 

I. Zu entsoheiden, ob eine aussagenlogisohe Formal erfOllbar ist (bier 

besteht also die obige Menge B aus allen aussagenlogisohen Formeln, 

die Mange A aus den erfOllbaren). 

2. Zu entscheiden, ob ein Graph G einen k-punktigen vollstQndigen Un- 

tergraphen besitzt [bier besteht B aus allen Paaren (G,k), A aus jenen 

mit der verlangten Eigenschaft). 

3. Zu entscheiden, ob ein Graph G I isomorph einem Untergraphen eines 

Graphen G 2 ist. (Die VollstQndigkeit des Problems zu entscheiden, ob 

zwei Graphen isomorph sind, ist dagegen noch fra~lich.) 

4. Zu entsoheiden, ob ein Graph G einen Hamilton-Kreis besitzt. {Dage- 

gen ist in polynomialer Zeit entsoheidbar, ob G einen Euler-Kreis hat.) 

5. Zu entsoheiden, ob ein Graph dreifQrbbar ist. (Oagegen ist in poly- 

nomialer Zeit entsoheidbar, ob G zweif~rbbar ist.) 

6. Zu entscheiden, ob zu einem Paar (U,T) von endliohen Mengen mit 

Uc T 3 eine Menge W existiert, so dass Wc U und die drei Projektionen 

T 3 -~- T bijektiv aug W sind. (Oas analoge Problem mit UC T 2 ist in po- 

lynomialer Zeit entsoheidbar.) 

7. Zu entscheiden, ob eine lineare diophantische Gleichung 

alx1+...+a x = b einen LBsungsvektor aus Komponenten 0 oder I besitzt RR ° 

(Verlangt man vom LBsungsvektor nur, dass seine Komponenten ganzzahlig 

sinds so erh~lt man ein Problem, welches in polynomialer Zeit entsoheid- 

bar ist. Dies gilt sogar for Systeme yon Gleichungen.) 



Unter der Annahme der Cook'schen Hypothese ist keines d/eser Problems 

polynomial entscheidber. 

WQre andererseits die Cook'sche Hypothese falsch, so kSnnte man nicht 

nut die Probleme I his 7 in polynomialer Ze±t entscheiden, sondern 

Oberhaupt alle Probleme in NP, seien sie nun vollst~ndig oder nicht, 

und das mit einer einzigen allgemeinen Methade. Bedenkt man, dass z.B. 

die meisten algorithmischen Probleme der klassischen Zahlentheorie als 

Entscheidungsprobleme aus NP interpretier£ werden k~nnen und dass es 

bisher nur in speziellen F~llen u nd mit speziellen Methoden gelungen 

ist, polynomiale LBsungsverfahren anzugeben, so erscheint die obige 

Annahme sehr unwahrscheinlich, 

Ein weiteres Indiz for die Cook'sche Hypothese kann dar±n gesehen wer- 

den, dass in einem ganz anderen Zusammenhang (nQmlich in der Modell- 

theorie) sine Vermutung aufgestellt warden ist, welche die Cook'sche 

Hypothese impliziert: Ist ~ eine Formel erster Stufe, so ist des Spek- 

trum van ~ die Menge derjenigen natOrlichen Zahlen n, for die sin n- 

zahliges Modell van ~ existiert [Scholz 1952). Die "£pektrum-Hypothese" 

behauptet, dess as ein Spektrum g±bt, dessen Komplement selbst kein 

Spektrum ist. Wie (Jones-Selman 1974) gezeigt haben, folgt aus der 

Spektrumhypothese, dass es Mengen in NP gibt, deren Komplement nicht 

in NP liegt (und die also sicher nich£ zu P gehSren), 

Oer im vorangehenden beschriebene Themenkreis wird in den Vortr~gen 

I-IV und VII dargestellt, Dsr erste Vortrag gibt eine EinfOhrung in 

die verschiedenen Typen van Turingmaschinen, ihre gegenseitigen Bezie- 

hungen und die Hierarchic der dureh Zeitschranken definierten Klassen 

van Entscheidungsproblemen. Im zweiten Vortrag wird die NP-Vollst~ndig- 

keit des Problems nachgewiesen, zu entscheiden, ob eine aussagenlogi- 

sche Formel erfOllbam ist. Ausgehend van dieser Tatsache werden in den 

folgenden beiden Vortr~gen eine grosse Anzahl van weiteren vollst~ndi- 

gen Entscheidungsproblemen abgehandelt. Oer siebente Vortrag ist dem 

Spektrumproblem gewidmet. 

Im fOnften Vortrag wird im Anschluss an (M. Hall 1956) ein polynomialer 

Algorithmus angegeben, welcher (unter anderem) gestattet, zu einer Fol- 

ge S 1, S 2 . . . .  , Sm van e n d l i c h e n  Mengen e i n e  m a x i m a l e  T e i l m e n g e  T yon  

U S. zu b e s t i m m e n ,  f o r  w e l c h e  d i e  O u r c h s c h n i t t e  T n S. (1 < i < m) h S c h -  
l 1 - 

s t e n s  e i n  E l e m e n t  e n t h a l t e n .  D i e  E x i s t e n z  d i e s e s  A l g o r i t h m u s  mag e i n  

H i n w e i s  d a r a u f  s e i n ,  dass aueh i n  F ~ l l e n ,  wo s i c h  z u n ~ c h s t  e i n  e x p o n e n -  

t i e l l e r  S u c h a l g o r i t h m u s  a u f d # ~ n g t ,  e i n e  g e n a u e r e  A n a l y s e  b i s w e i l e n  zu 



einem polynomialen Algorithmus fOhrt. 

Die in den Vortr~gen III und IV behandelten TransGormationen yon Ent- 

scheidungsproblemen stehen in unmittelbarer Beziehung zu TransGormati- 

onen, wie sie in der axiomatischen Mengenlehre benOtzt werden, um die 

Aequivalenz von AbschwQchungen des Auswahlaxioms zu beweisen. Man be- 

trachte etwa das Golgende Paar yon Entscheidungsproblemen 

El: Zu entscheiden, ob ein endlicher Graph dreif~rbbar ist. 

E2: Zu entscheiden, ob eine endliche Mange yon aussagenlogischen 

Formeln erGOllbar ist. 

Diesem Paar stelle man das Golgende Paar yon "abgeschw~ehten Auswahl- 

axiomen" gegenOber:  

A I :  Jeder  n i e h t  d re iG~ rbba re  Graph b e s i t z L  e inen  e n d l i o h e n ,  n i c h t  

d r e i f ~ r b b a r e n  T e i l g r a p h e n .  

A2: Jede une rGO l l ba re  Menge yon aussagen log i sohen  Formeln b e s i t z t  

e ine  e n d l i e h e ,  une rGO l l ba re  Te i lmenge .  

Die " A e q u i v a l e n z e n "  E lse  2 und AI~A 2 s i n d  (unabh~ng ig  v o n e i n a n d e r )  aug 

seh r  ve rwandte  Weise bewiesen worden,  n~ml i ch  durch zwei  Kod ie rungen :  

Die e ine  k o d i e r t  Graphen i n  Formelmengen, d ie  andere Formelmengen i n  

Graphen, und zwar  so, dass s i c h  E r f U l l b a r k e i t  und D r e i G ~ r b b a r k e i t  e n t -  

sp reohen .  

Oer sechs te  V o r t r a g  i s t  de r  H e r a u s a r b e i t u n g  d i e s e r  A n a l o g i e  gewidmet .  

I nsbesonde re  werden dabe± TransGormat ionen  k o n s t r u i e r t ,  we lche s i c h  

zum Beweis der  be iden  A e q u i v a l e n z e n  e i gnen .  

Die e ingangs d a r g e s t e l l t e  T h e o r i e  von Cook und Karp l ~ s s t  s i c h  ku rz  so 

zusammenGassen: Es w i r d  e in  m i t  an S i o h e r h e i t  g renzende r  Wahrsche in -  

l i c h k e i t  s c h w i e r i g e s  E n t s c h e i d u n g s p r o b l e m  V angegeben. Dieses Problem 

w i r d  i n  e ine  V i e l z a h l  von konk re ten  mathemaLischen E n t s c h e i d u n g s p r o b l e -  

men d e r a r t  t r a n s G o r m i e r t ,  dass es se i ne  muLmassl iche S c h w i e r i g k e i t  aug 

jene  O b e r t r ~ g t .  Die A n a l o g i e  d i e s e r  Soh lusswe ise  m i t  der  ( i n  i h r e r  Sub- 

s t anz  aug GSdel zurOckgehenden)  BeweisGShrung GOr d ie  U n e n t s o h e i d b a r -  

k e i t  m a t h e m a t i s c h e r  T h e o r i e n  i s t  oGGenkundig. Die A n a l o g i e  i s t  G r e i -  

l i c h  nu r  u n v o l l s t ~ n d i g ,  w e i l  das E n t s e h e i d u n g s p r o b l e m  V nur  v o l l s L ~ n d i g  

(und n i o h t  u n i v e r s e l l  und dami t  n a e h w e i s l i c h  s c h w i e r i g )  i s t .  

E ine v o l l s t ~ n d i g e  UeberLragung des GSdelschen Gedankengangs v o n d e r  

F r a g e s t e l l u n g  der  U n e n t s c h e i d b a r k e i t  aug d ie  der  S c h w e r e n t s c h e i d b a r -  

k e i t  i s t  aber  auch mSg l i ch .  Die K o n s t r u k t i o n  sohwer e n t s c h e i d b a r e r  

Mengen mi t  H i lGe des Cantorsohen D iagona l ve rGah rens  war  s e i t  langem 



bekannt [siehe HopcroTt-Ullman 1969). Die Einsicht, dass sich solche 

schwer entscheidbaren Mengen in interessante mathematische Entschei- 

dungsprobleme transformieren lassen, verdankt man (Meyer-Stockmeyer 

1972, siehe auch Meyer-Stockmeyer 1977). W~hrend sich Meyer unQ Stock- 

meyer hauptsQchlich mit Wortproblemen und mit Entscheidungsproblemen 

for Theorien h~herer Stufe beschQTtigen, haben (Fischer-Rabin 1974) ge- 

zeigt, dass praktisch alle (entscheidbaren) Theorien erster Stufe we- 

nigstsns "exponentielle Komple×it~t" haben. Beispiele sind die Pres- 

burgerarithmetik und die elementare Theorie der reellen Zahlen. 

Der achte Vortrag ist der Arbeit yon Fischer und Rabin gewidmet. 

Im neuntsn Vortrag wird im Anschluss an (Collins Ig75) und Monck-Solo ~ 

vay ain Entscheidungsverfahren (sogar ein Verfahren zur @uantoreneli- 

mination) {Or die elementare Theorie der reellen Zahlen entwickelt, 

welches "nur" doppelt exponentiellen AuTwand benStigt. 

Der zehnte Vortrag leitet yon der Turing-Komplexit~t zur 8oole'schen 

KomplexitQt Ober. Es wird der fclgende Satz yon (Fischer-Pippenger 1977) 

bewiesen: Sei ~ sine Funktion der Mange der endlichen {0,1}-Folgen in 

sich mit der Eigenschaft, dass lh(~(X)) nur yon lh(X) abh~ngt [lh[X) = 

L~nge der Folge X). Gibt es eine Mehrband-Turingmaschine~ die ~(X) in 

der Zeit t(lh(X)) bereehnet, so l~sst sich TOr jedes natQrliche n die 

aus ~ dutch Restriktion auf Inputs der L~nge n entstehende Boole'sche 

Abbildung durch ein logisches Natz der GrSsse O(t(n)logt(n)) darstellen. 

Oar el~te Vortrag ["L~nge von Formeln") besch~Ttigt sich mit der Frage, 

welche "inneren Eigensoha#ten" von Funktionen zur Folge haben, dass ja- 

de die Funktion darstellende Formal lang ist. Es warden dabei im we- 

sentlichen Boole'sohe Funktionen betrachtet, und die darstellenden For- 

meln sind gebildet aus den Konstanten 0,1, den Variablen x o, x I, .. und 

den Boole'schen Operationen + und • [Ein Beispiel einer solchen Formal 

ist also etwa [x1+x2][x2+x3]+1.] 

Ist f eine Boole'sche Funktion, so sei ~[f) die LQnge einer kOrzesten 

Formal, welche f darstellt. FOr untere AbschQtzungen yon ~[T] scheinen 

im wssentlichen zwei Methoden bekannt zu sein. Beide Methoden beruhen 

auT der Untersuchung der in einer Funktion enthaltenen Teilfunktionen. 

Oabei heisst g [in den Variablen x I ..... x n] enthalten in ~ [in den Va- 

riablen Pl ..... Pm'Xl ..... Xn] falls for ein geeignetes p for ella x 

gilt: g[~] = f[p,x]. Oie erste Methods [Ne~iporuk 1966] soh~tzt nun 

~[T) nach unten ab auf Grund der Anzahl der in T enthaltenen TeilTunk- 



tionen. Im allgemeinen liefert diese AbschQtzung sine vial zu kleins 

Schranke; es ~elingt aber, sin Beispiel zu konstruieren, wo die 

Schranke genau isto und damit zu zeigen, dass die Methods in einem ge- 

wissen Sinne doch scharf ist. 

Die zweite Methods (Hodes-Specker 1968] zeigt, dass jade Funktion, wel- 

ohe dutch sine kurze Formal darstellbar ist, sine Teilfunktion yon be- 

sonders einfaoher Art enth~lt. Oiese Methods liefert noch sohlechtere 

Schranken, dooh ist sis auch auf Funktionsklassen anwendbar, bei der 

die erste Methods versagt, wie etwa auf die Klasse der symmetrischen 

Funktionen. 
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