Einleitung

Eine Menge A von natlrlichen Zahlen heisst "entscheidbar”, wenn es ein
Verfahren gibt, wslches zu vorgelegtem a in N in endlich vielen Schrit-

ten entscheidet, ob a€ A oder nicht.

Der Begriff eines Verfahrens kann bekanntlich auf verschiedene Arten
mathematisch formuliert werden. Den folgenden Betrachtungen sei die
von Turing vorgeschlagene maschinelle Definition zu Grunde gelegt. Die-
se hat unter anderem den Vorteil, dass sie die intuitive Vorstellung
der zeitlichen Dauer des Entscheidungsverfahrens mit Hilfe der Schritt-

zahl in natlrlicher Weise zu prédzisieren gestattet.

Eine Menge A ist in polynomialer Zeit entscheidbar, gewenn (genau dann,
wenn) es eine Turingmaschine e und ein Polynom p gibt mit folgenden
Eigenschaften: Setzt man die Maschine e auf die bindr kodierte Zahl a
an und ist 2(a) die Stellenzahl von a, so kommt e nach hdchstens
p(2(a)) Schritten zum Stillstand, und e akzeptiert a gewenn a€ A. (Man
erhdlt eine dguivalente und etwas klrzere, wenn auch weniger einleuch-
tende Definition durch die Forderung: a€ A <=> e akzeptiert a in
p(2(a)) Schritten. Hier kBnnen also auch Zahlen akzeptiert werden, die

gar nicht zu A gehBren.)

Analog zu der Klasse P der in polynomialer Zsit entscheidbaren Mengen
wird die Klasse I der in polynomialer Zeit berechenbaren Funktionen de-

finiert.

Die Klasse P ist abgeschlossen gegenliber den Boole'schen Operationen
Vereinigung, Durchschnitt und Komplement, die Klasse 1 gegenlber Kom-

position., Mit A in P und f in I ist auch F—1A in P.

Die Begriffe der in polynomialer Zeit entscheidbaren Mengen und bere-
chenbaren Funktionen nehmen in der Komplexit#tstheorie eine wichtige
Stellung ein. Dies h&ngt einmal damit zusammen, dass sie weitgehend
unabh@ngig sind vom speziellen Maschinenmodell. L&uft ein Algorithmus
z.B. auf elner Mehrband-Mehrkopf Turingmaschine in polynomial be-
schrénkter Zeit ab, so auch auf einer Einband-Einkcpf Maschine. Ferner
sind es unter den in der Literatur auftretenden Algorithmen im wesent-
lichen gerade die polynomial beschrinkten, flr welche der Einsatz elek-
tronischer Rechenanlagen eine deutliche Erweiterung des Anwendungsbe-

reiches erméglicht.

Was nun Beispiele anbetrifft, so ergibt sich die Zugeh&rigkeit zu P fir

viele Mengen unmittelbar aus ihrer Definition: Menge der Kuhikzahlen,



Menge der Zweierpotenzen, Menge der Fihonaccizahlen. Fir andere Mengen
folgt die Zugehfirigkeit zu P erst auf Grund eines nicht-trivialen "Kri-
teriums”. Ein Beispiel hierflr ist die Menge der Primzahlen der Form
2"-1; die Eigenschaft, eine swlche Mersenne’sche Primzahl zu sein, ist
nach dem Kriterium von Lucas in polynomialer Zeit entscheidbar {(Knuth
1969).

Filr viele zahlentheoretisch interessante Mengen ist die Zugehérigkeit
zu P offen. So ist zwar bekanntlich entscheidbar, ob sine Zahl a Prim-
zahl ist oder nicht; es ist aber nicht hekannt, oh es dafiir ein in
2{a) polynomial beschrinktes Entschelidungsverfahren gibt. Weitere sol-
che Mengen findet man unter den Wertebereichen von Polynomen in mehre-
ren Variablen (mit Koeffizienten und Argumenten in N). Ist z.B. D die
Menge der Zahlen a der Form x3+y3, so 1st D ersichtlicherweise ent-
scheidbar. Das naheliegende Entscheidungsverfahren flir a€ 0, bei dem
alle Tripel <a,x,y> mit x<a, y<a auf a = x3+y3 getestet werden, ist

173, also exponentiell in 2{a). (Und es

aber von der Gr@ssenordnung a
scheint Uberhaupt kein polynomial beschrinktes Entscheidungsverfahren

flir D zu geben.)

Anhand der Menge D so0ll nun ein wichtiger neuer Begriff eingefihrt
werden. Man denke sich das oben angegebene Entscheidungsverfahren fir
eine Zahl a einmal durchgeflihrt. Je nach dem Ausgang befindet man sich
in ganz verschiedenen Situationen. Ist der Test positiv ausgefallen,
so liegt ein Tripel <a,x,y> mit a = x3+y3 vor. Der Besitz eines sol-
chen Tripels ermiglicht aber schon den Nachweis flir a€ D in polynomia-
ler Zeit, indem die Summe x3+y3 berechnet und mit a verglichen wird.
Ist andererseits das Testergebnis negativ, so l&sst sich aus der ge-
leisteten Arbeit anscheinend kein kurzer Bewels fir a¢ D entnehmen.
Dieser hBufig auftretende Sachverhalt fihrt zu den folgenden Definiti-

agnens

1. Die Turingmaschine e verifiziert a in m Schritten, gewenn es ein x

gibt, so dass e den Input <a,x> in hochstens m Schritten akzeptiert.

Bemerkung. Trotz des Existenzguantors Uber x ist entscheidbar, ob =
die Zahl a in m Schritten verifiziert. Denn in der Zeitspanne m liest
die Maschine e hdéchstens m Stellen des Inputs <a,x>. Gibt es also
Gberhaupt ein x, flr welches <a,x> akzeptisrt wird, so auch eins mit

der zusdtzlichen Eigenschaft L0xJ<m.



2. Eine Menge A ist in polynomialer Zeit verifizierhar, gewenn es eine
Turingmaschine e und ein Polynom p gibt, so dass gilt:

a€ A <—=> g verifiziert a in p{2(a)) Schritten.
NP ist die Klasse der in polynomialer Zeit verifizierbaren Mengen.
(NP steht flr "nichtdeterministisch polynomial beschrinkt” - in der Tat
kann das x in der ersten Definition als eine Art nicht determinierten

Leitfadens aufgefasst werden.)

Dig Klasse P ist offenbar eine Teilklasse von NP. Erstaunlicherweise
ist es bisher nicht gelungen zu entscheiden, ob die beiden Klassen P
und NP gleich sind oder nicht. Wenn in der Mathematik ﬁberhaupt von ei-
nem "Indizienbeweis” gesprochen werden darf, so gewiss hier fir die
Vermutung P#NP ("Cook'sche Hypothese”); der Leser wird die Indizien im

folgenden kennen lernen.

Die Klasse NP ist abgeschlossen gegeniliber Vereinigung und Durchschnitt;
mit A in NP und £ in T geh8rt auch £ 'A zu NP.

Unbekannt ist, ob NP komplement-abgeschlossen ist oder nicht. Es ist zu
vermuten, dass es Mengen in NP gibt, deren Komplement nicht zu NP ge-
hért; ein Beweis daflir wlirde natlirlich die Cook’sche Hypothese bestati-
gen. Und wenn schon Vermutungen formulisft werden: Es gibt wohl auch
Mengen A mit der Eigenschaft, dass zwar A und das Komplement von A zu
NP geh8ren, die Menge A aber nicht zu P gehdrt. Sollte dies zutrsffen,
so wlrde sich das Begriffspaar P-NP in einer wesentlichen Eigenschaft
vom Begriffspaar entscheidbare-aufz&hlbare Menge unterscheiden, zu dem

es Ja der Definition nach in enger Analogie steht.

Dass die Analogie auf alle F&lle nicht vollkommen ist, zeigt die Tatsa-
che, dass es zwar universelle aufzihlbare, aber keine universellen NP-
Mengen gibht - gdbe es ndmlich eine solche, so waren alle Mengen aus NF
polynomial verifizierbar mit Polynomen eines festen Grades, im Wider-
spruch zu (Coock 1970).

Trotz dieser Unterschiede ist die Analogis der Begriffspaare van be-
trdchtlichem heuristischen Wert. Uebertrigt man zum Beispiel die uni-
verselle Menge der Paare <e,a> ("die Maschine e akzeptiert a”)} aus der
Rekursionstheorie in die PNP-Theorie, so wird man unmittelbar zu einer
Menge V geflhrt, die zwar nicht universell, aber immerhin noch NP-voll-
sténdig ist. (D.h. V gehdrt zu NP und zu jedem A aus NP gibt es ein £
in T mit A = ¥*1V.) Dabei ist V folgendermassen definiert: Das Tripel

<e,a,2™ gehtrt zu V gewenn gilt: Die Maschine e verifiziert den Input



a in m Schritten.

Erstens zeigt namlich sine einfache Ueberlegung, dass V in polynomia-
ler Zeit verifizierbar ist. (Dabei wird auch klar, warum Tripel
<e,a,2m> und nicht etwa Tripel <e,a,m> verwendet werden.) Ist zweitens
A eine Menge aus NP (die etwa durch die Turingmaschine e, und das Poly-
nom p verifiziert wird), so definiere man f durch

fla) = <eo'a‘2p(£(a))>.

Dann sind a€ A und f(a)€ V beide gleichbedeutend mit der Aussage

n

e, verifiziert a in p(&(al)) Schritten”.

Die Existenz einer vollstédndigen Menge V reicht nun zwar nicht aus, um
mit Hilfe eines Diagonalverfahrens die Cook'sche Hypothese zu beweisen,
aber doch, um sie auf eine besondesrs einfache Form zu bringen:

P i NP <—> v ¢P,
(Gleicherweise gilt: Gibt es Uberhaupt sine Menge A in NP, deren Kom-
pleﬁent nicht zu NP geh8rt, so ist V eine solche.) Unter der Annahme
der Cook'schen Hypothsse ist also V nicht polynomial entscheidbar. Es
liegt nun nahe, &hnlich wie in der Rekursionstheorie, die Menge V in
interessante mathematische Entscheidungsprobleme zu transformieren.
Wie (Cook 1870) und (Karp 1972) gezeigt haben, gelingt dies auf er-

staunlich vielfédltige Weise.

Ganz allgemein ist ein Entscheidungsproblem gegeben durch ein Paar von
Mengen (A,B) mit AS B (in der Meinung, dass zu entscheiden ist, welche
b aus B zu A gehdren). Da die Mengen A, B im allgemeinen keine Zahl-
mengen sind, miissen sie zuerst als solche kodiert werden. Fir die vor-
liegenden Zwecke ist eine Kodierung eine injektive Abbildung von B in
N, deren Bild zu P geh&rt. (D.h. man kann in polynomialer Zeit ent-
scheiden, ob eine Zahl die Kodenummer eines Elements von B ist.) Zwel
Kedierungen ¢ und ¢ werden als #quivalent bstrachtet, gewenn die parti-
ellen Funktionen W¢_1 und gw_1 Einschrinkungen von in polynomialer Zeit

berechenbaren Funktionen sind.

Vermbge solcher Kodierungen lassen sich die Begriffe "in polynemialer
Zeit berechenbar”, "in polynomialer Zeit entscheidbar”, "in polynomia-
ler Zeit verifizierbar” und "vollstdndig” ohne weiteres auf allgemeine
Entscheidungsprobleme Ubertragen. Das Ergebnis dieser Uebertragung

hidngt dabei nur von der Aequivalenzklasse der gewdhlten Kodierung ab.

Flir viele Mengen ist (bis auf Aequivalenz) klar, wie man sie kodieren

wird, da ihre Elemente als Wdrter Uber einem endlichen Alphabet gegeben



sind. Beispiele hierflir sind Mengen von Polynomen oder Matrizen lber
den ganzen Zahlen oder Uber einem endlichen K@rper, Mengen von aussa-

genlogischen Formeln, von Formeln einer Sprache erster Stufe.

Andere Mengen werden in natlrlicher Weise auf solche zurlickgefihrt.
Z.B. beschreibt man endliche Relationalstrukturen eilnes festen nicht-
leeren Typs (Graphen, Gruppen usw.) dadurch, dass man ihre Tréger als
Anfangsabschnitte der Menge der natlirlichen Zahlen annimmt und die Dia-
gramme 1lhrer Relationen etwa lexikographisch aufz&hlt. Man bemerke,
dass dann die Lange der Kodenummer einer Struktur polynomial beschrankt
ist in der Machtigkeit der Struktur und umgekehrt. Polynomiale Ent-
scheidbarkeit und Verifizierbarkeit werden also gemessen an der Grdsse

der betrachteten Strukturen.

Aus der Liste der van (Cook 1970) und (Karp 1872) angsgebenen NP-voll-

stdndigen Entscheidungsprobleme greifen wir die folgenden heraus:

1. Zu entscheiden, ob eine aussagenlogische Formel erflllbar ist (hier
besteht also die obige Menge B aus allen aussagenlogischen Formeln,

die Menge A aus den erflllbaren).

2. Zu entscheiden, ob ein Graph G einen k-punktigen vollst&ndigen Un-
tergraphen besitzt (hier besteht B aus allen Paaren (G,k), A aus jenen

mit der verlangten Eigenschaft).

3. Zu entscheiden, ab ein Graph 81 isomorph einem Untergraphen gines
Graphen GZ ist. (Die Vollst&ndigkeit des Problems zu entscheiden, ob
zweil Graphen isomorph sind, ist dagegen noch fraglich.)

4. Zu entscheiden, ob ein Graph G einen Hamilton-Kreis besitzt. (Dage-

gen ist in polynomialer Zeit entscheidbar, ob G einen Euler-Kreis hat.)

5. Zu entscheiden, ob ein Graph dreifédrbbar ist. (Dagegen ist in poly-

nomialer Zeit entscheidbar, ob G zweifirbbar ist.)

6. Zu entscheiden, ob zu einem Paar (U,T) von endlichen Mengen mit
uc T3 eine Menge W existiert, so dass WS U und die drei Projektionen
T3 — 1 bijektiv auf W sind. (Das analoge Problem mit UCS T2 ist in po-

lynomialer Zeit entscheidbar.)

7. Zu entscheiden, ob eine lineare diophantische Gleichung

ay X teaeta X o= b einen LBsungsvektor aus Komponenten 0 oder 1 besitzt.
(Verlangt man vom L&sungsvektor nur, dass seine Komponenten ganzzahlig
sind, so erh&lt man ein Problem, welches in polynomialer Zeit entscheid-

bar ist. Dies gilt sogar flir Systeme von Gleichungen.)



Unter der Annahme der Cook'schen Hypothese ist keines dieser Problems

polynomial entscheidbar.

Wére andererseits die Cook’'sche Hypothese falsch, so kdnnte man nicht
nur die Probleme 1 bis 7 in polynomialer Zeit entscheiden, sondern
Uberhaupt alle Probleme in NP, seien sie nun vollst&ndig oder nicht,
und das mit einer einzigen allgemeinen Methode. Bedenkt man, dass z.B.
die meisten algorithmischen Probleme der klassischen Zahlentheorie als
Entscheidungsprobleme aus NP interpretiert werden kdnnen und dass es
bisher nur in speziellen F&llen und mit speziesllen Methoden gelungen
ist, polynomiale L&sungsverfahren anzugeben, so erscheint die ohige

Annahme sehr unwahrscheinlich.

Ein weiteres Indiz flr die Cook'sche Hypothese kann darin gesehen wer-
den, dass in einem ganz anderen Zusammenhang (nd&mlich in der Modell-
theorie) eine Vermutung aufgestellt worden ist, welche die Cook'sche
Hypothese impliziert: Ist ¢ eine Formel erster Stufe, so ist das Spek-
trum von ¢ die Menge derjenigen natlrlichen Zahlen n, flir die ein n-
zahliges Modell von ¢ existiert (Scholz 1852). Die "Spektrum-Hypothese”
behauptet, dass es ein Spektrum gibt, dessen Komplement selbst kein
Spektrum ist. Wie (Jones-Selman 1974) gezeigt haben, folgt aus der
Spektrumhypothese, dass es Mengen in NP gibt, deren Komplemsnt nicht

in NP liegt (und die alsoc sicher nicht zu P gehBren).

Der im vorangehenden beschriebene Themenkreis wird in den Vortrégen
I-IV und VII dargestellt. Der erste Vortrag gibt eine Einflhrung in

die verschiedensn Typen von Turingmaschinen, ihre gegenseitigen Bezie-
hungen und die Hierarchie der durch Zeitschranken definierten Klassen
von Entscheidungsproblemen. Im zweiten Vortrag wird die NP-Vollst&ndig-
keit des Problems nachgewiesen, zu entscheiden, ob eine aussagenlogi-
sche Formel erfiillbar ist. Ausgehend von dieser Tatsache werden in den
folgenden beiden Vertrigen eine grosse Anzahl von weiteren vollstédndi-
gen Entscheidungsproblemen abgehandelt. Der siebente Vortrag ist dem

Spektrumproblem gewidmet.

Im flinften Vortrag wird im Anschluss an (M. Hall 1956) ein polynomialer
Algorithmus angegeben, welcher (unter anderem) gestattet, zu einer Fol-
ge 81, 82, v, Sm von endlichen Mengen eine maximale Teilmenge T von
U S; zu bestimmen, flir welche die Durchschnitte TN S; (1 < i < m) hdch-
stens ein Element enthalten. Die Existenz dieses Algorithmus mag ein
Hinweis darauf sein, dass auch in F3llen, wo sich zundchst ein exponen-

tieller Suchalgorithmus aufdringt, eine genauere Analyse bisweilen zu



ginem polynomialen Algorithmus flhrt.

Die in den Vortrdgen III und IV behandelten Transformationen von Ent-
scheidungsproblemen stehen in unmittelbarer Beziehung zu Transformati-
onen, wie sie in der axiomatischen Mengenlehre benltzt werden, um die
Aequivalenz von Abschwdchungen des Auswahlaxioms zu beweisen. Man be-
trachte etwa das folgende Paar von Entscheidungsproblemen

E,: Zu entscheiden, ob ein endlicher Graph dreif&rbbar ist.

1

E2: Zu entscheiden, ob eine endliche Menge von aussagenlogischen

Formeln erflllbar ist.
Diesem Paar stelle man das folgende Paar von "abgeschwdchten Auswahl-
axiomen” gegenliber:
A1: Jeder nicht dreiférbbare Graph besitzt einen endlichen, nicht
dreifarbbaren Teilgraphen.
A_: Jede unerflillbare Menge von aussagenlogischen Formeln besitzt

eine endliche, unerflllbare Teilmenge.

Die "Aequivalenzen” E1NE2 und AquZ sind (unabhé&ngig voneinander) auf
sehr verwandte Weise bewiesen worden, né&mlich durch zwei Kodierungen:
Die eine kodiert Graphen in Formelmengen, die andere Formelmengen in
Graphen, und zwar so, dass sich Erflillbarkeit und Dreifdérbbarkeit ent-

sprechen.

Der sechste Vortrag ist der Herausarbeitung dieser Analogie gewidmet.
Insbesaondere werden dabei Transformationen konstruiert, welche sich

zum Bewels der beiden Aeguivalenzen eignen.

Die eingangs dargestellte Theorie von Cook und Karp l8sst sich kurz so
zusammentassen: Es wird ein milt an Sicherheilit grenzender Wahrschein-
lichkeit schwieriges Entscheidungsproblem V angegeben. Dieses Problem
wird in eine Vielzahl von konkreten mathematischen Entscheidungsproble-
men derart transformiert, dass es seine mutmassliche Schwierigkeit auf
Jjene Ubertrdgt. Oie Analogie dieser Schlussweise mit der (in ihrer Sub-
stanz auf Gddel zurlckgehenden) Beweisflhrung flir die Unentscheidbar-
keit mathematischer Theorien ist offenkundig. Die Analogie ist frei-
lich nur unvollsté&ndig, weil das Entscheidungsproblem V nur vollstandig

(und nicht universell und damit nachweislich schwierig) ist.

Eine vollstd&ndige Uehertragung des Gidelschen Gedankengangs von der
Fragestellung der Unentscheidbarkeit auf die der Schwerentscheidbar-
keit ist aber auch m8glich. Die Konstruktion schwer entscheidbarer

Mengen mit Hilfe des Cantorschen Diagonalverfahrens war seit langem



bekannt (siehe Hopcroft-Ullman 1969). Die Einsicht, dass sich solche
schwer entscheidbaren Mengen in interessante mathematische Entschei-
dungsprobleme transformieren lassen, verdankt man (Meyer-Stockmeyer
1872, siehe auch Meyer-Stockmeyer 1977). Wahrend sich Meyer und Stock-
meyer hauptsdchlich mit Wortproblemen und mit Entscheidungsproblemen
flir Theorien hdherer Stufe besch&ftigen, haben (Fischer-Rabin 1874) ge-
zeigt, dass praktisch alle (entscheidbaren) Theorien erster Stufe we-
nigstens "exponentielle Komplexitd&t” haben. Beispiele sind die Pres-

burgerarithmetik und die elementare Theorie der reellen Zahlen.
Der achte Vortrag ist der Arbeit von Fischer und Rabin gewldmet.

Im neunten Vortrag wird im Anschluss an (Collins 13875) und Monck-Sclo=
vay ein Entscheidungsverfahren (sogar ein Verfahren zur Quantoreneli-
mination) flr die elementare Theorie der reellen Zahlen entwickelt,

welches "nur” doppelt exponentiellen Aufwand bendtigt.

Der zehnte Vortrag leitet von der Turing-Komplexitat zur Boole'schen
Komplexitat {iber. Es wird der folgende Satz von (Fischer-Pippenger 1977)
bewiesen: Sei f eine Funktion der Menge der endlichen {0,1}-Folgen in
sich mit der Eigenschaft, dass 1h(f(X)) nur von 1lh(X) abhéngt (1h(X) =
Linge der Folge X). Gibt es eine Mehrband-Turingmaschine, die f(X) in
der Zeit t(lh(X)) berechnet, so ldsst sich fir jedes natlirliche n die
aus f durch Restriktion auf Inputs der L#nge n entstehende Boole'sche

Abbildung durch ein logisches Netz der Grdsse 0(t(n)logt(n)) darstellen.

Der elfte Vortrag ("L3nge von Formeln”) besch&ftigt sich mit der Frage,
welche "inneren Eigenschaften” von Funktionen zur Folge haben, Qass je-
de die Funktion darstellende Formel lang ist. Es werden dabei im we-
sentlichen Boole'sche Funktionen betrachtet, und die darstellenden For-
meln sind gebildet aus den Konstanten 0,1, den Variablen Xor Xgqs we und
den Boole'schen Operationen + und » (Ein Beispiel einer solchen Formel
ist also etwa (x

+x2](x +x3)+1.)

1 2
Ist f eine Boole'sche Funktion, so sei 2(Ff) die L&nge einer kirzesten
Formel, welche f darstellt. Flr untere Absch&tzungen von £(f) scheinen
im wesentlichen zwei Methoden bekannt zu sein. Beide Methoden beruhen
auf der Untersuchung der in einer Funktion enthaltenen Teilfunktionen.
Dabei heisst g (in den Variablen x1,...,xn) enthalten in f (in den Va-
riablen p1,...,pm,x1,...,xn) falls flr ein geeignetes E Fir alle x

gilt: g(x) = f(B,%). Die erste Methode (Ne®iporuk 1968) sch&tzt nun

2(£) nach unten ab auf Grund der Anzahl der in f enthaltenen Teilfunk-



tionen. Im allgemeinen liefert diese Absch&tzung eine viel zu kleine
Schranke; es gelingt aber, ein Beispiel zu konstruieren, wo die
Schranke genau ist, und damit zu zeigen, dass die Methode in einem ge-

wissen Sinne doch scharf ist.

Die zweite Methode (Hodes-Specker 1368) zeigt, dass jede Funktion, wel-
che durch eine kurze Formel darstellbar ist, eine Teilfunktion von be-
sonders einfacher Art enthdlt. Diese Methode liefert noch schlechtere
Schranken, doch ist sie auch auf Funktionsklassen anwendbar, bei der
die erste Methode versagt, wie etwa auf die Klasse der symmetrischen

Funktionen.
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