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9. Uver erswungene Schwingungen
eines polarisierbaren Quecksilbertropfens;

von P, G, Gundry.
(Hierza Taf. IIL)

1. Das Problem der kleinen Oszillationen einer Fliissig-
keitskugel unter der Wirkung ihrer Oberflichenspannung ist
theoretisch zuerst von Rayleigh!) ausgearbeitet worden,
Das Resultat dieser Untersuchung ergibt, daB die stationiren
Schwingungsformen, welche symmetrisch um eine Achse liegen,
den zu dieser Achse symmetrischen Kugelfunktionen der ver-
schiedenen Ordnungen entsprechen, d. h. daB die Polargleichung
des Schnittes der Kuge! in ihrer gestérten Form mit einer
Ebene durch die Achse geschrieben werden kaun:
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wo Z, die Kugelfunktion der n'® Ordnung ist. Die Periode ¢
irgendeiner der moglichen Schwingungen ist durch die Formel
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gegeben, wo 7 das Volumen der Kugel, ¢ ihre Dichtigkeit
und « die Oberflichenspannung bedeutet. = ist eine ganze
Zahl von zwei aufwiirts. Wenn die Kugel von einer anderen
Fliissigkeit von der Dichte ¢ umgeben ist, ergibt sich fiir die
Schwingungsdauer die Zeit

8aV nm+e+ne

(1) r= P '(n+1)n(n)i1).(n+2)'

Hierbei wird angenommen, daB die andere Fliissigkeit unbe-
grenzte Ausdehnung hat. Es laBt sich jedoch zeigen, daB,
wenn sie durch eine feste konzentrische kugelférmige Grenze
von einem Radius, der den der inneren Kugel um das Zwanzig-
fache tbertrifft, begrenzt ist, die durch diese Einschrinkung
hervorgerufene Korrektion kleiner als 1:100 000 ist.

1) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 29. p. 97. 1879; Scientific
Papers 1. p. 400.
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Die Oszillationen von Tropfen sind experimentell von Lord
Rayleigh!) und Lenard?) untersucht worden. Bei Rayleighs
Versuchen, bei denen die periodische Abplattung und Ver-
langerung in einem Strom von fallenden Tropfen beobachtet
wurde, betrug die Abweichung zwischen der beobachteten und
berechneten Schwingungsdauer mehr als 20 Proz. Sie wurde
der iibermaBigen Amplitude zugeschrieben. Lenard benutzte
diese Methode als Mittel zur Bestimmung der Oberflichen-
spannung und erhielt sehr gut iibereinstimmende Resultate.
Er fand auch, daB die Resultate iibereinstimmend blieben,
wenn die Amplitude stark variiert wurde. Alle diese Versuche
wurden mit Tropfen, die von Gasen umgeben waren, gemacht
und zwar unter Benutzung der ellipsoidischen Grundschwingung.
Die Oberschwingungen, welche wohl vorhanden sind, wenn der
Tropfen von einer Offnung herabfillt, sind in einer kurzen Ent-
fernung von dieser abgeklungen, so daB von dort an beinahe
rein ellipsoidale Schwingungen zur Beobachtung gelangen. Bei
Lenards Versuchen wurde nahe der Offnung die erste, Z,
entsprechende Oberschwingung der ellipsoidalen Form fiber-
gelagert beobachtet und ihre Schwingungsdauer berechnet.
Soweit mir bekannt ist, sind die reinen Z, Z,, Z, ... ent-
sprechenden Oberschwingungen nicht beobachtet worden.

2. Die vorliegende Arbeit war in der Absicht unter-
nommen worden, mit Hilfe von schwingenden Tropfen die
Oberflichenspannung von Quecksilber in Elektrolyten zu messen.
Die verwendete Methode war eine Resonanzmethode. Ein
Wechselstrom wurde durch einen Elektrolyten geschickt, in
dem die eine Elektrode der Quecksilbertropfen war. Hierdurch
wird die Polarisation und damit die Oberflichenspannung
periodisch geiindert. Wenn die Periode des Wechselstromes
mit der Periode einer Eigenschwingung des Tropfens iiberein-
stimmt, wird diese Eigenschwingung erregt. Ks ergab sich,
daB in Anbetracht der storenden Ursachen, die aus der Unter-
stiitzung des Tropfens entspringen, und die theoretisch nicht
beriicksichtigt sind, die Methode ungeeignet zur genauen
Messung der Oberflichenspannung ist. Die Mitteilung der

1) Lord Rayleigh, 1 ec.
2) P. Lenard, Wied. Ann. 30. p. 209. 1887,
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ausgefiithrten Versuche ist aus den Gesichtspunkten entsprungen,
daB ich keine Erwihnung dieser Resonanzerscheinung gefunden
habe, die einige interessante Eigentiimlichkeiten hat und auch
daraus, daB es allein durch eine Resonanzmethode méglich
ist, die reinen Oberschwingungen zu erhalten.

8. Der Apparat, der gebraucht wurde, um den Tropfen
zu erzeugen und zu halten, ist in der nebenstehenden Fig. 1
dargestellt. Die Stahlschraube 4 bewegt sich in einer Mutter,
die in eine Glasrdhre B eingekittet ist.
Diese letztere war mit einer Kapillaren von
ungefihr 1 mm innerem Durchmesser ver-
bunden, deren Ende zu ungefshr !/, mm
innerer Weite ausgezogen war. Das Ende
dieser Rohre war schwach konkav gemacht
worden. Der Schraubenkopf von 7 cm
Durchmesser hatte eine Kreisteilung in
180 Teile. Mittels der seitlichen Réhre C,
die voll Quecksilber gehalten wurde, war
es moglich, durch Offnen des Hahnes das
Quecksilber in den engen Teil der Kapil-
laren zu bringen. Indem man alsdann den
Hahn schloB und die Schraube drehte,
konnte man einen Tropfen von beliebiger
GroBe aus der Rohre herausdriicken, wel-
cher auf ihrem Ende liegen blieb. Das
auBere Gefab Fig. 1 fillte man mit Eis, um
die Temperatur des Quecksilbers und Stahls
konstant zu halten. Die elektrische Verbin-
dung mit dem Tropfen wurde durch einen Platindraht hergestellt,
der in die Rdhre eingeschmolzen war. Das Ende der Kapillaren
reichte durch einen Gummipfropfen in die Réhre D von 3 cm
Durchmesser hinein, die ein planes Fenster hatte, durch das
der Tropfen beobachtet wurde. In dieser Rohre D befand
sich der Elektrolyt, und eine ,Schicht Quecksilber auf dem
Boden derselben bildete die zweite Elektrode, in die ein Platin-
draht hineintauchte. Der Tropfen wurde durch ein horizontal
aufgestelltes Mikroskop mit ungefahr 60 facher VergroBerung
beobachtet. Ich fand eine grofie Neigung des Tropfens, von
dem Faden in der Kapillaren infolge der plotzlichen Druck-
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verminderung bei seiner Bildung abzureiBen. Eine kleine Spur
von Luft, die an der Schraube haftet, bewirkt, daB der Tropfen
infolge dieser Druckverminderung aus der Rdhre herausschieBt
und nach kurzer Zeit abreiBt. Es stellte sich als notwendig
heraus, die Rohre auf solche Weise zu fiillen, daB die Spur
Luft auf ein Minimum reduziert wurde. Der Wechselstrom
wurde erzeugt durch einen kleinen mit Saitenunterbrecher be-
triebenen Schlittenapparat (Lénge der Primirspule 81/, der
Sekundirspule 6%/, cm; die Sekundarspule hat etwa 5000 Win-
dungen), wobei die Stromstirke durch Verschiebung der
Sekundirspule die Frequenz durch Regulierung der Saiten-
spannung mittels Schraube verindert werden konnte.

Der Elektrolyt war in den meisten Fillen verdiinnte
Schwefelsiure.

4, Die Resonanzerscheinung erhielt man leicht auffolgende
Weise. Ein Tropfen von geeigneter Griofle wurde aus der
Kapillaren herausgedriickt und der Induktor in Titigkeit ge-
setzt. VergroBerte man jetzt die Spannung der Saite, so er-
reichte man einen Punkt, bei dem der Tropfen zu schwingen
begann, stirker und stirker, wenn man die Unterbrechungs-
zahl steigerte. KEs wurde indessen rasch eine Spannung er-
reicht, bei welcher die Schwingungsamplitude ein Maximum
zeigte, so daf eine Drehung der Schraube in der einen oder
anderen Richtung die Schwingungsamplitude verringerte. Bei
anderen Versuchen wurde die Unterbrechungszahl konstant
gehalten, aber die Masse des Tropfens durch Drehung der-
jenigen Schraube verindert, welche das Quecksilber aus der
Kapillaren herausdriickte. Man erhielt dann ein Maximum
der Schwingungsamplitude bei einer bestimmten IT'ropfengrife,
bei welcher sowohl VergréBerung als Verkleinerung des Tropfens
ein rapides Abnehmen bez. Verschwinden der Amplitude be-
wirkte. In den unten beschriebenen Versuchen wurde immer
die letztere Methode als die zuverlissigere angewendet.

5. Zur Messung der Unterbrechungszahl wurde eine photo-
graphische Methode angewendet. Der Funke an der Unter-
brechungsstelle einer elektrisch betriebenen Stimmgabel wurde
iiber dem Funken des Saitenunterbrechers angeordnet. Die
beiden Funken wurden mit einer Kamera photographiert, die
schnell um eine vertikale durch den Mittelpunkt des Objektivs
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gehende Achse rotierte. Auf diese Art wurde eine Reihe von
Bildern der beiden Funken auf der Platte erhalten. Durch
Vergleichung der mittleren Entfernung zweier aufeinander
folgender Bilder jeder Serie auf korrespondierenden Teilen der
Platte, besonders an den Stellen, welche einer gleichformigen
Rotation entsprachen, konnte aus der bekannten Schwingungs-
zahl der Stimmgabel (128 Schwingungen in der Sekunde) die
Schwingungszahl der Saite bis auf ungefihr 1 Proz. ermittelt
werden.

6. Die genaue Messung der Masse des Tropfens bereitete
infolge seiner Kleinheit groBe Schwierigkeiten. Fiir groBe
Tropfen wurde sie aus der zur Bildung des Tropfens notigen
Drehung der Schraube ermittelt, indem einer ganzen Um-
drehung eine Masse von 0,058 g entsprach. Fiir sehr kleine
Tropfen wandte ich folgendes Verfahren an. Dem Tropfen
wurde die fiir die Resonanz geeignete GroBe gegeben, wobel
seine Schwingungen so groB wurden, daB er von der Saule
abriB. Der Tropfen wurde dann aufgefangen. Dies wurde
drei- oder viermal wiederholt, bis geniigend Quecksilber fiir
eine genaue Wigung vorhanden war. Dabei konnte man beob-
achten, daB das Abreiflen des Tropfens sebhr nahe am #uBersten
Ende der Kapillaren stattfand.

7. Fiir die fundamentale oder ellipsoidale Schwingung ist
n = 2 und die Schwingungszahl N also durch die Formel ge-
geben:

fiir welche man setzen kann:

8 ® 1
1/97 mm 1,05
da ¢ angenshert gleich 1, und ¢ gleich 13,6 ist.

Da die erregenden Schwingungen nicht sinusférmig waren,
mubBlte man erwarten, daB, wenn m die Masse des Tropfens
mit der natiirlichen Schwingungszahl N ist, nicht nur ein
Tropfen von der Masse m, sondern auch Tropfen von der
Masse m/2%, m/3% ... in Resonanz mit einer erregenden
Schwingung von der Frequenz N seien, da Tropfen dieser
Massen die Schwingungszahlen 2 %, 3 NV etc. haben. Es zeigte
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sich, daB dies der Fall war. Die Schwingungen waren in dem
Falle dieser kleineren Tropfen iiberdies viel leichter zu erzeugen
als die des groBeren Tropfens mit der Grundschwingung M.
Um die Resonanz der groBeren Tropfen zu erhalten, war es
notwendig, die Sekundirspule fast ganz tiber die Primarspule
zu schieben. Wenn die Sekundarspule zur Primérspule hin
bewegt wurde, wurde ein Punkt erreicht, bei dem die Resonanz
plotzlich begann, und die Amplitude nach einer kurzen Zeit
so groB wurde, daB der Tropfen gewdhnlich von der Queck-
silbersiule abriB. Wenn die Sekundéirspule von der Primér-
spule hinweg bewegt wurde, erreichte man einen Punkt, an
welchem die Schwingungen plotzlich aufhorten, aber dieser
Punkt lag immer weiter auswirts als der, bei dem die Schwin-
gungen begannen, wenn die Sekundirspule einwiirts bewegt
wurde. Fiir das zwischen diesen beiden Punkten liegende
Gebiet war es bisweilen moglich, die Schwingungen durch
einen leisen Schlag auf die Rohre hervorzurufen. Mit der
Vibration war immer eine Tritbung der Fliissigkeit verbunden.
Bei den kleineren Tropfen wurde anderseits die Resonanz
bei "grofen Entfernungen zwischen den beiden Spulen beob-
achtet und die Schwingungen nahmen allmghlich an Stirke
zu, wenn die Sekundéirspule zu der Prim#rspule hin bewegt
wurde. Dabei wurde keine Tritbung bemerkt. Ein Beispiel
dieses Unterschiedes moge hier gegeben werden. Die Am-
plitude wurde durch eine Mikrometerskala im Okulare des
Mikroskopes gemessen (1 Teilstrich = 0,0258 mm).

Kleine Tropfen. Masse = 0,0081g.  GroBe Tropfen. Masse = 0,0117 g.

Entfernung Entfernung
zwischen den Amplitude zwischen den Amplitude
Spulen in cm Spulen in em
25,5 noch erkennbar 9 22 .
o 0,3 9,5 23 Sekundér-
17 1,0 10 24 spule
16 1,8 10,4 21 auswiirts
15 2,4 11 22| bewegt
14 3,0 11,2 0
13 8,5
12 4,0 }(1) g Sekundir-
11 1,5 spule
10,5 9.0 9 0p B
10 100 8,7 o! einwiirts
’ 8,5 22/ bewegt
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Entfernung zwischen den Spulen heift dabei: Entfernung
in Zentimetern der Sekundirspule von derjenigen Lage, in
welcher sie die Primérspule symmetrisch bedeckt. Bei Ent-
fernungen unter etwa 8cm wurde die Primiérspule von der
sekundéren teilweise iiberlagert. Beide Tropfen standen fir
dieselbe Schwingungszahl in Resonanz. Man sieht, daB der
kleinere ungefihr ein Viertel der Gréfe des groBeren hat.
Nach dem Verhalten des griBeren Tropfens scheint es, als
wenn, sobald die Schwingungen anfangen, die Kraft, welche
sie hervorbringt, vergréBert wird, so daB es nicht méglich ist,
den Tropfen mit einer kleineren Amplitude in Resonanz
schwingend zu erhalten, da dies ein instabiler Zustand ist.
Dieses eigentiimliche Verhalten wurde nur gefunden, wenn die
unlésliche Substanz gebildet wurde. Die Schwingungen scheinen,
indem sie die Diffusion unterstiitzen, einer schnelleren Bildung
dieser Substanz giinstig zu sein.

8. Nach der theoretischen Formel ist die Schwingungs-
zahl N proportional mit 1/}m, vorausgesetzt, daB die Ober-
flichenspannung konstant bleibt. Ich habe Messungen von N
und m gemacht, um diese Beziehung zu bestitigen. In der
folgenden Tabelle ist die Masse des in Resonanz stehenden
Tropfens fiir verschiedene Schwingungszahlen angegeben. In
jedem Falle sind zwei oder drei gesonderte Messungen der
Masse mitgeteilt. Bei den ersten fiinf Tropfen wurden jedes-
mal immer sechs Tropfen, bei den letzten drei wurden drei
Tropfen zusammen gewogen. Bei diesen Messungen gelangten
die Grundschwingungen zur Verwendung.

Masse des Tropfens Schwingungs- | Masse x (Schwin-

in g zahl gungszahl)?
0,00523
0,00528} 0,00525 190 189
0,00628

170 180
0,00626 0,00625

0,00837
0/00560 } 0,00848 154 200

0,01130

0,01095 0,0111 189 215
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Masse des Tropfens Schwingungs- | Masse x (Schwin-
in g zahl gungszahl)?

0,0145

0,0143 } 0,0144 120 207

0,0145 |

0,0173 N

0,0175 } 0,0174 111 215

0,0195

0,0187 0,0189 107 215

0,0186

0,0210 \

00009 | %0209 108 221

Es liegen hier in den experimentellen Verhiltnissen jedoch
storende Ursachen von Bedeutung vor. Es scheint nach einigen
photographischen Momentaufnahmen, die ich von dem schwin-
genden Tropfen gemacht habe, daB seine Form von der ellip-
soidalen in dem Falle der kleinen Tropfen viel mebhr als bei
groBeren abwich. Dies ist wahrscheinlich durch die Berithrung
mit der Quecksilberséiule in der Kapillaren verursacht. Eine
andere storende Ursache liegt in der Schwere des Tropfens
und in der Oberfliche, auf die der Tropfen gestiitzt wird,
auf welche beide theoretisch keine Riicksicht genommen werden
kann,

9. Wie man sieht, ergibt sich fiir Tropfen zwischen 0,01
und 0,02 g Masse eine verhiltnismiBig gute Ubereinstimmung.
Nach dem Werte 214 fir m. N? berechnet sich der Wert fiir
die Oberflichenspannung nach der Formel (1)

27 x 1,06 x 214 = 264 Dynen pro cm.

Der von Paschen?) gefundene Wert fiir eine Schwefelsiure
von gleicher Stirke betrigt 312 Dynen pro Zentimeter.

10. Es wurden auch Versuche gemacht iiber den Effekt
dauernder kathodischer Polarisation. Da die Masse des fir
eine gegebene Schwingungszahl in Resonanz stehenden Tropfens
proportional der Oberflichenspannung ist, so sollte eine Kurve,
in der die Ordinaten die Massen (oder Volumina) der in Reso-
nanz stehenden Tropfen und die Abszissen die respektiven

1) F. Paschen, Wied. Ann. 40. p. 36. 1890.
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polarisierenden elektromotorischen Krifte sind, den kapillar-
elektrischen Kurven gleichartig sein. Die benutzte Anord-
nung ergibt sich aus der Fig. 2.

—_

E —

:Z]DJ 1

4 Quecksilbertropfen. B Grofie Elektrode, C Primirspule. D Sekundirspule.
Fig. 2.

R und § sind Widerstéinde, die so variiert werden kénnen,
daB R 4 § konstant bleibt. Die mittlere polarisierende elektro-
motorische Kraft wurde zu R/R + § % elektromotorische Kraft
der Batterie genommen.

210
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plens
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140

1/ a5 IVolt EBathodische Polarisation.
Kurve 1.
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Was die mittlere polarisierende elektromotorische Kraft
in diesem Falle ist, ist einigermaBen ungewiB, und es ist
allein zulissig, die Resultate in der Art zu verwerten, daf
man den qualitativen EinfluB einer Anderung der mittleren
polarisierenden elektromotorischen Kraft auf die Schwingungen
des Tropfens in Betracht zieht. Die beiden Kurven (1) ent-
sprechen zwei verschiedenen Schwingungszahlen. Das Volumen
des Tropfens ist in Teilstrichen des Schraubenkopfes ausge-
driickt angegeben. Man bemerkt eine qualitative Gleichartig-
keit der Kurven mit denen von Lippmann; das gleiche fand
statt bei einer verdiinnten L&sung von Kaliumhydroxyd.

Die Schwingungen waren in diesem Falle diejenigen der
ersten Oberschwingung (» = 3) (vgl. unten). KEs ist zu be-
merken, daB die Schwingungen in der Nachbarschaft des Maxi-
mums der Oberflichenspannung sehr viel schwicher als an
anderen Stellen waren.

11. Die n =3 entsprechende Schwingung ist bei dieser
Methode gut zu beobachten. Die Verhiltnisse der Unter-
stiitzung des Tropfens scheinen fir diese Schwingung giinstig
zu sein, die leicht hervorgerufen wird. Die Gleichung der
Kurve, welche durch Rotation um eine vertikale Achse die
Form des Tropfens bei seiner Schwingung gibt, lantet:

— 5 8 3
r=ry+ rg(§cos® @ — §cosO),

wo 7, und 7, von der GroBe des Tropfens und der Amplitude
abhingt. Fig. 8 zeigt die theoretische Form des Tropfens

YT Rl

Fig. 8. Fig. 4. Fig. 5.

an den Enden seiner Schwingung. Figg. 4 und 5 sind die
Umrisse von vergroBerten Photographien des Tropfens, die
durch Momentaufnahmen erhalten wurden.

Aus der Formel (1) ergibt sich, daB die Massen der beiden
Tropfen, welche fiir dieselbe Schwingungszahl in den Formen
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der fundamentalen Schwingung und der der ersten Ober-
schwingung in Resonanz sind, in dem Verhiltnis

@+2.8.3-1) _ 80

E+9.2.2-1 8 8,75

stehen miissen. Durch das Experiment gefundene Verhilt-
nisse sind aus der folgenden Tabelle zu ersehen. Die an-
gegebenen Zahlen sind proportional dem Volumen der betreffen-
den Tropfen, indem sie die Teilstriche darstellen, um welche
die Schraube gedreht wurde, um die Tropfen hervorzubringen.
Die verschiedenen Rethen entsprechen verschiedenen Schwin-
gungszahlen.

Funda.m entale Erst.e Verbsltnis
Schwingung |Oberschwingung
28 89 3,86
35 136 3,89
41 160 3,90
48 191 8,98
56 230 4,11

Wenn man die GrioBe des Tropfens iiber die zur Resonanz
in der ersten Oberschwingung erforderliche vergroBerte, waren
auch Resonanzen in anderen Formen zu beobachten. Diese
waren in den meisten Fillen nicht symmetrisch um die verti-
kale Achse. Eine symmetrische Schwingung war indessen fiir
ein Tropfenvolumen ungefshr gleich dem Vierfachen des der
ersten Oberschwingung entsprechenden zu beobachten. Er-
sichtlich ist das Verhiltnis der Massen von Tropfen, welche
die # =5 und n = 3 entsprechenden Schwingungen geben:

B+2.5.6-1
B+2 8.8-1)

= 4,7

nach der Formel (1). Es zeigte sich, daB, wenn die Schwin-
gung der dritten Oberschwingung (» = 5) einigermaBen ent-
spricht, doch nur eine schwache Anniherung an die theoretische
Form zu beobachten war.

Die Schwingungen sind, besonders in dem Falle der Ober-
schwingungen, stark gedampft. Dies ist aus dem Mangel an
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Schirfe der Resonanz zu ersehen. Die folgende Kurve 2 zeigt
die Amplituden fiir Tropfen verschiedener GriBe, die die
Formen der ersten Oberschwingung hatten.

I A%
h Y
3 ) .
kS y
§ 7 ™
ING
| T o
o 60 120 180 280 00 Polumen, 363
Kurve 2.

Die maximale Amplitude entspricht sieben Teilstrichen
des Okularmikrometers.

12. Die Photographien der schwingenden Tropfen wurden
aufgenommen mit einer Kamera, die um eine durch das
Zentrum des Objektives gehende vertikale Achse rotierte. Als
Beleuchtungsquelle wurde das Licht eines kriftigen Funkens
zwischen Aluminiumelektroden benutzt, der einer groBen
Leidener Flasche entnommen wurde. Dieser Funken wurde
direkt hinter dem zylindrischen GefiBe angebracht, das den
Elektrolyten enthielt, so daf der Funken als eine Lichtfiiche
erschien, in der der Tropfen als dunkles Bild zu sehen war.
In den aufgenommenen Photographien ist der Tropfen in sehr
verschiedenen Phasen seiner Schwingung zu sehen und unter
diesen wurden diejenigen, welche entgegengesetzten ZuBersten
Schwingungsphasen zu entsprechen schienen, ausgeschnitten
und vergréBert. Die Serie 4 (Taf. III) stellt Photographien eines
Tropfens von ungefihr 0,026 g Masse dar, der seine Grund-
schwingung ausfithrt. Die Serie B zeigt einen Tropfen von
ungefahr 0,042 g Masse, der seine erste Oberschwingung aus-
fishrt.

Die obigen Versuche sind in dem Physikalischen Institute
der Universitit Berlin gemacht worden und ich ergreife die
Gelegenheit, Hrn. Geheimrat Warburg meinen Dank fiir wert-
volle Ratschlige wihrend der Arbeit auszusprechen.

(Eingegangen 3. Mai 1904.)
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