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ui, tel que Z“i.[;k=0. Onad fortiori—l;s~ A:i =0 pollr s=1,2,.,k

Nous allons continuer le procédé en partant de A,‘i et en for- .

mant une suite saturée:
Vi ’ AI R
AHiCA fC"'C w,

Remarquons que ces bases sont nécessairement disjoints & 4,
puisque (3) ne peut pas étre prolongée. o

Soit u;’ le premier ix.xdice tel que p;' >u; et que AM'A,ui' =0.
On procéde ainsi indéfiniment,

Les bases 4, 4,;, 4,.,... sont nécessairement disjoints ce qui
est impossible, d'aprés le lemme 2.

Lexistence de la suite

4, CA, C..
est ainsi assurée,
On achéve facilement la démonstration du théoréme, en mon-
trant que
: K, , divise G entre p et K, .

V4l

Remarquons que la condition 1° du théoréme est essentielle
pour que la thése sibsiste.

Si la frontiére du domaine n’est pas jordanienne, la thése peut
étre en défaut et il y en est de méme, si les diamétres des arcs
ne sont pas supérieurs & un nombre positif fixe.
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Sur le probleme des courbes gauches en Topologie?).
Par

Casimir Kuratowski (Lwéw)

Jappelle une courbe, ou en général, un ensemble de points 4,
gauche aw sens topologique, lorsque 4 n'est homéomorphe 4 aucun
ensemble situé sur le plan,

N

Le probleme consiste & caractériser les courbes gauches, ainsi
congues, de fagon inirinséque. '

Dans cet ordre d'idées, le premier vésultat important fut celui
de M. Wazewski?): une courbe gauche n'est jamais une dendrite3).

Ce résultat fut précisé ensuite par M. Ayres, qui prouva qu'un
continu Péanien gauche doit — non seulement contenir une eourbe
simple fermée, comme l'a prouvé M. Wazewski — mais qu'il
contient toujours une courbe de la forme ,8% (courbe composée de
trois ‘ares coextrémaux n’ayant deux & deux que leurs extrémités
en commun) %),

Je vais me borner dans cette note & traiter ledit probléme dans

1) Les résultats principaux de cette note ont 6t communiqués & la Soc. Po-
lonaise de Math, (Section de Varsovie) & la séance du 2! juin 1929,

%) Ann. de la Soc, Pol. Math, 2 (1924), p. 49—170 Cf. aussi une simple dé-
monstration du méme théoréme donnée par M, Menger, Fund. Math. X (1926).
Le théoréme de M. Wazewski rédpond & un probléme posé par M. Mazurkie-
wicz dans Fund, Math. II, p. 130.

3) Une dendrite est, par définition, un continm Péanien (= image continue
d’un intervalle) qui ne contient aucune courbe simple fermée. C'est une générali-
sation de la notion de 'arbre de la topologie combinatoire,

4) Fund. Math, XIV, p. 92. M. Ayres prouve que la propriété de ne pas
contenir de courbes 6 caractérise les continus Péaniens qui sont homéomorphes
4 la frontiére d'une région situde sur le plan,


Yakuza


272 C. Kuratowski:

le domaine des continus Péaniens qui ne contiennent qu'un nombre
fini de courbes simples termées?). Je prouve qu'un continu gauche
de ce genre contient nécessairement une courbe homéomorphe & U'une
des deux courbes suivantes:

Fig. 1. Fig. 2.

1) courbe composée des arétes d’un tétraédre et d'un segment
unissant deux arétes disjointes (cette courbe contient 6 points d’ordre 3):

2) courbe composée des arétes d'un tétraddre et des 4 segments
qui unissent le centre de gravité du tétraédre & ses sommets (cette
courbe contient 5 points d'ordre 4).

Ce théordme caractérisc les courbes gauches dans le domaine
des courbes considérées, car évidemment ni la courbe de la fig. 1
ni celle de la fig. 2 n'est homéomorphe & une courbe située sur
le plan. .

Dans le domaine des continus Péaniens qui contiennent une in-
finité de courbes simples fermées ce théoréme n’est pas valable 2).
Cependant il Vest encore — comme je vais prouver ici — dans une
famille de surfaces: notamment une surface polyédrale %) gauche (ex-

1) Ces continus peuvent &tre définis comme continus qui sont localement des
dendrites. Ils présentent une généralisation des réseaux de la topologie combina-
toire; pour ces derniers, un théoréme analogue au mien fut trouvé — comms j'ai
appris de M. Alexandroff — par M. Pontrjagin il y a plusieurs années
mais n'a pus été publié jusqu'a présent.

%) Parmi ceux-ci il y a aussi deux courbes qui semblent jouer un role impor-
tant, Pour les construire, imaginons une suite infinie de courbes C, semblables
& la courbe de lo fig. 8 ou de la fig. & respectivement (du N'4), la courbe Cyps
intercalée & l'intérieur du demi-cercle droit de C, et unie & C, par I'arc a, R
et €lévons un segment vertical du point p =lim C,.

%) au sens établi par ex. chez KerékjAirté, Topologie, p. 131 ss,
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ception faite de la surface de la sphére) contient nécessairement une
courbe du type 1 ainsi qu'une antre du type 2. Ainsi, en particulier,
les courbes de ces deux types peuvent étre tracdes sur le ‘tore, sur
la bande de Mobius, sur le plan projectif.

1. Définitions et notations. X désigne ensemble X aug-
menté de ses points d'accumulation. 4 et B sont dits séparés si
AB=0=A4B. Un ensemble est dit connexe sil n'est pas somme
de deux ensembles séparés et non-vides. - Un ensemble connexe et
ouvert est dit région. Une composante d'un ensemble est un sous-
ensemble connexe qui n'est situé dans aucun auntre sous-ensemble
connexe. A est une coupure entre deux ensembles B et C, si
A(B -4 C)=0 et #'il n'existe aucun continu K tel que K4 =0
et KB40 KC.

ab désigne un arc dépourvu des extrémités; (a, b) = I'ensemble
composé des deux points a et b Done ab= ab - (g, b).

Un point a est dit accessible d’un ensemble E, gil existe un are
abC B

2. Théoréemes préliminaires sur la séparation d’en-
sembles situés sur la surface sphérique.

Rappelons d’abord les deux théorémes suivants !):

(I) A et B étant deux ensembles séparés tels que A B est fini %),
il existe, pour chaque couple de points peA et geB, une courbe
simple fermée ) qui est une coupure entre p et ¢ et que

1) Q4+ B)=0.

a5 ¢ et C, étant deux continus tels que 1% C; —C, est con-
nexe, 20: C, (, est fini?), 3% C; ne coupe la surface sphérique
entre ancun couple de points de C3— Cy, il existe une courbe simple
fermée qui est une coupure entre C,— Cy et C, — C,.

1) "Voir ma note de Fund, Math, XII, p. 221 et p. 232 (corollaire). Dans la
méme note je renvoie le lecteur & des ouvrages de MM. R. L. Moore et Lub-

ben qui s’y rattachent,
%) ou plus généralement punctiforme, c. & d. ne contenant ameun continu qui

ne se réduise pas & un seul point,
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Nous déduirons du théoréme (I) les conséquences suivantes:

(III') K étant une courbe simple fermée, W un des deux disques
(ouverts) en lesquels K coupe la surface sphérique, Mun continu Pé-
anien et a et b deuz points de K qui ne se laissent pas unir par un
arc L W— M, il existe une composante S de WM telle que

S.abE0S.ba
ab et ba désignant les deux arcs de la courbe K (supposée orientée).

Or, supposons qu'il n'en soit pas ainsi et posons: 4 = ab - toutes
les composantes S; de WM telles que S;.ab == 0; B = ba -} toutes
les autres composantes de WM. Il vient

@) WHMC A+ B et KC A+ B+ (a, b);

en posant, F(S)=S8— 8 (frontiére de S relative & M), V'inégalité
S;.ab== 0 entraine, par hypothése, S,.ba =0, d’ol:

@) F(S) C ab.
Le continu M étant Péanien, on a F(? S,)CE.T(:ST) 1), done,
selon (3): F(iS 8) C ab, ce qui impli_que que -‘2'—@ C Al—{-— ab, done que
A=A+ (a,b).

D’une fagon analogue
B=B-4(ab).

Les deux dernidres formules rapprochées de I'égalité évidente
4B =0, impliquent que les ensembles 4 et B sont séparés et que
le prodmt A B est fini (= (a, b). Soient peab et geba et consi-
dérons la courbe @ de la proposition (I).

La courbe @, comme coupure entre p et ¢, contient, évidemment
des points situés & l'intérieur de W ainsi qu'a son extérieur. Par
conséquent, ¢ contient un arc (ouvert) L C W et ayant ses extré-
mités situdes sur K. Ces extrémités ne peuvent &tre autres que a
et b, puisque selon (1) et (2): KQ C (a, b). Done L unit a & b. De
plus, en raison des mémes formules: QWM =0, d'od ZWM =0
et, par conséquent, L C W—M '

1) Cf. Hausdorff, Mengenlehre, p. 1656 ou ma note de Fund, Math, VIII,
p. 187.
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(III ") Dans les mémes hypothéses faites sur K, W et M, si Z

est un ensemble fini contenw dans K et tel que, pour aucune région-

composante R de W— M, on w'ait Z( R, tandisque tous deux points
de Z se laissent unir par un arc dans W— M, il existe alors, pour
chaque couple (2, y) C Z, une composante S de WM telle que (=, y)CS.

Soit, en effet, (#y); un arc contenu dans une composante B de
H — M. Par hypothése, il existe un point z¢Z qui n'appartient pas
a R. Done, yz et zz désignant deux arcs contenus dans W— M
ces arcs sont situés dans des composantes différentes de E; d’ou‘l '
(xy)g- (W2 -+ 22) = 0. Extrayons de yz- 2z un are yz. On a, par
conséquent: (xy)z.y2x==0, ce qui prouve que la courbe K*=

= (xy)zs -+ Y est une courbe simple fermée; en outre:

4 ME*C (n3,2) o K*CTW,

Soit ¥ la région du complémentaire de K, distincte de W.

La derniére inclusion implique que VK* =0, donc que V est
situé dans l'une des deux régions V¥ et W* en lesquelles K*
coupe la surface sphérique. Soit V'(C V¥, done, par contraposition;

®) W* 4+ E*C W+ K

D’autre _part, I'inelusion V' V* entraine ?C_V"* et comme
KC Vet V¥. W¥=0, il vient KW*=0, donc, en vertu de 5):

WrCW.

Soient: re(acy)R et 2'eyx et, en outre, 2’ =2, en cas oll Zey .
Les points » et 2’ ne peuvent étre unis par aucun arc situé dans
W— M, car autrement on pourrait (en vertu des définitions de yz
et za) unir » & 2 dans W—M et, comme reR, on aurait zeR,
contrairement & I’hypothése. On en conclut, en tenant compte de
linclusion W*( W, que les points » et 2’ ne se laissent pas unir
par un are (C W* — M, ce qui entraine, en vertu de (III'), Pexi-
stence d’'une composante §* de W¥.M telle que S* . (réF0F .
== 8% ('r)gs. Cela prouve que S*.K* contient deux points distincts
de z. Or, comme S*(C M, on tire de (4): S*K*C (2,9, z) et il
s'ensuit finalement: (x, y) C S*.

La composante S de WM qui contient S* est la composante
demandée.

" Le théor. (IT) impligue que
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(IV) M dtant un continu, E une région-composante de son com-
plémentaire et Z un sous-ensemble fini de M composé de points acces-
sibles de R, on peut faire passer par Z une courbe simple fermée K
telle, que les deux régions D et E en lesquelles K coupe la surface
sphérique satisfassent aux conditions: ’

() DCE
) MCE+Z.
En effet, on prouve d’abord facilement (par induction finie) qu'il

existe une dendrite (voir Introduction) 7' ayant pour points d’arrét
les points de Z et telle que

(8 T—R=1Z; dod TM=2Z.

Par conséquent, 77— M est connexe. Comme, d’autre part, une
dendrite n’est jamais une coupure, on peut appliquer la proposition
(L) ou Pon pose: €, =T, C; =M.

On en conclut 'existence d’'une courbe simple fermée K telle que

©) T—MCD
(10) M—TCE.

Z=TMCD-E=K.

Selon (8), T'—M=T—Z(C R, donc d'aprés (9), DR=:0.
Cette inégalité implique I'inclusion (6), car,si on avait D — B 5= 0,
on aurait (D étant connexe): DM == 0, d'ot DM — T'5=0 (puisque
DMT = DZ==0), ce qui contredit la formule (10). -

L'inclusion (7) est une conséquence de (10) et du fait que
M—T=M—Z (form. (8)).

Nous déduirons enfin de la proposition (IV) la suivante:

(V) M étant un continu, B une région-composante de son complé-
mentaire et G un ensemble ouvert dans M et tel que U'ensemble G — G
esk fini et composé de points accessibles de B, il existe un ensemble G*
el que G*C R et G*+ M — G est homéomorphe & M.

E:n effet, posons dans (IV): Z == G — G et transformons Z en D
4 l'aide d'une fonction bicontinue f(z) telle que f(x) = 2 pour z e K.
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L'ensemble G* = (@) est 'ensemble demandé, car la fonetion ¢(z)
égale d f(x), pour we@, et & x, pour xeM — G, est bicontinue.
(Elle est biunivoque, car d'aprés (6): G*.(M— G)=0, elle est
continue aux points de G et de M— G, car ces deux ensembles
sont ouverts dans M, enfin elle est continue aux points de G —G =
==Z (K, car pour ceux-ci: f(z)==x).

3. Propriétés des continus Péanmiens qui nme con-
tiennent quw’un nombre fini de courbes simples
fermées.

Soit A un continu de ce genre et K une courbe simple fermée
contenue dans A. Je dis que

(I) S é¢tant une composante de A—K, 1°: Vensemble S— S est
fini; 29 chaque point de S— 8 est accessible de S;

(IT) la famille des composantes S de A— K telles que S— 8 ne
se réduise pas & un seul point est finie.

En effet, 4 étant un continu Péanien, si p et ¢ sont deux points
de §— 8, il existe aussi prés que l'on veut de p et g resp. deux
points p’ et ¢’ appartenant & K et un arc p’¢’CS. Liarc p'¢
ajouté & l'are (p'q)k, extrsit de K, constitne une courbe simple

- fermée. En vertu de I'hypothése faite sur 4, on en conclut que le

nombre de ces arcs p’q’ est fini, d'oh résultent les propositions I,
1° et II. La proposition I, 2° est une conséquence de I, 1°.

Supposons, & présent, que le continu A4 (assujetti toujours aux
mémes hypothéses) contient une ,courbe 8 (voir Introduction). Je
vais prouver que

(III) A est somme de deux continus M et N dont le produit se
compose de deux points a et b qui sont situés sur une courbe simple
fermée contenue dans M.

En effet, soit K une courbe simple fermée contenue dans la
courbe §. Considérons la famille & de tous les couples de points
(x, ') extraits de K et qui peuvent étre unis par un are z2’'C A— K.
Cette famille n'est pas vide, puisque K (C 6. D'autre part, selon I,
10 et II, elle est finie. Il existe, par conséquent, un couple (a, )
tel que l'arc aa’ de la courbe K (supposée orientée) ne contient
aucun autre couple appartenant & & Deux cas sont & distinguer:
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1) aucun couple de la famille & n'a des points communs avec
aa'; dans ce cas, posons b==da,

2) dans le cas contraire, soit b = le premier point de l'arc aa’
qui appartient & un couple de la famille & (on a dome: a <5<
<Ld <L <a)

On voit aussitdt, en tenant compte de I, 2%, que, dans les deux
cas, si S est une composante de A—K et si S-ab==0, ona §-ba =0.
Done, en posant: M= ba -} toutes les composantes S de 4—K

telles que S-bad=0, N=uab- toutes les autres composantes, on
en conclut que M et N sont deux continus, 4 = M -+ N et MN =
=ba-ab= (a, ). .

En outre, M contient une courbe simple fermée @ qui wunit a & b,
Notamment, dans le cas 1), il existe un arc (ab)* disjoint de K et
il suffit' de poser @ = (ab)* 4 ba. Dans le cas 2), il existe deux
ares (aa’)* et (bb')* disjoints de K et disjoints entre eux, puisque
autrement le couple (s, b) appartiendrait & la famille &; on pose

Q= (aa’}* + ba’ 4 (b'* 4 b'a.

4. Réduction du probléme des courbes gauches a un
probléme de la topologie du plan.

Le théordme que pous nous proposons d'établir est le suivant

Théoréme A. A étant un continu Péanien gauche qui ne con-
tient quun nombre fini de courbes simples fermées, A contient une
courbe homéomorphe & la courbe de la fig. 1 ou & celle de la fig. 2.

Afin de réduire notre probléme de la fagon annoncée j'admets
la définition  suivante:

Définition. Les points a et b d'un continu C sont dits conju-
gués (relativement & C), §'il existe sur le plan un continu C* homéo-
morphe & C ef tel que les points a* et b* (qui correspondent & a et b)
se laissent unir sur le plan por un arc a®b* disjoint de C*.

Je vais prouver que

M et N étant deux continus dont le produit se compose de deux’

points @ et b qui sont conjugués relativement & M ainsi que relative-
ment & N, la somme M - N w'est pas un continu gauche.
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En effet, on peut supposer, sans restreindre la généralité, que ./
est situé sur la surface sphérique et que ab est un arc (situé sur
la méme surface) et disjoint de M. En se servant des notations de
Ja proposition (IV), p. 276, ot l'on pose Z=/{a,b), on a

(1) DM = (D + K) M= KM = (a, b).

D'autre part, il existe, par hypothése, sur la surface sphérique
un continu N* homéomorphe & N et un are a*b* disjoint de N*
En vertu de la méme proposition (IV), on -onclut qu'il existe un
disque F; qui a pour contour une courbe simple fermée K, et que

CN*—(a® Y C By et (o 0¥ C K.

1l existe évidemment une transformation homéomorphe de Z,
en D qui transforme a* en a et b* en b. Soit N** le continu qui —
dans cette homéomorphie — vient correspondre & N* On a selon
(1): MN**=(a, D), d’olt on conclut aussitdt que M -} N** est ho-
méomorphe & M- V.

M 4 N p’est done pas un continu gauche.

Ceci établi, revenons au théor. 4. Le continn 4 étant un con-
tinu gauche, il .contient selon le théoréme de M. Ayres (cité dans
I'introduction) une courbe 6. On peut donc lui appliquer la propo-
sition (III) du N 8. De plus, le nombre des courbes simples fer-
mées contenues dans A4 étant fini, il est légitime d’admettre- (en
raison du procédé de linduction finie) qu'aucun sous-continu de A
qui contient un nombre inférieur de courbes simples fermées n’est
gauche. Par conséquent, les deux continus M et N de la propo-
sition précitée sont des continus non-gauches (puisque ancun d’eux
ne contient la courbe simple fermée (ab)y - (ab)y, dont une moitié
est contenue dans M et lantre dans N). Pour la méme raison,
N+ (ab), west pas gauche, car A/ contient (par hypothése) une
courbe simple fermée qui n'est pas contenue dans N - (ab)y, puis-
que M [N + (ab)y) = (ab)y. Ceci revient & dire que les points a et b
sont conjugués relativement & N. On en conclat, en vertu de la pro-
position que nous avons démontrée tout-a-I’heure, que les points o
et b ne sont pas conjugués relativement & M.

Or, je vais prouver que M contient ane courbe @ qui est ho-
méomorphe & une des trois courbes suivantes (situées sur le plan)
et a la méme disposition des points @ et b:
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a
' b a
b
Fig. 3. Fig. 4.

De la on conclura aussitdt que A contient une courbe du type
1 ou 2. Notamment, si Q est du type 3, la courbe @ - (ab)y est
du type 1, si @ est du type 4, elle est du type 2, enfin 81 @ est du
type b, @ -+ (ab)y diminué de l'arc qui unit b au point de ramifi-
cation d'ordre 4 est une courbe du type 1.

Ainsi la démonstration du théor. A se réduit & la démonstration
de l'énoncé suivant:

Théoréme B, Etant donné sur le plan un continu Péanien M
ne contenant qu'un nombre fini de courbes simples fermées et iel que
100 M contient dewx points nom-conjuguds a et b, 2°: a et b appar-
tiennent & ume courbe simple fermdée contenwe dans M, — alors M

1

contient une courbe homéomorphe & wune courbe de la, fig. 3, £ ou, 5.

5. Démonstration dw théoréme B.

Parmi les courbes simples fermées K contenues dans M et conte-
nant o et &, il existe une courbe K telle que, ¥ désignant la région
bornée déterminée sur le plan par K, il n’existe aucune autre courbe
K’ dont la région bornée soit contenue dans V.

Car, en cas contraire, il existerait une infinité de courbes sim-
ples fermées contenues dans M,

K étant ainsi défini, §i ed est unm arc contenw dans VM et
ayant ses extrémités sur K, lune delles appartient & (ab)y et Dautre
& (ba)x (ces symboles désignant des ares extraits de K).

Soit W la régior non-bornée déterminée sur le plan par K.

Je vais prouyer que, parmi les compusantes de MW, il existe
une composante S telle que:

10 :S’: contient deux points p et ¢ tels que pe(ab)y et ge(ba)x,

2: SK contient deux points s et ¢ qui ne se laissent unir par
aucun are st(C V— M.

Au préalable, je prouverai l'existence d’une composante S véri-
fiant la cond. 1° et la suivante:
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30: il n’existe ancune région-composante B de ¥V — M, telle que
§—SCE.

Supposons, par impossible, qu'il n'existe aucune composante S
assujettie aux~conditions 1° et 3° Soit G la somme de tous les S

tels que S. (ab)x 0= 5. (ba)c. La famille de tous ces S étant
finie (selon la proposition II du N3, puisque S est composante de
M —K), il existe, par conséquent, une suite finie R,..., B, de
régions-composantes de ¥ — M telle que, pour chaque S, I'ensemble
S— S est contenu dans l'un des ensembles %, Posons Gy= la
somme de tous les S tels que S— S(C B, et, en général, &=
la somme des S tels que S—S(CR; et S n'entre dans aucun G,
avee j <4 Done G==G,—+...+ Gy, G, — G;C R, et les G, sont
disjoints et ouverts dans M. .

Le continu M étant Péanien, chaque point de Gy — G, est acce-
ssible de R,. La proposition (V) du N2 est donc applicable. Il en
résulte que M est homéomorphe & un continu M, = Gff + M— Gy,
ou Gf C B,. :

Or, la méme proposition peut 8tre aussi appliquée au continu M.
En effet, Pensemble G,, comme ouvert dans M, est ouvert M,, car
Gy CW et G CV. Dautre part, E, comme composante  de V' —M, est
composante de VM, puisque l'inclusion G#* CR, entraine R,M=R,M,.

On peut done substituer dans la proposition précitée: M, a M,
R, & R et Gy & G- En procédant ainsi de suite, on parvient & la
conclusion que M est homéomorphe & un continu M*= GF+M—-G
o GFC V.

Comme M#*. W= MW --G, on conclut de la définition de &,
que M* W pe contient aucun ensemble connexe (et, & plus foriie
raison, aucune composante) S tel que S (ab)x = 0 F= S’ (ba)x. Mais
alors, en vertu de la proposition (') du N2, les points a et b se
laissent unir par un arc ab disjoint de M¥, contrairement 4 Thy-
pothése que ces deux points sont non-conjugués relativement & M.

Llexistence d’une composante S qui vérifie les conditions 1° et
8% est ainsi établie. ) _

Cette composante vérifie aussi la condition 20, Ceci est évident
dans le cas ol lensemble §— § se réduit & deux points. Suppo-
sons done que S-- S contienne trois points, au moins, dont d‘eux, z ot g,
appartiennent i (ab), et supposons, en outre, que 8 satl'sfasse 4 la
cond. 3° mais pas i 2°. On peut done appliquer la proposition (IIT"),
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ot Pon remplace W par ¥ et Z par SK (=8 —8). 11 en résulte
lexistence d'un are ay (C FM. Or, les extrémités de cet arc étant
situées sur (ab)y, on parvient & une contradiction avee la propristé
de K établie au début de la démonstration,

Il est ainsi établi que S satisfait & 29,

La condition 2° entraine, en vertu de la proposition (III') du N2
(oit T'on remplace W par V) l'existence d'un are ed C VM tel que
ce(st'x ot de(ts)s. De plus, selon la propriété de K, citée tout-a-
heure, on peut admettre que ce(ab), et de(ba)y.

Nous allons extraire, & présent, de K - S+ ¢d une courbe qui
est soit du type 3, soit 4, soit 5. Nous aurons 4 cas & distinguer:

1). se(ab)g et te(ba).
Dans ce cas, la courbe K - (st)s + cd est du type 3.

Il est done légitime d’admetire dans les cas suivants quil n’existe
aucun couple s, ¢ qui satisfusse aux conditions 2° et 1) i la fois.

2) s=ua, te(ba)g.

Soit 7' la courbe de la forme 2L ¢ (triode) extraite de S et ayant
les points p, s, ¢, pour extrémités. La courbe K — (ac), - T+cd
est du type 3.

8) s=a, t=10. Done p==c et g=4d (car autrement on est daus
le cas 1) ou 2)). '

S'il existe dans S une courbe de la forme ,X ¢ ayant pour ex-
trémités les points a, b, ¢, d la courbe K+ X -+ cd est du type 4.
il n'en est pas ainsi, soit 7’ le triode défini comme auparavant.
Soit » son ,centre“. Il existe dans S— 7" un arc D qui unit d & 7%
cet arc ahoutit done soit sur av, soit sur bv. On peut évidemment
admettre que c'est le premier cas qui a lieu; la courbe X — (cb)
— (da)x~+ T+ D+ cd est du type 3.

4) Le seul cas qui reste & 8tre considéré est: s, te(ba) ot p=-c.

Dans ce cas, la courbe K - T cd est du- type b.

Le théoréme B et, par conséquent, le théoréme A se trouvent
ainsi démontrés.

o —

6. Les surfaces gawuches.

Théoréme C. Toute surface polyédrale yauche (sauf la surface
sphérique) contient ume courbe homéomorphe & celle de la fig. 1 et
une autre & celle de la fig. 2.

icm
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En effet, 4 étant une surface de ce genre, 4 est donnée comme
somme finie de triangles n'empiétant pas les uns sur les autres (et
assujettis & certaines conditions). Cette surface étant gauche, il existe
selon un théoréme général 1) — dans le raiseau formé par les con-
tours des triangles une ligne polygonale simple fermée K qui n'sst
pas une coupure de A et n'est pas contenue dans le ,bord“ de 4.

Autrement dit, il existe deux triangles abc et abd (qui appar-
tiennent au raiseau ou non) dont le ¢6té commun, ab=abc-K =
==qabd . K, et un arc unissant ¢ et d en dehors de K. Cet arc con-

‘tient un are L = ¢’d’ dont seules les extrémités appartiennent aux

triangles abc et abd resp. Unissons les points ¢’ et d' par un are M
situé & Dlintérieur du quadrilatére acbd et n’ayant qu'un seul point
commun avec ab.

La courbe (K'+ L -+ M- la ligne fermée acbd) est du type 2.

Pour extraire de 4 une courbe du type 1, désignons par p un
‘point situé entre a et ¢ sur le contour (orienté) du triangle ach;
soit ¢ un point entre b et d’ sur le contour de abd. Joignons les
points p et ¢ par un arc N contenu & lintérienr de abed.

La courbe K —ab 4 L 4 N 4 achd est bien du type I.

1) Voir Kerékjarté, L. c, p. 143,
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