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1．はじめに

　DEA は 多入 力多出力系 の シ ス テ ム の 効率性 を

相 対的 に 評価す るた め の 手法 で あ り，
1978年 に

Charnes 等 ［1］に よっ て提唱 され た，特 定の 生産関

数 の 形 を仮定す る Cobb−Douglas型 の パ ラ メ トリ

ッ クなア プ ロ
ーチ と異 な り， 本質的 に ノ ン パ ラ メ

ト 11
ッ クな立場を取 る．DEA は元来 ， 非営利公企

業体 （学校 ， 図書館，公立 病院等）の 効率評 価 の た

め に 開発 された が ，そ の 後 営利 を 目的 とす る企

業体 （銀行 ， ホ テ ル 等）の 効率性評価 に も幅広 く使

用 され るに い た っ て い る．手法 と して は線形計画

法 を用 い るため に ， オ ペ レ
ー

シ ョ ン ズ ・リサ ーチや

マ ネジ メ ン トサ イエ ン ス の 研究者 に と っ て新 しい

恰好 の テ
ー

マ で あ り， 活発な研究が なされて い る．

　 本稿 で は，簡単 な例 を用 い て ， そ の概要 を紹介

する．

2．比率尺度による効率性の測定

事業体が複数個 あるとき，比率尺度 に よる効率値

の 大小 に よ っ て それ らの 事業体の 相対比較 を行 う

こ とは ご く自然 なこ とで あ り，現 に 経営分析 の 手

段 と して用 い られ て い る．比率尺 度の 根 底に は ，

よ り 少 な い 投入 で ， よ 1）大 きな産出を得 る こ とが

効率的で あ る あ る とい う考え方が ある こ とは 言 う

まで もな い ．

　　 　 　 　 　 表 1　 ／入 丿j、 ／出 力の 例

営業所 4 β σ o β F σ κ

営業 人 数 23345568

売上 高 13234235

売上 高／人 0．51G ．6670 ．750 ．80 ．4 α50 、625　　 1

売 上 高
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　一般 に事業体の 活動 は資源 を投入 し便益 を産出

する変換過程 とみ るこ ともで きる．そ の と き

　　　　　　　　　　産出

　　　　　　　　　　投入

とい う比 を用 い て ， そ の 変換過程 の 効率性 を1則定

する こ とが あ る．それ を比 率尺度 とい う． こ うい

っ た指 数 は 工 学や 技術評価 の 分野で は よく用 い ら

れ て お り， 例 えば，熱効率や燃費 な ど も上ヒ率尺 度

で あ る．い ま， 同種 の 投 入項 目と産出項 目を もつ
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図 1　 営業所の 比 較

　こ こ で
，

1 入 力， 1 出力 と い う最 も簡単な例 に

つ き，DEA の 基本的 な考 えか た を示 す．8 つ の 事

業体 が あ り，営業人数 （入）と売上 高 （単位 ：千 万

円）が 表 1 の とお りとす る．
一

番下 の 欄に 1 入 当 り

の 売上 高 （千 万 円 ／人 ）を示す． 1 人当 りの 売上高

は B が トッ プ で F が最下位で あ る．営業人 数 を入

力 と し，売上高 を出力 と して ， グ ラ フ にプ n ッ ト

して み よう．そ れが 図 1 で あ る．B と原点 を結ぶ

直線の 勾配 （それ が 1 人 当 りの 売上 高）が
一

番大 き

く， そ の 線 を効率的 フ ロ ン ティ ア と呼ぶ ．そ して
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すべ て の 営業所の 点は こ の フ ロ ン テ ィ ア の 下側 に

包み こ まれる．こ れ が包絡分析法 と い う言葉 の 由

来で ある．英語 の Data　Envelopment　Analysisの

envelopment とは包む こ とで あ り， 文字 どお り読

め ば 「デ
ー

タ を包 囲す る 分析法」とな る．フ ロ ン

テ ィ ア線は最優秀営業所 の パ フ ォ
ーマ ン ス を示 す．

そ して ， こ の 最優秀パ フ ォ
ーマ ン ス 線 を もとに他

の 営業所の 成績 を評価 する の が包絡分析法 の基本

的な 発想で あ る．こ の 例で は ，営業所 B は効率的

で あ るが ， 他はすべ て 非効率的で ある．そこ で ，

B の 効率値 を 1 と定め ， 他の 営業所の 効率値 を

　　他 の 営業所 の 1 人 当 り売上高

　　　 B の 1人 当 り売上高

と定義す る．こ の 例で は B の 1 人 当 りの 売上 高が

1で あ るか ら他の 効率値 は 1 人当 り売上 高その も

の に な る．こ うして表 2 を得 る．F の 効率 が最低 で

あ り， B の 40 ％の 効率 しか 出 して い な い こ とが

わ か る．

　図 2 を もとに非効率的な営業所 を効率化す る改

善法 を考 えて み る．例 と して ， A 店 をとる．　 A 店

を効率化す る 1 つ の 方法は営業人数 を減 らして 効

率的 フ ロ ン テ ィ ア に移す こ と， すな わ ち。図 2 の

点 A ，（1，1）に す る こ とで ある．こ れ は人 力を削減

す る と い う方針で の 効率化で あ る が ， 出力を増や

す こ とに よ る改善案 も考えられ る．すな わち ， 図

の 点 A
、 （2，2）に移 る こ とで あ る．その 他 ， 線分1為

A2上 の どの 点に 移す案で も良 い ．こ の範囲な らば

現在の 営業入数を増や さず， 現 在の 売上 高 を落 と

表 2　効率値

さず効 率化で きる か らで ある．

　 DEA の 特徴は，こ の 簡単な例が 示す ように ， 各

事業体 の 効率性 を相対評価す ると と もに ，非効率

的な事業体 を効率化す る方法 を具体的 に指摘 す る

手段を提供する こ とに ある．

3． 2入 力 1出力の場合

　表 3 に 2 入 力 ， 1 出力 の ス
ーパ ー

マ
ー

ケ ッ トの

例 を示 す．入 力 1 は従業員数 （単位 ： 10 入）， 入

力 2 は売場面積 （単位 ：千平方メ
ー

トル ）， 出 力は

売上 （単位 ：億円）で あ る．た だ し， 売上 はすべ て

1 億 円に換算 して い る．つ ま り， 1億 円の 売上 を

出す ため の 従業員 数 と売 り場
’
面積で あ る．入 力

／／出力，入 力 2 ／出力 を座標軸 と して 各店 をグ

ラ フ に 示 した もの が 図 3で あ る．さて ，効率性 を

考えた場合，な るべ く少 ない 入 力で所与の 出力 を

出 して い る店 ほ ど優れ て い る とみ る の は 自然で あ

ろ う．そ うい っ た見 方か ら点 C ，
D

，
　E を結ぶ 効率

的フ ロ ン テ ィ ア が ク ロ
ーズ ア ッ プ される．さらに ，

C か ら水平に伸び る線 と，
E か ら垂直 に 立 つ 線 ま

で を考慮する とすべ て の デ
ー

タ はこれ ら の 線分 で

囲 まれた領域 内に包み込 まれ て い る と考え られ る．

そこ で こ の 領域 を生産可能集合 と呼ぶ ．

　効率的 フ ロ ン テ ィ ア 上 の 点は，
一

方の 入 力を削

減 しようとすれ ば，生産可能集合内に止 まるた め

営 業所

効 率値

AB σ DEFGH

O5　　1　　　0657　　0：Z互＿＿⊇二弖＿＿＿9二≦＿＿＿9二≦｝＿＿＿9」1…三量」

表 3　 2 入 力、 1出 力の 例

店 沌 　β 　O 　P 　E 　 F 　G 　 ∬ 　 ∫

従業 員数　τ 1

売場 面積　窺

4　　7　　8　　4　　2　　5　　6　　5．5　　　6
3　　3　　　1　　 2　　4　　2　　4　　2．5　　2．5

売上 　　　 ひ 1　 1　 1　 工　 1　 1　 1　 1　 1

売 上 高
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図 2 　A 店 の 効 率 化

e　　 2　1　 4　 5　 6　 7　 1
　 　 　 　 　 従 業 員 数 ／ 売 上

　 　 図 3 　 2 入 力、 ／出力の 例
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に は ， 他方の 入 力を増加 させ ねばな らない とい う

こ とを図か ら読み とるこ とが で きる． これ は ， 入

力 の 代
．
替性 を仮 定 しとき，パ レ ー ト最適の 状 態に

あ るこ とを意味する．そ れ に 対 して ， 生産可能集

含の 内部 にあ る例えば A 店 の ような場合 ， 両方 の

入 力 を同時に削減 して もなお 生産 可能集含 内に 止

まる こ とが で きる．すなわち，A 店 は非効率的で

あ る と判断 され る．

　効率的 フ ロ ン テ ィ ア上 の 店 （C ，
D ，　 E ）の 効率値

は ／で ある が ，非効率的 な店 の 効率値 は フ ロ ン テ

ィ ア線 をもと に決め る こ とが で きる．例 えば，A

店 の 場合，原点 と点 A を結ぶ線が フ ロ ン テ ィ ア線

DE と交 わ る点 を P とすれ ば（図 4 参照），

　　嬲一 ・，857・

と して ，A 店の 効率値 を定め る こ とが で きる． こ

の 効 率値 0．8571 は 現 在 の 2 つ の 入 力 を
一

様 に

0．8571倍 に縮 小 すれ ば A が 効 率的 フ ロ ン テ ィ ア

に移る こ とを意昧 して い る．また ，
A を非効率 と

判定 させ る の は店 D ，E の 存在で あ る こ とを意味

する．こ の D ，E を A の 参照集合 （reference 　set ）

とよぶ ．A 店 を効率化す るた め に は他 に もい くつ

もの 可能性が あ る．例 えば，点 D は 人 は減 ら さ

ず， 面積を減 らす案 で あ り，点 A ，は面積は減 らさ

ず，入 を削減する案で ある．こ の 場合 ， 生 産可 能

集合 内で の 資源 の 代替性 を仮 定 して い る こ と に 注

意 して お きた い ．

充 り 場 面 積 ／ 売 上

5

4

3

2

1

a 【　　 2　 　 3　 　 4　　 5　 　 6

　 従 業 員 数 ／ 売 上

図 4 　A 店の 改善案

4 ． 展 　開

　前節で 述べ た こ とを ， 多入力，多出 力をもつ 事

業体 に展 開すれば次 の よ うに なる．DEA で は一般

に 事業体 を DMU （Decision　Making 　Unit）と よぶ ．

い ま ， n 個の DMU が あ り， 各 DMU は m 個 の 入

力 と s 個 の 出力 をもつ とする．（入 ， 出 力値 は原則

と して 正 と仮定す る．）次の よ うに ， 記 号 を定め る．

　　勘
＝ DMU ，

の i番目 の 入 力 の 値

　　　　　　 ： （i ＝ ／，
…

，
m ：　i ＝ 1

，

…
， n ）

　　yガゴ
＝ D 〃切の ゴ番 目の 出力の値

　　　　　　 二 （iニ1，… ， s： ブ＝1，…， n ）

　　X ＝（κ∂ ：入 力デ
ー

タ行列

　　 Y ＝ （yii）1 出力デ ータ行列

その と き ， 生 産 可 能集合 P を次 の よ うに定義 す

る．

　　P ＝ ｛（x ，〃）1κ ≧ X λ ， 思ノ≦ yλ， 　λ≧ 0｝， 　（1）

こ こ に ， λ は n 次元 の 非負 ベ ク トル で あ る．こ の

生産可 能集合の 仮定の もとで ， DEA の 基本モ デ ル

で あ る CCR （Charnes−Cooper−Rhodes）モ デ ル は

次の 線形計画問題 （LP ）に よ っ て 表現 され る．

　　 ＜ CCR 々＞ min θ，　　　　　　　　　　  

　　 制約式　θhX 厂 X λ≧ 0　　　　　　　　 （3）

　　　　　　　Yk
− Y し≦ 0　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　 λ≧ 0．　 　 　 　 　　 　 （5＞

こ こ に，んは D ルf砿 を示 し， Xk ， 9kは 1）』4 砿 の 入

出力値 か らなる ベ ク トル で ある．こ の LP を k ＝

1，…，n に つ き n 回解 く．

　 生産可 能集合 P と上 の LP の と の 関係 は次 の

よ うにな る．〈 CCR 々
〉 の 制約式 はベ ク トル （θx ， ，

〃∂が P に属する こ とを要求 して い る．目的関数

は ， 入 力 Xk を
一

律に θ
，倍縮小する と きの

， 最小 の

縮小 率を求め て い る．すなわ ち，出力 9h以上 を保

証 しなが ら， 入 力 を最大阪縮小す る ような活動 を

P の 中で探 して い る こ とに 当た る．こ の θ々 の 最

小 値 を礪 とすれ ば
，

こ の 値が D ル1砿 の 効率値 で あ

る．また ，λ の 最適値 を λ
’

と し，それ をも と に ，

入 力余剰 と出力不足 を次 の ように定義す る．

　　 〈 入 力余剰 〉 磯 ＝ θ xk − X λ
県

　　　　  

　　 ＜ 出力不足 ＞ 8肇＝ YA ＊ − Yk．　　　　　 （7）

その と き ，
DM 硫 は次 の 条件 を満 たす と き効 率的

199612 13
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で あ る．

　　 L θ茸＝ 1

　　2．〈 CCR ，
〉 の すべ て の 最適 解 に対 して

　　　 s壽　＝ O，ε歩＝ O

こ の 条件 を満 た さな い DMU は 非 効率 的で あ る

が ， 効率化 へ の 案 （の
一

つ ）は次の よ うに な る．

　　κ 糞；θ茸κゼ s斐　　　　　　　 ．　　 （8）

　　y糞＝ 9k
一
トsS ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

　 さて ， 線形 計画問題 〈 CCR ，
〉 の 相対 問題 は v，　u

を変数 と して次の とお りで あ る．

　　〈 DP
，
＞ maX め 々 　 　 　 　 　 （10）

　　　　　　 制約式 vTXh ＝ 1　　　　　 （11）

　　　　　　　
一ガX 十 ガ y ≦ 0　　　　　 （12）

　　　　　　　　　　　　v ≧ 0，u ≧ 0．　　 （13）

そ して この 線形計画問題 は次の 分数計 画問題 と等

価で ある．（こ の 辺 の詳細 に つ い て は文献 〔2］を参

照 された い 。）

　 　 　 　 　 　 　 　 T

＜ FP
，
＞ max 讐

　　　　　　
v
’

fe．
　　　 制約 式 讐 ≦ 1 （∀カ
　 　 　 　 　 　 　 vXj

　 　　 　 　 　 　　 　 v ≧ 0，u ≧ 0．

．（14）

（15）

（16）

こ の 分数計画問題 に は次の ような解釈 を与 える こ

とが で きる．目的関数は DM 　U．
の 出力値 の 加重利

と入 力値の 加 重 和 の 比 で あ り， 比 率尺 度 を示す．

加重値 （ウ ェ イ トベ ク トル ）が こ の とき変数で あ り，

そ れ を決 め る方針 は D ルf砿 の 比率尺 度の 最 大化

で あ る．た だ し ， すべ て の DMU を こ の 同 じ加 重

値で比率尺 度で測定 し ， その 値 が 1 を越 えな い よ

うに歯止 め をつ けた の が 制約式で ある．当然の こ

とな が ら目的関数 の 可能 な最 大値 は 1 で あ り， 1

で ある こ と が DMU ，が 効率的 で ある た め の 必 要

条件で ある．（十分条件で はな い が．）最適 目的関数

値が 1以 下な らば DMU ，は非効率的で あ り， その

値が効率値 で ある．

　 DEA は複数 の 入 ， 出力値 の 加重和 に基づ く比率

尺 度法 で あるが ， 加重値 （ウ ェ イ トベ ク トル ）を決

め る とき， 固定 した値 （固定ウ ェ イ ト）を採用す る

の で はな く， 当該 の DMU に と っ て最 も有利 にな

る よ うに 決 め る． した が っ て ，最 適 ウ ェ イ トは

DMU 毎に異 なる こ とに な る．あ る意味 で 最 も寛

容な評 価法 で ある．DEA に よる効率値 は ， 他 の ど

ん な固定ウ ェ イ トの 比率尺 度法 に よる効率値 より

も小で はな い ．こ の ような方針で効率 を測定 した

場合，入 出力項 目の 選定が 適正で ある限 り，どの

DMU か らもク レ
ーム は つ か ない で あろ う．

5．おわ りに

　 こ れ まで説明 して きた よ うに ， DEA は多 入力，

多出力 をもつ 事業体 の 相対 的な 効率性 を測定 し，

改善案 を提示する手法で ある，それ は従来用 い ら

れ て きた Cobb −Douglasタ イプ の 方法 の ように 特

定の 関数形 に よ らない ， い わゆ るノ ン パ ラ メ トリ

ッ クな方法で ある．1978年 に始 ま っ た こ の 方法 は

急速な発展 を遂げて きた．特 に最近の 10 年間の 進

歩 はめ ざましい ．理 論面で は （1）規模の 収益性 の 解

明 ， （2）生 産 可能集合 に 対 する様 々 な仮定 ， （3）入

出力項 目の 特性 を考慮 した モ デ ル の 導入，（4）デ ー

タの 確 率的変動 を取 り入 れた DEA 等が研究対象

とな っ て い る．応用 面 で は （1）企業体 の 効率性 か ら

さ らに進 ん で ， （2）コ ス ト効率性 ， （3）時系列 的な

変動の 解明等に適 用 され始 めて い る．我が 国で は

日本 OR 学会 を中心 と して活発な研 究 が な され て

い る （［3］参照），
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