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I - INTRODUCTION

» Ce travail expose une méthode "directe'" d'étude du comportement
asymptotique des valeurs propres de problémes aux limites elliptiques irré-
guliers ; 1l'irrégularité signifie ici : irrégularifé de la frontieéere de
1'ouvert sur lequel est défini le probléme, irrégularité des coefficients
de 1'opérateur différentiel considéré .et enfin, éventuellement, irrégulafité

des fonctions du domaine de 1'opérateur (et des fonctions propres).

Pour préciser un peu les résultats, prenons quelques notations :
soit Q un ouvert, a priori quelconque, de R" ; soit (A,D(A)) une réalisation

minorée autoadjointe dans L2(O) d'un opérateur

ék = Z  a (x) p®
a
laf<2m
Nous préciserons ultérieurement nos hypothéses sur'l'irrégularité
des a, ainsi que la maniére dont nous définissons A ; notons cependant que
pour |al = 2m les a, sont des fonctions continues.ﬂyest'supposé formellement

autoadjoint et elliptique ef :

¥(x,g) € x@®MNO0) : a(x,§) = T a(x)e”>0
|al=2m @

Notons en outre p la mesure sur O3 de densité

pr(x) = (217)'“‘]‘ ag
a(x,g) < 1

Si 1'injection de D(A) dans LZ(Q) est compacte, le spectre de A est
constitué d'une suite de valeurs propres réelles tendant vers +~. Notant

'N(M) le nombre de ces valeurs propres (répétées selon leur multiplicite)

inférieures a A, nous nous intéressons au comportement lorsque A-+® de N(A).
Le premier probléme est de donner un équivalent asymptotique de
N(A) ; il est désormais classique ([32] , [11] , [17] , [2]...) que si =

est uniformément elliptique, on a, sous certaines hypothéses de régularité

(1.1) N . A™2™ @) (quand A-sw)
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On renvoie aussi a BEALS ([5],[6]) pour 1'étude d'opérateurs & coef-
ficients peu réguliers, et a [16] et [24] pour 1'étude de problémes sur des

ouverts irréguliers. (Voir aussi [9]).

Dans un premier temps (cf. aussi [23]) nous obtenons (théoréme 5.1)
une décomposition du type

n/2m

(1.2) N(2) ~ p(Q) A + B(n)

(lire N(A) est équivalent au plus grand des deux termes), ou l'on considére
p(Q) Af/2m
bord.

comme un terme dft a l'intérieur et B(A) comme un terme df au

Ensuite nous utilisons des majorations de n - diamétres (paragraphe
I1I) (voir a ce sujet [8] , [14]), pour établir que dans certains cas B(A)

n/2m et étendre a ces cas la formule (1.1). Citons

est négligeable devant A
par exemple (Théoreme 5.12) le.cas d'un probléme de Dirichlet pour un opé-
rateur variationnel uniformément elliptique sur n'importe quel ouvert borné,
aussi irrégulier soit-il, ou le cas du problémes de Neumann pour A sur une
"pointe effilée'.
Citons aussi 1'exemple (non classique) des opérateurs du type -A + (5(x))” %
(¢ > 0) ou 8(x) est la distance de x€Q a 9Q. On établit aussi la formule
(1.1) (Théoréme 5.15) pour une classe d'opérateurs elliptiques dégénérés,
introduite en [4]. Pour une étude plus systématique des opérateurs ellipti-
ques dégénérés voir [25], [27], [287, [29].

Tous ces résultats sont généralisables aux cas de systémes ellipti-
ques. Notons aussi que pour ce qui concerne les systémes les idées précé-
dentes ont été utilisées en [26] pour étudier les valeurs propres de

systémes (non elliptiques) généralisant le systéme de Stokes.

Remarquons qué la formule (1.2) fournit une premiére classification
des problémes elliptiques a 1'intérieur
n/2m = o(N(A)) et en fait N(A) ~ B(A), ce

qu'on peut traduire en disant que le comportement asymptotique des valeurs

a) Si u(Q) = +@ alors A

propres ne dépend que de 3Q et de 1'opérateur sur des voisinages de 3Q ;

c'est le cas pour les opérateurs elliptiques dégénérant suffisamment sur Q.
b) Si pu(Q) < +», il faut comparer B(A) ‘et xn/2m.

dans les '"bons cas'" (voir § V.4 et § V.5) B(A) = o(A

On peut dire. que

n/Zm), mais cela
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dépend de la régularité de 9Q, des conditions aux limites et aussi de la ré-
gularité des coeffic?ents aa,B pour |a|=|ﬁ|=m. Au paragraphe VI; on étudie
précisément (et de maniére directe) des exemples d'ouverts de R® pour les-
quels p(Q)<+® et ol B(A) ~ A® o pouvant etre pris quelconque supérieur ou

égal a n/2m ; bien sGr 3 est alors trés irrégulier.

Lorsque la formule (1.1) est vraie,alors se pose le probléme d'esti-
mer la différence R(A) = N(A) - u(Q) xn/2m ; nous supposons pour cette étude
que est uniformément elliptique. Dans le cas des opérateurs a coeffi-

cients C® AGMON et KANNAI ([3]) et HORMANDER ([18]) ont obtenu 1l'estimation:

(1.3) . R(A) = o(x(n-8)/2m,

avec e>< 1/2 (et g <1 si la partie principale ded% est a coefficients

constants). Voir aussi ([15]).

Dans [19] HORMANDER a démontré que, dans le cas ou Q n'est plus un
ouvert de R" mais une variété compacte sans bord, on a l'estimation optimale

(1.3) avec § = 1.

Utilisant les résultats de ([19]) BRUNNING ([12]) a prouvé que, tou-

. I . . ©
jours dans le cas des opérateurs a coefficients C° :

(1.4) R(L) = o(a(n-1'/2m

Log A).

Notons que pour tous ces résultats cités, les auteurs font des hypo-
théses explicites ou implicites de régularité sur Q : on entend par hypothé-
se implicite de régularité sur Q une hypothése du type D(A) < H2™(Q) ou
encore D(Ak) < szm(ﬂ) pour k entier > 1.

Dans le cas ou les coefficients de m%sont irréguliers BEALS ([7]) et
MARUO et TANABE ([22]) ont obtenu une estimation (1.3) avec § < — si les

] s+3
coefficients a, , pour ’a| = 2m, sont hBldériens d'ekposant s € Jo,1] sur Q.
Nous démontrons ici une estimation (1.3) avec 8 = E%T si les coeffi-
cients a, pour |ai = 2m sont hBlderiens d'exposant s (1'étude pour s=1 a

déja été faite dans [24]) et nous obtenons (1.4) dans le cas particulier ou

ces mémes coefficients sont constants. Cette derniére estimation est a-
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rapprocher de celle obtenue en [13] pour le Laplacien. La encore, nos hypo-
théses de régularité sur Q sont trés faibles. '
La méthode employée ici s'inspire de COURANT-HILBERT ([13]) et fait
une utilisation systématique de la formule du mini-max pour les valeurs
propres, ainsi que de la relation valeur propre - n-iéme diamétre ([10] ,

[13], [21], [31]...).

Nous définissons par la suite nos opérateurs par la méthode varia-
tionnelle : nous nous donnerons un espace de Hilbert V contenat D(Q) et
s'injectant avec injection compacte dans L2(Q) ; la réalisation (A, D(A))
sera associée par la méthode variationnelle a une forme sesquilinéaire

hermitienne continue et coercive sur V, telle que :

Vu €V, ¥y € D(Q) a(u,gp) = <&u, 9> '
D' (Q) x B(Q)

Cette méthode nous permet de définir des "problémes aux limites"
dans le cas d'ouverts trés irréguliers ; d'autre part ce n'est pas vraiment
une restriction que de se limiter a de tels problémes variationnels : si
1'opérateur (A,D(A)) est donné, posant V = D(A) et a(u,v) = (Au,Av)

2

le
2@’

, D(A%)) (A est

supposé autoadjoint positif), et pour notre probléme de valeurs propres, il

probléme variationnel (V, LZ(Q), a) définit l'opérateur (A

est équivalent d'étudier A2 ou A.
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II - FORMULE DU MINI - MAX

IT - 1 n-iéme diamétre

Soit A une partie bornée d'un espace vectoriel normé E ; pour tout
entier n > o, on appelle selon Kolmogorov [20], n-iéme diamétre de A dans E

le nombre

(2.1) d (A E) = Inf Sup Inf [[x-yllg
GeGn(E) x€A y€G

ou Gn(E) désigne 1l'ensemble des sous espaces de E de dimension inférieure

ou égale a n.

Les propriétés suivantes sont immédiates
(1) dn(aA i E) =ad (A; E) (a 2 o)
(2) A&EB = dn(A ; B) < dn(B ; B)
(3) 1la suite dn est décroissante ; de'plus lim dn = o si et geulement si

Nyt
A est précompact..

Notons aussi le résultat classique suivant (cf. LORENTZ [e1}])

Théoréme de Krein : s'il existe G € Gn+1(E) tel que la boule de

rayon 6 dans G soit contenue dans A, on a
dn(A ; E) > 6

Dans le cas ou E est hilbertien, la démonstration de ce théoréme est

immédiate : pour H € Gn(E), il existe alors x non nul dans G, qui soit

orthogonal a H. Posant y = ﬁ%ﬂ . X onayeA et

vz € G : lly-zll, =yl =6

II - 2 Problémes variationnels

Nous définissons dans ce paragraphe les fonctions N(A,V,H,a) qui
seront notre outil principal ; nous donnons quelques régles de calcul pour
ces fonctions, ainsi que la maniére de les évaluer a l'aide de n-diametres.

Mais précisons d'abord quelques notations
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Soient V et H deux espaces de Hilbert, V s'injectant continuement
dans H ; on note (,) le produit scalaire de H. Soit a une forme sesquiliné-

aire sur V ; on convient de noter simplement a+p (p€C) la forme a+p(,).

Nous supposerons que a est hermitienne
(2.2) ¥ueV, ¥ ¢ V : a(u,v) = a(v,u)
et que a est continue sur V
(2.3) IM : ¥Yu gV, ¥v €V : la(u,v)| = MHqu.HvHV
On dira que a est fortement coercive sur V si
(2.4) 3m > 0 : ¥u gV m”u“i < a(u,u)

On dira que a est coercive sur V (relativement a H) s'il existe

A €R tel que a+7\o soit fortement coercive sur V, i.e. s'il existe Xo € R

et m>o tels que
(2.5) ¥u €V : m“uué - XOHuui < a(u,u)

Pour simplifier le vocabulaire, on appellera triplet variationnel
un triplet (V, H, a), ou V et H sont des espaces de Hilbert tels que V
s'injecte continuement dans H, et ou a est une forme hermitienne continue
et coercive sur V.

Si (V,H,a) est un triplet variationnel, pour X ¢ R on désigne par
BX(V,H,a) 1'ensemble des sous espaces fermés E de V, tels que la forme a-A
soit fortement coercive sur E.

On pose alors :

N(A;V,H,a) = Inf codimv(E).
Ee€, (V,H,a)

codimV(E) désignant la codimension finie ou infinie de E dans V. N(A,V,H,a)
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est alors un élément de N =N | {+o}.

Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition :

(2.6) : N(A;V,H,a+t) = N(A-t;V,6H,a) (t €ER).

(2.7) : N(A;V,H,qa) = N(a-lx;V,H,a) (a>o0)

(2.8) : si ay et a, sont deux formes hermitiennes continues et
coercives sur V telles que : ¥u € V al(u,u) < a2(u,u) , alors

N(X;V,H,al\ > N(X;V,H,az).

La suite de ce paragraphe est consacrée a l'obtention de résultats
dont certains sont classiques ou faciles, et qui seront utilisés par la
suite. (Voir en particulier les propositions 2.7 et 2.8). Les liens qui
relient les fonctions N(A ; V,H,a), les valeurs propres et les n-diamétres

sont exposés par les propositions 2.2 et 2.9.
Notons d'abord le
Lemme 2.1 : soit (V,H,a) un triplet variationnel ; soit E un sous

espace fermé de V. Pour que E € EX(V,H,a) il faut et il suffit qu'il existe

e>0 tel que
2
(2.9) ¥u € E : (a=2) (u,u) > SHUHH‘
Démonstration : pour E € SX(V,H,a\ on a par définition

¥u € E': (a-A) (u,u) > cte H“”i > ct . HuHﬁ.

Inversement, supposons que l'on ait 1l'estimation (2.9) ; notons m
et lo des constantes telles que (2.5) ait lieu. Pour A < -ko, (a-2) est,
d'aprés (1.5), fortement coercive sur V, donc sur E et E € 3X(V,H,a). Pour

A > -\, posant &' = e/(l+ko), on déduit de (2.5) et (2.9) que pour tout
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u €E

(1+e') (a-1) (u,u) = eHuHi + e'(a-A) (u,u) 2 e'm.”u”s
et le lemme suit.
La relation fondamentale avec les n-diamétres est donnée par :

Proposition 2.2 : Soit (V,H,a) un triplet variationnel. Si a est

fortement coercive sur V, on a en notant § = {uev / alu,u) < 1} :

. Ca=1/2

¥A>o N(A;V,H,a) = Cardinal {nzo / dn(Sa,H) =A%)
Démonstration : Soit A € R ;

soit v = Cardinal {nzo0 / dn(Sa,H) > R—l/z

}. La proposition résulte des deux

inégalités suivantes, qui ont lieu entre é&éléments de N = NN U {+=} :

(2.10) N(A;V,H,a) < v

(2.11) v < N(A;V,H,a).
Si v = +o, (2.10) est trivial. Si vy <+® on a :

-1/2
<
d (s,,H) <2 sd,_,(s,,H)

Choisissons A' > A tel que dv(Sa,H) < x"l/z. Par définition il

existe alors G ¢ Gv(H) tel que
-1/2
(2.12) Vu €5 ,3vEG: Hu—vHH < 2 1/2

Notant T le projecteur orthogonal dans H sur G et appliquant (2.12)

a4 u/ya(u,u), on obtient que

(2.13) Vu €V : :u—ﬂu”ﬁ < l'-l a(u,u).
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Prenant E = V N Ker T, on voit que E est fermé dans V, de codimen-

sion majorée par v. De plus par (2.13) on a :

ek s ) (2 s (e (uw)

Par le lemme 2.1 E est donc dans Gx(V,H,a) et (2.10) résulte des

majorations :

N(A;V,H,a) < codimV(E) < v.

De meéme si N(A;V,H,a) = +w, (2.11) est évidemment vérifié. Si
N(A;V,H,a) = n < +o, il existe E ¢ EX(V,H,a) de codimension n dans V. Soit
G 1'orthogonal pour a de E dans V ; on a : G ¢ Gn(V) c Gn(H). Notons T' 1le

projecteur orthogonal pour a de V sur G. Il existe e¢>o0 tel que

Vu ¢ E : s”u“ﬁ < (a-2) (u,u)
d'ou 1l'on tire que
¥u €V @ (e+) nu-ﬂ'u"iS a(u-Mtu,u-M'u) < a(u,u
et
. dn(Sa ; H) < (X+e)_1/2 < l_l/z

La suite dn(sa ; H) étant décroissante on en déduit (2.11) et la

proposition.

Notation : Si V et H sont deux espaces de Hilbert, V s'injectant avec

"injection continue dans H on note simplement

N(A;V,H) = N3V, H,a ) = ¢ 1
A di(sv;ﬂ>z1

‘ol a est le produit scalaire de V et SV la boule unité de V. (La seconde

égalité résulte de la proposition 2.2).



135

Lemme 2.3 : Soient VeyWesH trois espaces de Hilbert. Pour X et p

réels positifs on a :

N(A.p 5 V,H) < N(A;V,W) + N(p;W,H).
De plus si vy est la norme de 1l'injection VepW on a
2
N(A;V,H) < N(Y"A;W,H).

Démonstration : (Voir aussi [14]). Il est clair que pour EGEK(V,W)
et F € EP(W,H) 1'espace E N F est dans 6% p(V,H) , et FNV est aussi dans

e 9 (V,H), grace au lemme 2.1.
Y. A

Lemme 2.4 : Soient VeyH deux espaces de Hilbert, V étant dense dans
H ; notant H' et V' les espaces duaux de H et V et considérant 1'injection

H'edV' on a :
¥A €R : N(A;V,H) = N(A;H',V")
Démonstrati?n : Par symétrie il suffit de prouver 1'inégalité
(2.14) N(A;V,H) > N(A;H',V').

Cette inégalité est évidente si N(A,V,H) = 4+ ; si N(A;V,H)=n <+o

considérons un espace E € CX(V,H) de codimension n dans V. Il existe e>o0

tel que
(2.15) ek (e [luf? < fun?

Soit E1 le supplémentaire orthogonal de E dans V; soit F 1'orthogo-
nal de E, pour la dualité V'xV, et soit G = FNH'. Il est clair que

1
codimy, (G) < codim,,(F) = dim E; = n. Pour u ¢ G on a :

| <u,v> I
"u"v, = Sup <u, VS, | = Sup Al
. xV
vy <1 veE vl
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Or pour u€H' et vcE on a

et compte tenu de (2.15) on obtient que pour ueG on a :

2, < (o)™ [lul,

d'ob 1'on déduit que G € €, (H',V'), et (2.14) suit.
Nous avons aussi le

Lemme 2.5 : Soit (V,H,a) un triplet variationnel : soit V0 un sous

espace fermé de V ; alors :

VA €R : N(X;VO,H,a) < N(A;V,H,a).

Démonstration : il suffit de vérifier que pour E € 5K(V,H,a)
EN v, € Cx(Vo,H,a) et que

codimVo (Er1vo) < codimV(E).

Nous allons préciser ce lemme (proposition 2.7 ci-dessous), mais

nous vérifions d'abord le

Lemme 2.6 : soit (V,H,a) un triplet variationnel ; A étant donné

on suppose que n = N(A;V,H,a) < +o. On introduit 1'espace

K = {ueV / W€V : (a-2) (u,v) = 03.

Alors il existe une décomposition de V en somme directe orthogonale

pour (a-A) : V=E @ K@ E' , telle que
i) dimE@K =n
ii) la forme (a-\A) est définie négative sur E.

iii) E! € &, (V,H,a).
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Démonstration : puisque n = N(A;V,H,a) < +® | il existe E' de

€,(V,H,a) de codimension n. Posons :

F = {ugV / ¥veE' : (a-2) (u,v) = o}.
Prouvons d'abord que
(2.16) V=FgE'".

Puisque (a-A) est définie positive sur E', il est clair que
FNE'-= {o}. De plus, la forme (a-A) étant fortement coercive et continue
sur E', 1'espace E' muni du produit scalaire a-\A est un espace de Hilbert ;
utilisant 1'isomorphisme de cet espace sur son dual on voit que pour tout

u fixé dans V 1'équation

(2.17) ¥ ¢ E' : (a-A) (u',v) = (a-A) (u,v)

définit u' de maniére unique dans E'. De plus (2.17) exprime précisément

que u-u' ¢ F et (2.16) en résulte.

Vérifions ensuite que (a-A) est < O sur F : en effet s'il existait
u, € F tel que (a-}) (uo,uo) > 0, on en déduirait en utilisant 1'orthogona-
1ité pour (a-A) de E' et F, que pour un &€ > O on aurait

¥u € E', ¥t ¢ € : (a-A) (u+tu0,u+tuo) > a(Hqu

2, 2
B T TR (b S

2
> /2 ”u+tuol|v

d'ou il résulterait que E' g Guo € EX(V,H,a) contredisant la minimalité

dans €, (V,H,a) de codimv(E').

I1 est clair, par la définition de F, que K & F'; soit E un supplé-
mentaire de K dans F. On a bien alors V = E @ K g E', les facteurs étant
deux a deux orthogonaux pour (a-A) ; iii) résulte du choix de E', i) découle
de (2.16) ; reste a vérifier ii)

Or on a, d'aprés (2.16) et la définition de F :

K={ueF /¥ ¢F: (a-)2) (u,v) = o}.
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La forme (a-A) étant négative sur F on en déduit que
K = {ueF / (a-1) (u,u) = 0}.
et par suite que (a-\) est définie négative sur E.

Proposition 2.7 : soit (V,H,a) un triplet variationnel ; soit VO

un sous espace fermé de V. Pour A € R on définit 1'espace
ZX = {uegv / VVEVO ¢ (a-2) (u,v) = 03.

Alors on a :
N(A;V,H,a) + dim(VoﬂZx) = N(X;VO,H,a\ + N(R;ZX,H,a).

Démonstration : par le lemme 1.4 on a :
N(A;V,H,a) = Sup{N(x;vo,H,a), N(A;2Z, ,H,a)}.

et la proposition est évidente si N(X;VO,H,a) ou N(X,ZX,H,a) est infini.

Nous supposons donc maintenant que

n = N(X;VO,H,a) < +®

= N()\;'Zx,ﬂ,a\ < +®
On décompose Vo et Zx comme indiqué au lemme 2.6

V =E@Kg k'

Zy

FelLeF'

Remarquons que K = voﬂzx et en particulier on a dim Voﬂzx < 4w

on a aussi K © L. On introduit 1'espace
N=(E@K) + (FpglL) =EgLgF

N est de dimension v = no+ny - dim K et il nous faut prouver que

N(A;V,H,a) = v.
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On remarque d'abord en utilisant 1'orthogonalité pour (a-A) de VO

et ZA , que (a-A) est négative sur N. Par conséquent si G € SK(V,H,a)

GNN = {0} et ‘codim,G > v. On a donc

\'s
(2.18) N(A;V,H,a) = v

Pour démontrer 1'inégalité inverse nous avons besoin de quelques

_préliminaires. On introduit d'abord 1'espace
L
K = {ueV / ¥v€K : (a-2) (u,v) = 0}
et nous allons montrer que
(2.19) K =V +2

L
I1 résulte immédiatement des définitions que V0+Zx C K et en fait

seule 1'inclusion inverse est a démontrer.

Pour ucV on déduit comme- au lemme précédent du fait que a-A est
fortement coercive sur E' et définie négative sur E qui est de dimension
fini, qu'il existe ecE et e'¢cE' tels que

¥v ¢ E (a=-A) (e,v) = (a-2) (u,v)

¥v' ¢ E! (a=2) (e',v') = (a-2) (u,v')

Posant u, = e+e' et tenant compte de 1l'orthogonalité pour (a-A) de

E et E', on en déduit

(2.20) ¥v 'c E g E' (a-2) (uo,v) = (a=2) (u,v).

Par définition de K on a (a-}) (uo,v) = 0 pour veK, et donc il
L L
résulte de la définition de K que pour ucK 1'égalité de (2.20) se prolonge
a tout vev  ; mais alors cela exprime que u-u € Zy et (2.19) est démontré.
I1 résulte de (2.19) que VO+ZX est fermé dans V et de codimension

inférieure a dim K.
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Nous vérifions maintenant que

(2.21) N(A;V,H,a) < ng n, < .

En effet a-A est fortement coercive sur E' et F' et pour un e€>o0

on a::
2
¥u ¢ E'  (a-)) (u,u) > eHu”V
2
Vu ¢ F' (a-1) (u,u) > s”u”v.
Utilisant 1l'orthogonalité de E' et F' pour (a-A) il vient :
2
¥u ¢ E' ¢ F! (a=2) (u,u) > /2 Hu”v
et donc N(A;V,H,a) < codim, (E' g F').
On obtient alors (2.21) en remarquant que
i 1 1 - 1 ] ' 1
codim, (E' @ F') = COdlmV0+Zx (E ® F') + codim, (V0+Zx)
et que codimV0+Zx (E' ® F') = dim N = n +n; - dim K

codimy (V0+Zl) < dim K.
Posant alors n = N(A;V,H,a) < +» nous achéverons la démonstration

de la proposition 2.7 en prouvant 1'inégalité

(2.22) n<wv.
Procédant par 1'absurde, supposons que vy>n. Suivant le lemme 2.6

on pose
M = {u€v / ¥vev  (a-2) (u,v) = 0}.
I1 est clair que M c Zx et m&¢me que M & L .

Utilisant le lemme 2.6, soit G un espace sur lequel la forme a-A

soit définie négative et tel que dim(G @ M) = n.
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Puisque M & L c N, on peut écrire N = M g N1 et notre hypothése v>n
équivaut a dim G > dim Nl' Alors, il existe u #Z O dans G tel que

¥v ¢ N1 (a-2) (u,v) = 0.

Nous rappelant la définition de M, on en déduit que
(2.23) ¥v ¢ N (a=2) (u,v) = 0.

L
Puisque K © N on déduit de (2.23) et (2.19) que u ¢ K .= Vi +Zy-

On peut donc écrire u = u +z avec u ¢ Vo, et z ¢ Zl'

Puisque E ©¢ N on tire encore de (2.23) que :
¥w ¢ E  (a-)) (u,v) = (a-n) (uo,v) =0
et suivant le choix de E, E' et K il en résulte que u, e Kg E'.
Usant de 1'inclusion F ¢ N on déduit aussi de (2.23) que zELgF'.

La forme (a-A) est positive sur K@ E' et L ¢ F' et ces espaces

sont orthogonaux pour (a-A). Il en résulte que
(a=2) (u,u) = (a-2) (uo,uo) + (a=A) (z,2z) > 0

ce qui est la contradiction cherchée, puisque u a été choisi non nul dans G,

et que (a-A) est définie négative sur G.

Nous utiliserons aussi le résultat suivant, qui peut &tre considéré

comme un corollaire de la proposition précédente

Proposition 2.8 : Soient (Vi,Hi,ai)

. v triplets variationnels.
i=1,..,v
v
On considére les espaces V = & V, et H= o H, munis des normes hilber-
i=1 i=1
tiennes
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On définit la forme a sur V en posant

v
a(.e u;,
1=

v v :
. i? v.,) = % ai(ui,vi)

1t i=1

Alors (V,H,a) est un triplet variationnel et
v
(2.24) N(A;V,H,a) = £ N(A;V,,H.,a.).
. i’7i0 T
i=1
Démonstration : le fait que a soit hermitienne continue et coercive
sur V est évident. En groupant les termes sous la forme

v-1

v
® H, = (@ H))e@H
i=1 i=1 * A

on se raméne par récurrence sur y a prouver (2.24) quand v=2.

A étant donné, notons K le noyau de (al-x\ dans 'V Avec les nota-

1
tions de la proposition 2.7 (remplagant V0 par Vl) on a

zZ, =KoV,
La forme (a-\A) étant nulle sur K on a :
e, (z, ,H,a) = CA(VZ’H’a) = 5X(V2,H2,a2).
et
N(A;2,,H,a) = N(x;vz,ﬂz,az) + dim K.

La proposition suit par application de la prdposition 2.7.

II - 3 Valeurs propres de problémes variationnels

Nous rappelons maintenant la formule du mini-max pour les valeurs
propres [10] [13] ; c'est cette formule qui nous dit que les fonctions

N(\;V,H,a) sont bien adaptées a 1'étude des valeurs propres.

Soit (V,H,a) un triplet variationnel ; supposons que V soit dense

dans H. Alors par le lemme de Lax Milgram on définit un opérateur non borné
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.

(A,D(A)), autoadjoint minoré dans H ; on a
(2.25) Vu ¢ D(A) |, ¥v ¢ V : a(u,v) = (Au,v).

Si 1'on suppose en outre que l'injection de V dans H est compacte,
la résolvante de A est compacte dans H et le spectre de A est constitué

d'une suite de valeurs propres réelles (Xj)j_1 tendant vers +*. Chaque
=1,...

valeur propre est répétée conformément a sa multiplicité et on ordonne la

suite Kj de fagon a la rendre croissante : Kl < 12 < ... g-lj ... . De

plus il existe une base orthonormée ?j de H constituée de fonctions propres

de A.

Fixons KO tel que a+7\0 soit fortement coercive sur V. Alors il est

clair que lj+lo >0 pour j=1,..,. et
@© © 2
H={f= ¢ fj q)J / T |fJ| < tw}.
j=1 j=1
@ ©
V=(f= % £ 9./ 5 O [£]° < s}
T S I T
et pour f¢V on a
it 2
(a+h ) (£,£) = 5 (A.+1 ) | £,
° j=t %

Posant S_ = {feV / (a+xo) (f,f) < 13}, on obtient alors de
. !

+A
o

maniére classique

(2.26) ¥n = 0,1,... d(s JH) = (e )T/
n a+)xo n+l "o
Compte tenu de la proposition 2.2 on a alors
Proposition 2.9 : Soit (V,H,a) un triplet variationnel, V é&tant

dense dans H, et 1'injection de V dans H étant compacte. Alors pour tout
A €R, N(A;V,H,a) est le nombre de valeurs propres lj inférieures ou égales

a A, de 1'opérateur (A, D(A)) associé au triplet variationnel, i.e

N(A;V,H,a) = Cardinal{j>1 / Ay < M)
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Nous faisons aussi la remarque suivante

Proposition 2.10 : Soit (V,H,a) un triplet variationnel. Pour que

1'injection de V dans H soit compacte, il faut et il suffit que
VA € R : N(A;V,H,a) < +o.
Démonstration : on peut toujours se ramener au cas ou a est forte-

ment coercive, et alors par la proposition 2.2 on a équivalence entre les

deux assertions

1) ¥ ¢R N(A;V,H,a) < +w.
2) lim a (s_,H) =0
n a
N+

Sa étant fermé et H un hilbert, la seconde équivaut ainsi qu'on 1l'a

rappelé au paragraphe II.1 & la compacite dans H de 1'ensemble Sa’ c'est a

dire a la compacité de l'injection de V dans H puiéque Sa contient un

homothétique de la boule unité de V.
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IIT - MAJORATIONS DE n-DIAMETRES

Le but de ce paragraphe est d'obtenir des majorations de n-diamétres
dans les espaées de Sobolev semblables a celles obtenues en ([8] et [14]),
mais nous voulons inclure ici le cas des ouverts irréguliers, tout en
restant dans le cadre Hilbertien. Les idées et les méthodes sont celles de

[8] et [14].

IITI - 1 Espaces de Sobolev

Comme nous voulons considérer des ouverts trés irréguliers, il est

bon de préciser nos définitions: Pour Q ouvert de R" et pour m € N on note

1"(Q) = {u € 12(@ / D% € 12(Q) pour |a| < m)

muni de la norme

2 1/2
HuHm a=1{, = D%y 5 YT
’ lal<m L°(Q)
En particulier on note ”'Ho Q= Il o ; on introduit aussi les
’ L7(Q)

semi-normes :

lulpq=t, 7 [p%l®, 172

| ol =m L2 @)

On désigne par Hﬁ(ﬂ) 1'adhérence de D(Q) dans H™(Q).

On introduit aussi
Kz Q) = {u € H"®™) / p%u(x) = 0 p.p. x GIRH\Q, pour |al s m}.

C'est un sous espace ferm¢ de " ®") qui s'injecte dans Hm(Q), et

qu'on identifie a4 un sous espace de H"(Q).

x™(Q) désigne 1'espace des restrictions a Q des fonctions de H"@®");

on le munit de la norme

[[ull n = Inf vl
w (@) ver" ®R™) m,R

v10=u
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af%ﬂ) est isométrique au quotient de H"(R™) par l'espace
{ue " @®") / u| = 03}.
Q

et il existe un prolongement. linéaire isométrique de wm(Q\ dans H"@®™).

Notons enfin les inclusions

(3.1) H: (Q)q:}c';‘(n)c->3€'"(o\<'—>ﬂm(m.

Enfin, HTOC(Q) désigne 1'espace des distributions de D'(Q) dont la

restriction a tout Q, = Q (i.e 61 compact et ﬁi < Q) est dans Hm(Ql\, et

u" (Q) est 1'espace des fonctions de H"(Q) a support compact dans Q.

comp
Notation : nous devons introduire encore une notation ; soit
Vc»Lz(O) un espace de Hilbert et soit w un ouvert inclus dans Q. Notons SV

la boule unité de V et SV' l'ensemble des restrictions a y des fonctions
w

de SV ; on note N(X;V,Lz(w)) le nombre de n-diamétres de SVI dans Lz(w)
w

supérieurs ou égaux a X_l/z

(3.2) NGV, L)) = D 1

A d2(SV| L2 () = 1
n w .

Une autre définition est la suivante : notantqy(w) 1'ensemble des

restrictions a ¢ des fonctions de V, muni de la norme

Hu” = Inf
Ww) vev

V| =u
lw

vl

on a alors : N(X;V,Lz(m)) = N, Lz(w)).

En particulier si w = Q2 la notation est cohérente avec celle intro-
duite précédemment. Les deux définitions sont équivalentes grace a la propo-
sition 2.2.

Le reste de ce paragraphe est consacré a l'obtention de majorations
de N(X;V,Lz(w)), lorsque V est 1'un des espaces de Sobolev introduits plus .
haut.
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Notons cependant tout de suite que pour deux ouverts w, et wy tels

que w; Cw, on a:

(3.3)

d'ordre

Hilbert

(3.4)

(3.5)

avec

(3.6)

NGV, L () s NGV, LR (0y)
. 2 2
I1 est en effet clair que d_(SV ; L%(p,)) s d (sv ; LS(w,)).
n |w1 1 n ‘w2 2

IIT - 2 Un lemme d'itération

Nous commengons par ramener 1'étude au cas des espaces de Sobolev

1.

Soit O un ouvert de R" ; soient VquHm(Q) (m20) des espaces de

tels que
Vesv™ e vl () = v°
et
va € v s ful s
\u \%
On suppose que pour i=1,..,n la dérivation Di opére de v™ dans Vm_1

vu € v™ : ||p.u < lul|
i v

vm—1

Ces hypothéses sont satisfaites pour les suites H?(Q) s Kﬂ(ﬂ) K™

et H™(Q) ; seul le cas de X"(Q) pose peut-2tre un probléme : pour uek™(Q),

il existe, ainsi qu'on la déja noté, un élément v € H'(R™ tel que Vig = u

ot que Ilv]

=,
m,R 1 (Q)

On a alors :

et

de V" H

< llull

loll oy SV
3 (Q) m-1,R 3™(Q)

RS PR I
¢ (@ m-1,R Q)
Soit ® € Q ; notons V"(w) liespace des restrictions & w des éléments

notons enfin Vi(w) 1'adhérence de Vl(w) dans Hl(w) ; on a alors :
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sous les hypothéses précédentes on a pour A>0,

_ Proposition 3.1 :

m>1

m-1
(3.7) NO™V™2) s £ (neD)® U NWne1) A 5 TH@) , L3 ().
h=o0

Démonstration : on munit V"(w) de la norme quotient

lul| = Inf llvl]
Vi) vev™ ve
V| =u
|w
On a alors Il I = 1. 2 ; on vérifie aussi que la dériva-
vO(w) L ()

tion D, (i=1,..,n) opére de V"(w) dans vl (w) et que

Ilull < Jfull
. Vm'l(w) v(w)
(3.8)
D, ull < |[ull .
Fym1 () v (w)
D'autre part Vl(w) est muni de la norme de Hl(w)
n 1/2
(3.9) [ull =l v = gl g
L% (w) i=1 L% (w)

7t (w)

On démontre (3.7) par récurrence sur m ; pour m=1 (3.7) résulte

simplement de la majoration suivante qui découle de (3.8) et (3.9)
2 2
L2, s e LI
V() Ve (w)

Supposons (3.7) démontré a l'ordre (m-1) (m22) et établissons le a

1'ordre m. Si N((n+1)X ; Vl(w), L2(w)) = +® il n'y a rien
N((n+1)A ; Vl(w», L2(@)) est fini. Il existe donc

a démontrer ;
supposons donc que y =
un espace E de codimension v dans Vl(w), et un €>0 tels que

(3.10) Vu € B : (ne1) Qe [ulf?, s uf?)
L% (W) V' (w)

D'aprés notre hypothese de récurrence on a

m-2

NO™ s vm 120y =T e Ly < e
h=o0
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or on a : NA™L v™1 12(p) = N™ L v™ (), L2()).
. m-2 h
Par conséquent il existe F de codimension majorée par v. £ (1+n) , dans
h=o0
V™1 (w) tel que
(3.11) wer ™ vE, <3
L™ (w) v

Soit G 1'ensemble des u de V"(w) tels que u € ENF, et tels que

Diu € F pour i=1,..,n. G est de codimension dans Vm(w) majorée par
m-2 h m-1 h

(3.12) v+ (n#l) v T (1+n) =y T (1+n)
h=o0 h=o

Pour u€G on applique (3.11) a u et aux Diu ; puis par sommation on

obtient, compte tenu de (3.8) et (3.9) :

S

i w)

< (ne1) [ul?
Vm

appliquant alors (3.10), on trouve que

Vu € G : Xm_l . (A+e) HuW22 = Hunz
L (w) v™

d'oll 1'on déduit que

N V™ (@), L2 (0)) < codim (G)
v (w)

et compte tenu de (3.12), on a démontré (3.7) a 1'ordre m.

N PN | : ,
Remarque : dans le cas ou w=Q et ou V' est un sous espace fermé de

HI(O) (c'est le cas de Hi(Q), Ki(Q) et bien sfr de HI(Q)\ on a démontré que:

t

N(x;vm,Lz(Q)) <ct N((nen). AM/M ; v!

, 2@,

III - 3 Estimations pour les espaces Vm et v:

Les idées de base sont comme on 1'a déja signalé dans ([8], [14].
Lemme 3.2 : pour tout ouvert Q de<mn, HI(Q\ n Cw(Q\ est dense dans
().

Démonstration : 1'orthogonal dans H1 de Hi est constitué du noyau

dans ut de (-pA+1) et est donc constitué de fonctions c” sur Q.
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L'estimation fondamentale est la suivante :

Lemme 3.3 : Soit J un ouvert convexe de R" ; soient J1 et J2 deux
parties mesurables de J ; notant mes Ji (i=1,2) la mesure de Lebesgue de Ji

et 6(J) = sup 5 |x-y| le diamétre de J, pour f € Hl(J) on a :
(x,y)ed

)

J . xJ

| £(x)=£(y)|? axdy = 2" (mes J, + mes Jy) (5(3))2 HDin J
1*%2 :

(3.13)

ou Df désigne le gradient de f.

Démonstration : par le lemme 3.2 il suffit d"établir (3.13) pour
fent) nct@). ona alors :

£(x)-£(y) = Il Df(tx+(1-t)y), x-y> dt

o
et
| £(x)-£(y) ]2 = (6(3))2 fl [Df(tx+(1-t)y) |2 at.
o
I1 suffit donc d“établir la majoration suivante
(3.14)

[ty 0 () De(exe(1-t)y) 2axdydt < 2" ! (mes J
. ,

1 1
IxIxJo,1[

+mes 32) IJfo(z\|2dz.

~

Posons J1 = Jxe]o,l/Z[; soit § le difféomorphisme de J1 sur U1 [t J1

~ ~

el(x,y,t) = (x,tx+(1-t)y,t)
Le jacobien de 9y vaut (1-t)" et on le minore par ™",

On considére 1l'intégrale du premier membre de (3.14) sur J1 : on
effectue le changement de variables 8y la fonction intégrée étant positive;

on majore 1, (y) par 1, et on majore 1'intégrale sur U, obtenue, par 1'in-
2

tégrale sur J, 2 U1 ; on a alors :

1
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(3.15)

f 1. (x).1_ (y) lnf(tx+(1—t)y)l2dxdydt <2
Iy Iy

% mes J,.1/2. IJ|Df(z\|2 dz..

9

~

De méme considérant 8y * (x,y,t) - (tx+(1-t)y,y,t) de J2=J><J>r]1/2,1[

sur U2 on majore

{ ... axdydt = 2™ mes Iy - L i Ip£(2)]? az
J

~ 2
, 2
et avec (3.15) on obtient (3.14) et le lemme.

Proposition 3.4 : Il existe des constantes Y(n,mv\ ne dépendant que
de l'entier m > 1 et de la dimension d'espace n, telles que

si @9 € o sont deux ouverts de ]Rn, et si pour 6 > O on note

ws = {x€q / dist, (x,0) < ,/md}
on a :

¥A 2 0 : N(A; X™Q) ; L2(u.)) < y(n,m).mes w aAn/2m
o )\_1/2"'

Démonstration : Soit 6 > 0 ; soient Jv (v € z"™) les pavés :

-

n .
J\» = {x€ER / lxi—évil < 6/2 pour i=1,..,n}.

Soit A 1'ensemble des indices v tels que Jv Nw#P; soit A1 <A
1'ensemble des indices v€ A tels que : mes Jv nas % &,

Notons w' =Int { U (T N 3.
v
veA

On a alors : w < @' C wy et % 8" Cardinal (Al\ < mes ' et encore

(3.16) Card A < 2.mes wg. 5"

Rappelons que par définition de 3(:(1)(0), tout f € Ki(ﬂ) se prolonge
en f € HICIRn) telle que f et Dif (i=1,..,n) soient nulles p.p. sur ]Rn\Q.

Pour f € }C(l)(Q) et v ¢ A1 on pose alors :
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1 ~
v T mes J I £(y). ay
v ' dJd
v
On a :
2 1 ~ ~ 2
l£-2 il £ — [£(x)-£(y)|® dxay
v O’Jv mes Jv vava

et appliquant le lemme 3.3 on obtient que

2 n.2 /72 n .2 2
- 1 = \
(3.17) II£ fVHO’JvﬂQ <26 ‘1f||1’JV = 2.5 'l‘fnl,Jvl"IQ’

Pour v ¢ A\A1 on écrit que

o2, = —=— | £(x)-£(y)|? axay
0,J mes(J NQ°) c
v (I NQ)Yx(J_NAa™)
v v
et remarquant que pour v € A\A, mes(JvﬂQC) > mes (JvﬂQ\ on

déduit du lemme 3.2 que

2 n .2 2
(3.18) HfHO’J ng 2.8 |]f1|1’J na -
v v
Notant g = £ f . 1_ on a donc d'aprés (3.17) et (3.18)
v J
vEA v
1
2 n,2 2
Il f-g!
(3.19) f gWO,w, <2% I|f||1,w,.

g variant dans un espace de dimension card(AI).

Notons, selon les notations de la proposition 3.1, Vl(w') 1'espace
des restrictions & @' des éléments de'wi(ﬂ) ; (3.19) a lieu pour f € Vl(w')
et ne fait intervenir que les normes de Lz(w') et de Hl(w') ; de plus
1'application f ., g est continue de Lz(w') dans Lz(w') ; par suite (3.19)
se prolonge aux f € Vl(w') adhérence de Vl(w') dans Hl(w') et on déduit de
(3.19) que

VA < 27?52

6 NOGT (), L2 (w')) < card(a)).
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Nous appliquons alors la proposition (3.1) a la suite d'espaces

m
KO(Q\ et nous obtenons que :

2™ 2o, . 2 m-1 h
(3.20) ¥A < (Z— . 8 °%)" : N(A3¢_ (QV,L°(w'")) = % (1+n) .card(A ).
n+l1 o h=o 1

Remarquant que
m 2 m 2
N(x;KO(Q),L (w)) = N(X;KO(Q),L (w'))

on achéve la démonstration de la proposition en choisissant pour A donné,

6 = é . 2—n/2 (n+1)-1/2 N a-1/2m x-1/2m’ et en reportant (3.16) dans
(3.20).

Proposition 3.5 : Il existe des constantes Y(n,m) telles que

si w € () sont des ouverts de R" et si on note pour 6 > 0 :

Eé = {x € R" / dist (x,p) < J/n.83 on a

n/2m

¥A > 0 : N(X;Km(ﬂ),Lz(w)) < y(n,m).mes ® A

A-1/2m
Démonstration : elle se calque complétement sur la démonstration
précédente ; pour 8>0 on considére les pavés JV (v € Z") comme précédemment:

JV est de centre 6v et de cdté 6.

Soit A 1'ensemble des indices vy € Z" tels que JV Nw#P et soit

w' =Int(U J ). Ona: oSy cy, et
v o)
vEA
(3.21) Card A S 6 ™. mes Eb'
1 - 1
Pour f € H (w') on pose fv = EEE_E: IJ f(y) ay (v€A), et comme

v

pour (3.17) on déduit du lemme 3.3 que

12

(3.22) l£- = £ .2 ,
v J Vo,

n .2 2
s 208" (Il
vEA ’
On en déduit que

o< 2872 0 Nouat (0,12 (0')) < card(a).
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Appliquant la proposition 3.1 a la suite d'espaces " (w') on a

alors :
m
27" 572 m 2
VA < (_j;ﬁf_) : N(GH (w"),L%(w')) < Card A.
. P 6_2 m
I1 existe donc pour tout A < ( ) , un sous espace E de codi-

n+1
mension majorée par card A dans 1" (w") tel que

2 2
(3.23) Yu € E : 7‘”“”o,w- < Hu”m’w'

Notons Pm 1'opérateur de prolongement isométrique de ¥™(w) dans
H"(R") ; soit F 1'ensemble des u € X"(w) tels que (PmU)lw' € E ; pour ugF

on a avec (3.23)

Ml s ale a2 < e a2 s a®
s W s W W 0 (w)
On en déduit que
-n -2 m
(3.24) VA < (z——m-f—-) : NOGEK™(0),L2 (o)) < card(A).

On remarque maintenant en retournant aux définitions que
N (@), L2 (0) = NOGE™ (), L2 (0). ' :
et on conclut avec (3.21) et (3.24) comme pour la proposition 3.4.

III - 4 Estimations pour les espaces H"

Pour étudier le cas des espaces H"(Q), nous sommes amenés a faire
quelques hypothéses sur 1'ouvert Q. ’

On dira qu'un ouvert borné Q possede la propriété (CY, s'il existe
des constantes 60 > 0 et K telles que

pour tout x € 3Q et tout & < 60, il existe un vecteur unitaire h tel

que si 1'on désigne par B(x,8) la boule de centre x et de rayon &
(c) on ait

i) ¥t € [0,K8] , ¥g € B(x,6) N Q : y+th € Q

ii) 1'enveloppe convexe de Kéh + (B(x,6) N Q) est contenue dans Q.

Donnons tout de suite quelques exemples : rappelons d'abord qu'un



155

ouvert borné Q est dit Lipschitzien (posséde la propriété forte du cdne de
[1]) si pour tout X, € 90 il existe un voisinage Q7ﬁe X et un systéme de

coordonnées de centre X, tels que
Oﬂqy; {x:(xl,x') € ]—2t0,2tOEYQ% / X1>§(x’)L

\ A o -1 . . R !
ouTy' est un voisinage de O dansimn , & une fonction lipschitzienne de v

dans R avec 3(o) = O.

On peut supposer P convexe et (M) c ]-to,to[.
De plus, par compacité de O0Q, on peut supposer que la constante de

Lipschitz de & est majorée indépendemment de X, € 30 par une constante K.

Pour & assez petit, la boule de centre Xy et de rayon 6 est incluse

dans ]-t ,t [ x®¥'. Pour x = (x,,x') ¢ B(x_,6) N Q on a clairement
o’ o 1 o

x+t(1,0) € an® pour t < t,-

Siy = (yl,y') est un autre point de B(xo,é) N Q, on a pour s€lo,1]:

&(sx'+(1—s)y;) < 3(x') + K(1-8)|x'=y'| < x1+K(1—s) I xt-y']

3(sx'+(1-s)y') < &(y") + Kslx'—y" < y1+KS lx'-y'l

et
8(sx'+(1-s)y') < sX, + (l—s\y1 + 2s(1-8) K|x'-y'].
Si 6 est assez petit on a
2 s(1-s)K |x'-y'| < K|x-y| < 2Ké < ty
et

2K8(1,0) + (B(x_,8)NQ) < nb
Nous venons donc de démontrer le

Lemme 3.6 : tout ouvert borné Lipschtzien vérifie la condition (C).
I1 faut cependant remarquer qu'une classe beaucoup plus vaste
d'ouverts, en particulier d'ouverts trés irréguliers, vérifient la condition

(C). Par exemple les ouverts ''modéles'"



156

Q= {x:(xl,x') € Jo,1[ x R"! / x| < W(xl)}

9 étant une fonction croissante de Jo,1[ dans ]O,m[; qu'on suppose par com-

modité constante pour x, > 1/2. En particulier on peut choisir ¢ aussi

1
plate que 1l'on veut a l'origine.

En effet pour x, € [0,1/2] et pour x = (xl,x') € 0Q, si 6 est assez

1
petit on a :

B(x,2) N Qe {y=(y,,y') €0/ |y,-x| <6/2}.

¢ étant croissante pour y = (yl,y') € B(x,8) N Q, on a :

(y1+t,y') € Q pour t = 1/2-5/2 et

[} [} 30 13}
- c ' = ' ~ c
6(1,0) + (B(x,3) N Q) S {(y,y") € Ixp+z,x+5L / |y'] < glx+5)] Q.
Pour rendre la condition (C) invariante par difféomorphisme et pour
tenir compte des ouverts qui ne sont pas d'un seul cdté de leur frontiére

on introduit aussi la condition suivante

.

" (i=o0,..,N) inclus dans Q tels que
N
i) O cq et mes (Q\ U Q) =0.
i=o

Q borné posséde la propriété (C') s'il existe des ouverts Qi

(cr) <«
ii) Pour i=1,..,N il existe un C1 difféomorphisme 8, d'un voisinage

de Qi sur un ouvert deimn, tel que 91(01’ posséde la propriété

k (c).

Exeméles 1 : 1'ouvert O = (JO,1[xJo,1[) \ (]0,1/2[ ¥ {o0}) est égal

a4 un ensemble négligeable prés, a la réunion de deux rectangles, et posséde
donc la propriété (C').

2 : l'ouvert Q = {(x,y) € Jo,I[ xR / y € W (x),p(x)[}
posséde la propriété (C') si ¢ et ¥ sont deux fonctions ct telles que -V
soit croissante.

3 : l'ouvert Q = {(x,y) € Jo,1[ xR / lyl < p(x)} ou
p(x) = x*(1+9(x)) avec |g(x)]| < 1/2 pour x € [0,1] et g de classe C* sur

[0,1], posséde aussi la propriété (C'), quel que soit a 2 0.
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Lemme 3.7 : soit Q un ouvert borné de R" vérifiant la condition (C')
pour la partition Qi(i=0,..,N). Alors il existe des constantes 60 > 0, Ko

et CO telles que

pour tout 6 < 60, tout ouvert J connexe de diamétre < &, coupant 3Q,
on a, en notant J = {x € R" / dist (x,J) < K6} : ¥f € i n Q), ¥i=1,..,N:
(3.25)

I lf(x)—f(y)‘2 dx dy < C_.mes (JﬂQi).éz Hsz ~
(JﬂQi)X(JﬂQi) 1,dnq;

Démonstration : si JﬂQi =@ il n'y a rien a démontrer. Si JQQi £ 0
et si JNO & Q; » INdQy £ P ; mais aussi si JNQ < Q; 1'hypothése JN3Q £ &
implique que JN3Q, # @ ; donc dans tous les cas ou Ing; £ 9 J coupe 30; et

par le difféomorphisme 8; on se ramene a démontrer le lemme quand () vérifie
lui méme la condition (C).
Notons alors 60 et K les constantes de la condition C. Par hypothese

il existe x ¢ JNQ , et J < B(xo,é).
Si 6 < 60 , alors pour tout x ¢ JNQ, le segment [x,x+8Kh] est inclus

dans Q (h vecteur unitaire donné par la condition (C)) et si 1'on note
J' = 8Kh + (JNQ), 1'enveloppe convexe de J', notée J', est incluse dans Q.

On remarque aussi que [x,x+6Kh] et J' sont inclus dans l'ensemble
{y eR" / dist(y,J) < (K+1)8} = J

Suivant le lemme 3.2 on peut se contenter d'établir (3.25) pour

f e Hl(JﬂQ) n Cl(JﬂQ). On écrit alors que

£(x)-£(y) = [£(x)-£(x+6K.h)] + [f(x+8Kh) - f(y+6Kh)] + [f(y+6Kh) - £(y)]

On en déduit que :
(3.26)

[ | £(x)-£(y)]% dx dy < 6 mes(JNQ) [l - f£(x+5Kh) |2 dx +
Ing)x (Ing) Jna
2
+ 3 [£(x') - £(y")]° dax dy.
IIJ'XJ'
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Or on a :

f(x) - f(x+6Kh) = 6K(D f) (x+th) dt
o b

ou 1'on note Dh la dérivation dans la direction h.

On en déduit que

[ | £(x)-£(x+6Kh) | 2ax < 62K> I thf(z)|2 dz.
Ina In

Q

On peut appliquer le lemme 3.3 a la seconde intégrale de (3.26) et

1'on obtient, puisque mes J' = mes (JNQ) 1'estimation (3.25) cherchée :

l£(x)-£(y)]%ax dy < (6K2+3.2™)6% . mes(ang) || £|% ~
(INQ)x (INQ) 1,Jna

Nous déduisons du lemme la

Proposition 3.8 : soit Q un ouvert borné de R" possédant la proprié-

té (C'). Pour p>0 on note

Qg = {xeq / dist (x,30) < p}
et pour 6>0 on note encore :
n .
Qp,6 = {xeR / dfst(x,Qp) < 83.

Il existe des constantes Xo, K et C telles que :

¥p > 0, VA > A : N(X;Hm(Q),Lz(Q )) < C mes(Q -1/2m)ln/2m
o p P, KA

Démonstration : notons 60, K0 et Co les constantes données par le

lemme 3.7 ; fixons p>0.

Pour 6 < 60 / Vﬁ on note encore Jv le pavé de centre 8.y et de
coté 6. Soit A  1l'ensemble des indices v tels que Jv Na #P ; pour v ¢ Al

on note
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~

J, = {x€Q / dist(x,J ) < K /8]

On a alors :

(3.27) Jv c Q(Ko+1)dﬁb'

On pose p = Max (p,(Ko+2) J/n 8) et on définit A comme étant 1'ensem-

ble des v € Z" tels que Jv N q_# ®. On remarque que A D AO et que pour
: p

c
v € A\Ao ] JV c Q. Pour v€¢ A on a Jv Q et

TR

(3.28) Card(A) < 6 " mes(Q_ _ ).
¢ ,4/nbd

On pose : @ =1Int (U J )N Q.
vEA v

On a :

Q_<CypcQ

P E’ﬁé

et par (3.27) pour v € A0 on a Jv c w.

Notons Oi (i=o,..,N) une partition de Q pour laquelle la condition
(C') est satisfaite et a laquelle on a associé par le lemme 3.7 les constan-

tes 6 , K et C .
[e] o] o

Soit E le sous espace des f ¢ Hl(w\ tels que

i) ¥y € A\A0 f f(y) dy = O

J
v

i) ¥y €A, ¥i=1,.. N [ f(y) dy = 0
J NQ.
v 1

E est de codimension majorée par N card(A) dans Hl(w\.

De plus pour f € E on a

2 1 ' 2
Vv € A\ HfHO’J S il [ £(x)-£(y)|° ax ay
v v vaJv
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2

_ 1 2
¥y ¢ A ,¥i =1,..,N : g S ) f(x)-£(y) | “axay
o’ ’ ’ o’JvﬂQi meSJV Qi J‘(Jvﬂﬂi )x(JvﬂQi)

et on déduit des lemmes 3.3 et 3.7

2 n 2 2
(3.29) Vv € A\Aj ||f!]0’J < 2 nd Hf||1’J
v v
. 2 2 2
(3.30) Vv € A, ¥i=1,..,N |[f1|0’J na S Con-d L3 R
v i l,Jv

On peut supposer 60 assez petit pour que : si v ¢ AO, Jvnoo = @.

On déduit alors de (3.30) que pour f ¢ E

2

12
o,Jvﬂ

¥y ¢ A |If\|2 ; 1 £l| <Cné2 NIt
o ""lo,J < ie1 Q, o ‘ 1,4,

et avec (3.29)

¥f € E HfH2 < (c N+2™M)n 8% lgI2
"o, w o . 1,w

On en déduit que
W < LeNe2™n 62770 1 Ny (0,12 (0)) < N cara(a).

et avec la proposition (3.1)

(3.31) o<y 872 NOGE" (), 12 () < Cy mes(a_ ) 87"
Pyﬁb
ou C, et C, ne dépendent que de n,m et Q (elles sont indépendantes de p
et 6). v
Si A est choisit assez grand on peut choisir 6 = (gz)-1/2m de sorte

que & < 60/JH. On conclut alors a partir de (3.31) comme pour les proposi-
tions 3.4 et 3.5.
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IV - PROBLEMES A COEFFICIENTS CONSTANTS SUR UN PAVE

On étudie maintenant le cas des opérateurs a coefficients constants

sur- les pavés.

IV - 1 Hypothéses - Résultat

Soit a une forme intégrodifférentielle homogéne a coefficients

constants :
(4.1) a(u,v) = | T a, g Ipau(x) pPv(x) ax
al=m ’
lgl=m
On suppose que
(4.2) V(a,p) a = a
’

Notant a(g) = on suppose aussi que

z a 13 y
lal=lpl=n *P
(4.3) e €ER™MO  a(g) > 0.

On notera M et o des constantes telles que :

¥ = = :
(a,8) , lal = [pl =m: Ja o] sw
(4.4)
vg €R" : a(g) = ¢ |g]%"
Enfin on pose p; = (em™" I dg et on désigne par [ la mesure

a(g)<1

de densité constante p!'.
a
On notej% 1'opérateur différentiel

(-1)™ 4 p2*B

(4.5) = by 8
~ lal=pl=m *

I1 est clair, par transformation de Fourrier, que‘pour tout ouvert

Q dejmn, la forme a est coercive sur HZ(O) (relativement a L2(Q)).
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Si Q est un ouvert defmn, nous définissons pour A réel 1'espace :
z,(Q) = {u € H"(Q) /fu <l

ZK(Q) est un sous espace fermé de Hm(Q) et est muni de la norme

1.0
m
Notre but est de démontrer la

Proposition 4.1 :’'Avec les notations précédentes, il existe des

constantes C1 et 02 qui ne dépendent que de <, et M, telles que

pour tout pavé J de R" de coté v, et pour tous réels A et p positifs
on a :

-1(x(n-1\/2m . |J(n—l)/2m‘

D NG32, (0,120 s ¢ [1e® ]

i INOGETY, 12, @) - () A2 e, e Tt (et 2
IV - 2 Réductions
Nous commengons par nous ramener au cas ou J = (Jo,2M[HY™. Nous

pouvons toujours supposer que J = (]o,P[\n ; posons Jo = (J0,2"[)n et tep/2I.

Soit T 1l'isométrie de L2(J) sur L2(Jo) définie par.:

_n/

(Tu) (x) =t 2.u(t x)

T est un isomorphisme de H"(J) sur'Hm(J0§ et de HE(J\ sur HS(JO).

De plus on a

(4.6) Vu € B™(J) : a(Tu,Tu) = ¢2m a(u,u)

(4.7) vu € B") = Ut = 2" v,
2

(4.8) ¥u € L) : ”TUHO,JO = HuHO’J

et plus généralement

(4.9) vu € L2(J) , ¥j=0,..,m : |l |
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Nous rappelons le lemme suivant (cf par exemple (1D
Lemme 4.2 : soit Q un ouvert borné Lipschitzien de R" ; pour tout
m22 il existe une constante y, telle que pour tout &€ > O, pour tout f de

H"(Q) et tout entier j=1,..,m-1 , on a

2 m-j| .12 -j 2
< A
[f[j’Q v{e |f[m’0 + (1+e79) |f|0’0}.
Appliquant ce lemme a J, et utilisant (4.9) on a alors

Lemme 4.3 : il existe une constante Y, ne dépendant que des entiers
n et m, telle que, pour tout pavé J de R" de coté p, pour tout £ € H"(J),

pour tout € >0 et pour tout entier j=1,..,m-1, on a
2 m-j 2 -J -2j 2
|flj,J s v {e |f|m’J + (e 4 p )|f|0’J}.

Ces deux lemmes nous serons surtout utiles par la suite ; on en
retient maintenant deux choses : tout d'abord qu'il existe une constante Yq

telle que : . ' ..

m o2 2 2
(4.10) Vu € H'(J ) u”m’Jo < yl(luim’Jo + ]uIO’JO\

Ensuite on déduit du lemme 4.3 que la forme

a (u,v) = z I(Dau) (%) dax
. ol =m
est coercive sur Hm(J). On a aussi

(4.11) ¥u € B"(J) : a (u,u) s llul|?
o m,J

I’
2m

(4.12) vu € H"(J) : ao(Tu,Tu) =t ao(u,u).

On déduit de (4.11) que

2 2
N(p;z, (3), L7 < N(p;2,(3),L (3),a).

Par (4.7), T est un isomorphisme de ZX(J) sur Z om (Jo). Posons

tTA



164

A, = 2™ et By = tzmp ; on déduit alors de (4.12) et (4.8)

. 2 Py . . 2
N(p;2, (9),L5(3),a ) = N(po,Zxo(Jo),L (3,),a,)-

Or par (4.10) on a :

2 2
N(po,Zxo(Jo),L (JO),ao) < N(Yl(“o+l)’zxo(Jo)’L (JO)).

Regroupant on obtient donc que

2
xo(Jo),L .

(4.13) N(p52, (3),12(3) < Ny, (p+1);2
Plus simplement on tire de (4.6) et (4.8) que

m 2 2m m 2
(4.14) N(X;HO(J),L (J),a) = N(t x;HO(JO),L (Jo),a).

" I1 est alors clair que les estimations i) et ii) sur leé pavé J, ré-

sultent par (4.13) et (4.14), quitte a modifier C,, des estimations sembla-

1’
bles sur J .
o

Nous supposons donc désormais que J = (]o,2ﬂ[)n. On introduit alors

1'espace H(J) des fonctions de H™(J) périodiques.Pour v ¢ Z" on pose

#
¢V(x) = (2M)™™ exp(iv.x).

Développant les fonctions de H'(J) en série de Fourier, on voit que

#
a est coercive sur H:(J), et qu'il existe une constante Y, ne dépendant que
de co telle que
m 2 2
: |
(4.15) T ¥u € H#(J) : YZHUHm,J < a(u,u) + Hu!o’J.

Les ?v constituent une base orthonormée de L2(J) de fonctions

propres, pour la valeur propre a(v), de l'opérateur A, , associé au probléme

#

#

On a donc

variationnel (H, (J), L2(J), a).

m

#(J),Lz(Ji,a‘ = Cardinal {v ¢ zZ"/ a(v) < A3

N(X;H
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Pour t2o notons 1, = {§ €ER" / alE) < t}. On a :

(4.16) mes Ft = tn/2m pa(J\.

Pour v € Z" soit Pv le pavé de centre y.de cdté 1. On déduit de (4.4)

u'il existe une constante ne dépendant que de ¢ et M telle que pour
q Y3 °

tout v € Z"\0 et tout & € P,, on ait

la(y) - a(g)|< Y5 a(v)l_l/zm
et
la(v) - a(®)] s vg a(g)t1/2m,
Donc pour v # 0, v ¢, onaP_cT ; Inversement si
’ A v X(1+Y3 x—1/2m)
Pv nr -1/2m # @ alors v ¢ Ty -

X(l-ys A )

On en déduit, avec (4.16), qu'il existe une constante C ne dépendant

que de M et s telle que

(4.17) IN(A;H;(J),Lz(J),a) - pa(J)x“/zm] < c(1aa(n-1)/2m,

Pour A réel on pose

Zz) = {u € H™(J) / ¥v € H™(J) : a(u,v) = A(u,v)}.
A # o .
m
1 - .
On a 2z, = ZX(J) n H#(J) et par (4.15) on a :
NOGZE,L2(0),a) < NGzt L2 (0)) < N(p;z, (3),12 )
389 5 ya) < M3 X’L J < RN ’

avec p = (X+1)/y2.

‘I1 résulte alors de la proposition 2.7 que 1l'estimation ii) découle
de (4.17) et de 1l'estimation i). En_ conclusion, nous nous sommes ramenés a

démontrer le i) de la proposition 4.1 dans le cas ou J = (]0,2W[)n.

IV - 3 Formules de Green

Pour estimerN(p;Zx(J),Lz(J)), nous utilisons le fait que ZX(J) est

isomorphe a un espace de traces, et nous nous ramenons a des majorations de
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n-diamétres dans ces espaces de traces. Nous voulons construire des reléve-
ments de traces et pour cela nous transposons 1l'opérateur A# et nous avons

besoin de formules de Green.

Notations : J est le pavé (]o,2ﬁ[)n 3 pour p=1,..,n Jp est la face
de J d'équation x, = 21 et pour p = n+l,...,2n Jp est la face de J d'équa-

tion x = 0.
p-n
On introduit les espaces
2n

i n H“‘""""l/z(ap\

X =
|algm-1 p=1

vy - T ?? HIa|+1/2

= J)
|a|Sm-1 p=1 p

' 2n
m s L2(J ).
P

L =
Ia]sm—l p=1

On a les injections continues X<3L et YcsL. Pour u et v dans Q(j),

en intégrant par parties successivement en Xy » X5 -.. , X Ona
2n
(4.18) a(u,v) - @u,v) = = £ (10u,0%) ,
la]<m-1 p=1 P L7 )

ol les T® sont des opérateurs différentiels d'ordre inférieur a 2m-|a|-1. On

a pour p=1,..,n : ¢ = =T

p+n

a.
p

Remarquons que ces opérateurs T; ne sont pas uniquement déterminés;
ils dépendent de 1l'ordre des intégrations par parties. Remarquons aussi que
les Jp étant des variétés a bord, on ne peut pas garder dans (4.18) unique-
ment des dérivations normales en v. Nous considérons pour toute la suite le

systéme des Tz fixeé.
On définit T opérant de Hzm(J) dans Y en posant

u = (Ta“]J )
P P |a]sm—1 ; p=1,..,2n
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On a

eyl < ¢ U
(4.19) Tuly = ¢ My, g

ou C, ne dépend que de M.

On définit aussi 1'opérateur v de H™(J) dans X :

;u = (0%, ) ‘ .
]Jp |a|sm-1 5 p=1,..,2n

On déduit de (4.18), par densité de ®(J) dans H"(J) et dans Hzm(J)

Lemme 4.4 : Pour tout u de Hzm(J) et tout v de Hm(J) on a :

~ o~

a(u,v) - Qﬂh,v) = (1u,yv\L

Nous cherchons maintenant a prolonger T a 1'espace
B = fue H"(3) /o € 12(3)3.
Pour cela nous avons besoin du

Lemme 4.5 : le noyau dans H"(J) de y est H?(J).

Démonstration : il est clair que ce noyau contient ®(J) et, par
suite, HE(J). ‘ '

D'autre part pour |a] < m, il existe un opérateur ¢ de H"(J) dans L
tel que

(4.20)

Vu € B"(J) ¥g € DT : (D%,¢) - (u,0%) = (Yu,09)
: f 12(9) 12(9) L

En effet on établit (4.20) pour u € D(J) par intégrations par par-

ties ; et par densité (4.20) se prolonge alors a u € H™(J).

~ o~

I1 en résulte que pour u € Ker y, u le prolongement de u par 0O sur

Rn\J est dans H"(R"). On a donc démontré que KE(J) > Ker y , J étant

Lipschitzien, il est connu que Kz(J) = Hg(J\ et ceci achéve la démonstration.
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Notons X ~1'espace quotient de H"(J) par H:(J), et y l'opérateur de
projection de Hm(J) sur X0 ; il existe un relévement Ro de y , opérateur

continu de Xo dans H™(J) tel que yoRo = Id ; l'opérateur YoRO est d'aprés

X
o
le lemme précédent une injection continue, et cette injection nous permet

d'identifier X a un sous espace, non fermé, de X.

Lemme 4.6 : Il existe un opérateur continu 7 de %ﬁ dans Xé , anti

dual de Xo, tel que

¥u ¢ ﬁk ¥ ¢ H"(J) : alu,v) - Gﬁh,v) = <Tu,yu>

X'xX
o "o
Démonstration : Il suffit en effet de poser :
Vo € X i <Tu,p> = a(u,R ¢) - (ﬂk,Roy).
X' xX .
o "o

IV - 4 Deux lemmes

Lemme 4.7 : Il existe une constante K, telle que pour tout p>o,
il existe un sous espace H de X de codimension majorée par K.p(n—l)/zm, tel
que

-1/2
¥u €EH, Vv e Y l(u,v)LI <p Hu”x HVHY

Démonstration : quitte a changer K le lemme résulte de 1'assertion
suivante

pour tout entier k=o0,...,m-1, pour tout p>o, il existe un sous espa-

m-k-1/2 . . . (n-1)/2m
ce H de H (J') de codimension majorée par K.p , tel que
(4.21)

. - k+1/2 -, -1/2 )
VugcH; ¥ €H CAD IR KOS R R (RPN 2 P
L7(J")
On a noté J' le pavé (]o,2ﬂ[)n_1 de "L,
m-k-1/2 k+1/2

Posons pour simplifier V = H (J') et W = H (Jr).

W s'injecte dans Lz(J') et est dense dans L2(J') ; on peut alors identifier

Lz(J’) a un sous espace de W' et (4.21) équivaut a 1l'estimation :

N(u;V, W) < K.p(n-l)/2m‘
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Par les lemmes 2.3 et 2.4 on a :

1 2k+1 2k+1
“Zm Zm

N(p;V,W') < N(p H V,L2(J)) + N(p ;W,Lz(J))

Le lemme résulte alors des estimations : (E1 Kolli [14])

NGusHS(a1) L2 (ar)) < k. (M1)/28
pour s réel positif.
Lemme 4.8 : Il existe une constante C ne dépendant que de o et M,

telle que pour tout A > o, pour tout 6 > 2A, l'espace :

u € 2z, (J) / (u,9.) " = 0 pour aly) <&
{ A Fv L2 !

est de codimension dans ZX(J) majorée par

c1 + 6(n-l)/2m . x(n—l)/2m)

Démonstration : pour u € ZA(J) < ?ﬁ?et pour v € H"(J) on a d'aprés

le lemme 4.6
(4.22) a(u,v) - A(u,v) = <Tu,yv>
X!'xX
o "o
et avec le lemme 4.5 on obtient que pour u € Hzm(J) on a
(4.23) (u,(ﬁLK)v) = <Tu,yv> - (yu,7v)
L
X'xX
o "o
en particulier on a :

(4.24) (a(v)-2) (u,yv) = <Tu,yg >

—'(Nu T )
X' xX L
o

o
Notons E 1'espace engendré par les Y¢,, pour a(y) < 8, F 1'espace
engendré par les 1¢V pour a(v) < & et G l'espace engendré par les ¢, pour

a(v) = A.
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On déduit de (4.17) que

(4.25) dim G < cl(1+x(“"1)/2m)

C, ne dépendant que de c, et M.

1

Notant E 1l'espace engendré par les Yy, pour a(v) < 6 on a
dim E = dim E ; de plus Y9, et Tqv sont combinaisons linéaires d'exponen-

tielles a (n-1) variables du type exp(i vp.xp) ou

= (\) ..vn) et ;(p = (x )

¥p 177 Vp=1"Vps1’ 17 X1 %pe17 %

|v|2m < é— aly) < 6/CO-

avec l; }2m <
P o

On en déduit que

(4.26) dim E + dim F S 02<1+a(“'1)/2m).

C2 ne dépendant que de c,

Soit Z le sous espace des u € ZX(J) tels que :

- ¥ ¢ E : <Tu,(> =0
X!'xX
[
- ¥ EF (?u,?g)L_o
- ¥p € G (u,9) 5 = 0.
L™(J)

I1 résulte de (4.25) et (4.26) que la codimension de Z dans ZX(J)

est majorée par C(1+¢5(n_1)/2m + x(n—l)/2m)'

De plus il résulte de (4.24) que
Zc {uc¢ ZA(J) / (u,QV) 5 = 0, pour a(v) < 6}.
L

(J)

et le lemme suit.



IV - 5 Démonstration de la proposition 4.1

i

Soit A>0 donné : soit & > 2\ que l'on choisira par la suite. Soit Z

1'espace

Z={ugcz )/ ¥, aly) <6 (u,?v) 2 = 03.

L7(J)

Soit H un sous espace de X donné par le lemme 4.7 tel que

(4.27) ve e m, wg €y : (g0, < o7 Pelly llelly

Notons enfin Z' = {u€Z / ;h € H}. I1 résulte des lemmes 4.7 et 4.8

que

(Z') < c(1+2

(4.28) Codim (n-1)/2m 4 (n-1)/2m,

ZX(J)

C ne dépendant que de c, et M.
(u,yv)

Pour u € Z' posons v = I

a(v{>6
Gﬁll)v=u.

De plus on a :

(|v|2m+1)2 I

(u, )|2
(a(v)-2) v

Vi3, <
Vilom Y T

et puisque pour (u,@v) £0ona a(v) >6 > 2\ on en déduit que

(4.29) ”vﬂgm <€, Hu”i

C1 ne dépendant que de Cor De méme on a :

2 2
(4.30) Hva < C2/6 ”u”o

On remarque encore que

2
](u,qv)l

9 = = —_— > 0
L) a(v)>d al(y)-A

(u,v)

et on en déduit avec le lemme 4.6 que

(4.31) Re < Tu,yv> = Re a(u,v) - A(u,v) < Re a(u,v) < Cq HuHm Hva

TR Oy de sorte que v € H

2m(J) et
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ou Cs ne dépend que de M.

Finalement on tire de (4.23) que :

”u”i = (u,@%—l)v) 5 = Re<Tu,yv> - Re (Ju,%v)

L7(J)

et avec (4.31) et (4.27)

a2 = oyl vl o+ 672 [Rullg (vl

Utilisant finalement (4.19), (4.29) et (4.30) on obtient que :

(4.32) sllulf® = c,[lul?.

Donc si p est donné on choisit & = 2u.C

4 et on tire de 4.32 que :

2 . )
N(p;Zx(J),L J)) < codlmzx(J) z")

et on conclut par 1'estimation (4.28).
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V_- ETUDE ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES

Nous allons donner un sens précis a la formule (1.2) annoncée dans
1'introduction et utiliser les estimations du § III pour en déduire la

formule (1.1).

V - 1 Décomposition du comportement asymptotique

Soit Q un ouvert (quelconque) de R" ; soit V un espace de Hilbert
vérifiant pour un entier m>0 fixé
m

m 2
(5.1) Hcomp. (Q) >V SH ) o (Q) N L(Q)

On note (V) 1'ensemble des formes intégrodifférentielles

(5.2) a(u,v) = I {z a |3(x) D%u(x) DBv(x)] dx
q |¢|sm @
Bl<m

qui sont définies, hermitiennes, continues et coercives sur V et telles que:

—_— =]
Va,¥p aa,B = aB’a € Lloc(ﬂ)

(5.3)
¥a,¥p , lal=[pl=n : a, o € c%(q)

@
LIOC(Q) désignant 1l'espace des fonctions mesurables localement

bornées dans Q, et ¢ 1l'espace des fonctions continues dans Q.

Pour a € q(V) on définit la fonction :

a+p

a(x,g) a .(x) &

z
lal=lpl=n *P

Puisque V contient Htomp(ﬂ) la coercivité de a sur V implique 1'el-

((x,8) € Q xR

lipticité de a dans Q et il existe une fonction co(x) strictement positive

sur (), semi continue inférieurement et telle que

(5.4) ¥(x,g) €Q x R" : co(x) lg[zm < a(x,g)
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Pour a € (V) on désigne par B, la mesure de densité

p;(x) = (em™ mes (€ cr" / a(x,g) <1}
et par (5.4) p;(x) est fini pour tout x € Q-

Si w est un ouvert inclus dans (, on note comme au § III V(w) 1'en-

semble des resfrictions a @ des éléments de V ; on introduit aussi 1l'espace:
(5.5) V(@ = (u€V /¥, af sm: (%) (x) = 0 p.p. x € Q\u}

Vo(w) s'injecte dans Lz(w) ; notons aussi avec (5.1) que

(5.6) sioas gV (o) = ’(-('Zl(u))-

Pour étudier le comportement asymptotique des fonctions N(\;.) on
introduit une classe de fonctions de comparaison (contenant les fonctions
A5 et 2%(Log l)s' pour s>o0)

On désigne pargzl'ensemble des fonctions ¢ de Jo,*[ dans Jo,«[,

croissantes, tendant vers +o quand la variable tend vers +x et telles que

* .
¥w >0 : ¢ (p) = lim ¢(Ap) / ¢(A) existe, et est une fonction
(5.7) Ao+ .

continue de p au point 1.

Pour ¢ ¢ 07 et y ©Q on définit alors :

NGV (0),L2(0),2)

+ .
N? (Vo(w),a) = 1lim sup

Avtoo ¢LA)
(5.8)
_ N(X;Vo(w),Lz(w),a)
N? (Vo(w),a) = 1;T+;nf ST
et
b b -
(5.9) B‘? (V,a) = Inf N‘P(Vo(ﬂ\w),a)
+ +
N;(Vo(w),a) et B;(V,a) sont définis comme éléments de [o,®]. Pour
+ +

w=Q on a VO(Q) =V et on notera plus simplement N;(V,a) = N;(VO(Q),a).
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Nous faisons tout de suite deux remarques : en revenant aux défini-

tions on voit immédiatement que pour w € () :

(5.10) NGV (@),12(0),2) = NGV (@),1%(0)a)
Ensuite, utilisant le lemme 2.5 on en déduit que pour w C w'

(5.11) N(x;vo(w),Lz(w),a) < N(X;Vo(w'),Lz(w'),a)

et par conséquent pour g GG'Jon a :

+

‘ +
z < N ,
(5.12) N?(Vo(w),a) N?(Vo(w ),a).
Nous nous proposons de démontrer le

Théoréme 5.1 : soit € un ouvert de R" ; soit V un espace de Hilbert

vérifiant (5.1) ; alors pour tout a € g(V) et pour tout ¢ € %X on a :
' + +

i) N (V,a) = p (@) BI(V,a) si g(n) = AM/2m
9 a ¢
+ +

ii) N;(V,a) = B;(V,a) si x“/2m=o(@(x)).

Remarque : chaque égalité i) ou ii) en contient en fait deux :
l'une pour les signes + 1l'autre pour les signes -. On utilisera systémati-
quement cette convention par la suite, afin d'alléger les énoncés et les

démonstrations.
Nous démontrerons en méme temps que le théoréme 5.1 le

Théoréme 5.2 : sous les mémes hypothéses que le théoréme 5.1 on a:

i) si pa(Q) = +® alors xn/2m = o(N(X;V,Lz(Q),a)) et pour tout ¢ € Gr:

+ +
N (V,a) = B (V,a)
¢ ?

ii) N(X;V,LZ(Q),a) = O(Xn/zm) si et seulement si B’ (V,a) < +® pour
o

¢0(X) = xn/2m ; et alors on a nécessairement pa(O) <+,
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Le cas qui n'est pas envisagé dans ce théoréme est celui ou pa(Q)<+°°

et ou B; (V,ai = +o, Dans [16] et [23] on donne des  exemples d'ouverts de]R2
o
tels que pour le probléme de Neuman pour le Laplacien, ce phénoméme a lieu ;

et dans un cas limite on obtient un exemple ou

(Q) <+ ; o < B (V,a) < B' (V,a) < +*
Pa ; 9, ’ 9, +

Ces exemples sont repris et précisés au § VII.

V - 2 Partitions de Q

Nous suivons la méthode utilisée par Courant-Hilbert [13] pour le
Laplacien : nous considérons des partitions de Q pour obtenir des estima-
tions de N(K;V,Lz(ﬂ),a) ; nous démontrons dans le méme temps les estimations

qui nous seront utiles au § vI.

Nous nous plagons sous les hypothéses du théoréme 5.1 : Q est un
ouvert de R” et V un espace de Hilbert vérifiant (5.1). Soit a ¢ g(V)

nous supposons a fortement coercive sur V :
(5.13) Jec, >0, VugV:ec Hqu < a(u,u)
: 1 ’ S | \4 ’

Soient Jv (ve A) des pavés de cdté Py deux a deux disjoints et

tels que 3: c . L'ensemble d'indices'A est supposé fini. On pose

Q':(U JV)CEQ

vEA
(5.14)
w = Q\ Q
De 1l'injection VG)HTOC(O), on déduit avec (5.13) qu'il existe une
constante 02 telle que
(5.15) ¥u €V : ¢ Hul[2 < a(u,u)
T2 i, ’

On en déduit alors par la réciproque de 1'inégalité de Garding



77

(cf [1] par exemple) que
r 2
(5.16) ¥(x,8) € n' xR" o, ]8]"" < alx,®).
On introduit maintenant les quantités suivantes :

(5.17) M= Su fa ]
|a|sm,TB|Sm B

(5.13) M = L Su |a B(x)-aa B(y)l

p Sup Sup
o veEA |a[=|ﬁ|=m (x,y)erva o

(5.19) p = Inf p_.
veA

On suppose dans toute la suite que p < 1.

Pour simplifier 1'exposé on convient de noter \ATEREE, des constantes

numériques qui ne dépendent que de n et m, et C, C des constantes qui

100
ne dépendent que de cir€5 M, n et m.

La premiére étape consiste a approcher a par une forme a a coeffi-

cients constants par morceaux ; on définit alors

aa,B(X) = aa,B(X) si xXew
(5.20) Za B(x) =0 si xeQ' et si ]a|+|ﬂ| < 2m
~ 1 . .
aa,B(X) = EEETT; JJ.aa’B(y) dy si x€ J, etsi lal=|p|=m
v .
Les Ea B sont définis p.p et pour |a[=|B[=m, ;a B est constant sur
’ ’
chaque pavé J,- On considére la forme
.21 3 - 3 %, pP
(5.21) a(u,v) I {z aa,B(X) D”u DFv} dx.

a lol,[pl<m

et nous avons
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Lemme 5.3 : a est définie, continue, hermitienne sur V. De plus il

existe des constantes C1 et Y1 telles que pour tout 6 ¢ Jo,1[ et tout ucv
on ait

—2m+p1—2m) Hl—l”z

|a(u,u) - Z(u,u)i's yl(n+6) a(u,u) + 01(61 0,0

Démonstration : On pose
b (u,v) = f = (a - % ) p% pPv ax.
o
oo lalSlglon e T e

bl(u,v)'= X a8 p%u pPv ax.
o lal+lpl<em
Puisque VAQHTOC(Q) bo et b1 sont clairement définies et continues

sur V ; de plus elles sont hermitiennes puisque a = a
a,B B,a
On a a = '5+bo+b1 et il est alors clair que A est bien définie sur V et

qu'elle est hermitienne et continue. De plus on a :

2
|bo(u,u)l Scy My Iulm’n, <YM a(u,u)

et
|b1(u,u)] < vy M .Z b |ul . J ]ul.' J
veh §,jtsm D0y Iy
j+j'<2m

On déduit des résultats rappelés au lemme 4.3 que
m .
Vu ¢ H (Jv) , ¥ € Jo,17 , ¥ j=o,..,m-1

) ) e
bl 5 selall o« “3["\»23 + 573/m3y )
v v

o,J
v

et par suite :

2
o,JV

2 2 - -
lu|j g s 6|U|m gt v3[92 2m | gl-m
Ty Ty

7 lul
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On en déduit que pour j<m et j'<m on a :

2

2-2m  1-m
+6 ] |u O’Jv

2
. . [}
lul g Bl g s oluld ) oy e

et pour j < m on a :

2 -1 2-2m 1-2m 2
Iulj,Jv luIm’JVsélulm’Jv+v4 R IuIO’JV

1 2-2m 1-2m 1-2m
+p

Notant que 5~ o < & on achéve la démonstration du lemme.

On déduit de ce lemme que si YiM < 1 a est coercive sur V. En

particulier si ylﬂ < 1/4, choisissant & = 1/4 Yy, ona:

(5.22) ¥u ¢ V a(u,u) < 2[3(u,u) + 1Hu”i Q]

’

1-2m
avec T = Cl[p + yi]

Le lemme suivant résulte du lemme 5.3 et des propriétés (2.6), (2.7)
et (2.8) des fonctions N(A',.)

Lemme 5.4 : On suppose que vy;7 < 1/4 ; alors pour tout 8¢]o,1/4 ¥4l
on a les estimations
2, .~ 2 . 2, o~
N(A';V,L7(Q),a) < N(A;V,L7(Q),a) < N(A";V,L7(Q),a)

avec

At = A(1-y, (n+8)) - Cl[pl_zm + 51'2m]

A = (Ley, (1+6)) (hscy (p172Mp 172
Nous remarquons aussi
Lemme 5.5 : Si Y11 < 1, alors on a :
n/2m n/2m

(l-yln) HZ(Q') < ua(Q') < (1+y1n) p;(ﬂ')
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Démonstration : pour x € Q' et € €ER" on a :

|3(x,e)-alx,e)| < Yy M c2]§|2m S yym alx,g)

la constante Yq étant la m@me que celle trouvée lors de la démonstration du

lemme 5.3. On en déduit que pour xgq' on a :

-n/2m -n/2m

(1+y1ﬂ) p;(x) < p'(x) = (l—yln) ué(x)
a

et le lemme suit.

On suppose maintenant pour toute la suite de ce paragraphe que

Y4 < 1/4 de sorte que a est coercive sur V et que (5.22) a lieu.

On note maintenant W _ = HZ(Q') ; prolongeant les fonctions de HZ(Jv)
par O on identifie W a @& HZ(J ), la somme étant orthogonale pour a et
°o " Jea v
pour le produit scalaire L2 ; on identifie aussi Wo a un sous espacec de V

et on a
Vi e Vo(w) cv

la somme étant ici aussi, orthogonale pour a et dans Lz(ﬂ). On déduit de la

proposition 2.8 et du lemme 2.5, compte tenu du fait que sur Vo(w), aeta

coincident, le

Lemme 5.6 : pour tout A>0 on a :

N3, L200),3) + NOGY(@),12),a) < NOyv,LE@),%).

On déduit aussi de la proposition 2.8 et de l'estimation ii) de la

proposition 4.1 le

Lemme 5.7 : Il existe une constante 02 ne dépendant que de M et

de cy telle que pour tout A>o0 on ait

-1 x(n-l‘/2m}.

INOGW ,L2@1),3) - u @) A™2" < ¢ {Lt+o"
[ ~ 2 v
a vEA
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Démonstration : on déduit de (5.20) et (5.16) que

! . 2 ~
¥y € A, ¥(x,E) € Jv x R™ : c2|§| "o a(x,g).

Sur chaque pavé Jv la forme a est du type considéré au IV et nous

pouvons alors appliquer la proposition 4.1.

Suivant la proposition 2.7 il est naturel d'introduire pour A 2 o

1'espace

Z, = {ueV / WveW  : A(u,v) = Alu,v) , ]

LE(Q)
Nous avons alors le
Lemme 5.8 : il existe des constantes C3 et C4, qui ne dépendent que
de c; o Cy et M telles que pour tout Azo on ait

n-1/2m

N(X;ZX,LZ(Q),Z) < N((A+7) C, ; V, L2(w)) +Cy 3 {1+p:—1(k+1)

vEA

1

3

(t est défini en (5.22) et la notation N(p;V,L2(w)) a été introduite au
§ III en (3.2)).

Démonstration : pour vy ¢ A on note

m m ~
ZX(Jv) = {ueH (JV) / VVGHO(Jv) :alu,v) = Alu,v)3.

I1 est clair que pour u ¢ Zy, uly € ZR(Jv)'
v

Fixons pzo ; pour tout v€A, il existe un sous espace Ev de ZX(Jv)

de codimension N(p;Zx(JV),LZ(J;)) tel que

.

.12 2
(5.23) Vo €E, souilly 5 o< lelly 5
’ v ’ v

De plus il existe un sous espace E0 de codimension N(p;V,Lz(Q)) dans

V tel que

) 2 N2
(5.24) a €E p”u“o,w < Nully
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Soit alors F le sous espace des u de ZK’ tels que ucg¢ EO et tels que

pour tout vegA ulJ € Ev' F est de codimension finie dans ZK et
v

(5.25) codim, (F) < NGu;V,L2(w)) + 5 N(u;2, (3 ),L2(3 ).
ZX veA Ay v

Pour u € F, on écrit (5.24) et pour veA 1'inégalité (5.23) appliquée

a ulg sommant ces inégalités on obtient compte tenu de (5.13), (5.15) et
v

(5.22) que

~ 2
¥u ¢ F : pHuHi,Q < 2(£:+£;) [a(u,u)+1HuH0,Q].

c e,
Prenant C, > 2 , on en déduit que
3 c,cC
- 172
2 ~ .
N(p/C3—1;Zx;L (Q),a) < codlmzx‘(F)

et avec (5.25) le lemme résulte de 1l'estimation i) de la proposition 4.1.

Nous utiliserons aussi une estimation un peu différente de

N(X;ZK,L2(O),;) ; notons Q" 1'intérieur de Q', et introduisons un ouvert

w" ©q tel que Q\w'" soit un compact inclus dans Q". Nous avons alors :

(n-1)/2m

Lemme 5.9 : pour toute fonction ¢ € @(telle que A = o (g(d))

on a :

lim sup N(x;zx,Lz(Q),Z) / 9 S NV (0m),F).
Aot (P ° )

2 ~ L ~,
lim inf N(};2,,L7(Q),a) / ¢(M) < N?(Vo(w”),a).

Aot
Démonstration : Choisissons d'abord x € D(Q") valant 1 sur Q\®" et

c € cC®@®™) tel que 1~ € 9(Q"), de sorte que x2 +g2 = 1 sur R".

. m w m
Puisque chﬂloc(ﬁ), pour ucV, yu et (1-{)u sont dans Hcomp(n) et

par conséquent Xu et Cu sont dans V. Tenant compte de la relation X2+g2=1,
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on obtient qu'il existe une constante K, dépendant de M et des dérivées de

1
x et £ telle que

(5.26) ¥u €V : [a(u,u)-3(xu,xu)-3(Cu,Cw)| < K, HuHm’Q" g qe

Par (5.22) la forme Z+T_est positive et on en déduit que

~ ~ 2
(5.27) a(CU,CU) < a(u’U) * Kl‘luum’nu ”uH‘m_l’Oll * TH“HO,Q
Q" étant Lipschitzien, il existe une constante K2 telle que
. m 2 2 1-m 2
¥e € Jo,1], ¥u ¢ H (Q") : ”uHm—l,O” < e”uHm,Q" + K, € Hu”o,Q"

Utilisant (5.15) et (5.22) on en déduit alors avec (5.27) que pour
tout e € Jo,1] il existe t, tel que

(5.28) Vu €V :‘Z(gu,gu) < (1+¢) 2A(u,u) + te”"”i,g

Fixons €>0 ; soit Azo j il existe un sous espace E_ de Vo(w") de

codimension N(X;Vo(w”),Lz(w"),z) tel que

(5.29) Vu €E_: 7\Hu[|2 < A(u,u)
O,U.)"
) 21, - -
Posons p = T i comme au lemme precedent, on considere pour tout
1

. . ) 2
v€EA un sous espace E de ZX(Jv) de codimension N(p,Zx(Jv),L (Jv)) tel qu'on
ait encore (5.23).

Notons F 1'espace des uGZx tels que pour tout v€A on ait ulJ € Ev
v

et tels que Qu € E ; On déduit alors de (5.28) et (5.29) que pour ueF on
a :

112

2 | ~ - o2
(5.30) XHuHO’ < %Vguno’w" < (1+e) a(u,u) + tadu”o,g

w
Par conséquent on voit avec (5.23) (5.15) et (5.22) que pour tout
ucF on a :

2 ~ 2
KHuHO’O < (1+2¢) a(u,u) + (t8+1) ”uHO’Q
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I1-en résulte que pour té > te+T

(5.31) N((A-t!)/1+2e ; 2 L2(m,2{) < codim, (F)

b
A A

Or on a grace a la proposition 4.1

codim, (F) < NOGV_ (), 1% (0"),2) + 2 o(x(n-1)/2m,
A

(n-1)/2m

On déduit alors de (5.31) que si A = o(p(N)) pour ?6<;Bn a,

avec une notation évidente
+ +

N;(Zx,Z) < ¢*(1+2e) N; v, (@, a).

Or cette inégalité a lieu pour tout € € ]o,1] ; par conséquent

faisant tendre £ vers O on déduit de la continuité de q* que
+ +
N (Z,,a) < N (V (w"),a)
[ 9 o

c'est a dire le lemme.

V - 3 Démonstration des théorémes 5.1 et 5.2

Nous nous plagons sous les hypothéses de ces théorémes et sans nuire
a la généralité nous supposons que a est fortement coercive sur V. Soient

& = ; on pose g = Q\ﬁi et Wy = 0\62. Avec ces notations nous

avons alors :

Proposition 5.10

i) pour yo(l) = xn/2m on a :

| + + +
pa(nz) + N%(vo(wl),a) < N(Po(v,a) < “am1) + N%(vo(w2),a)

n/2m

ii) pour w'etgftel que A = 0(p(X) on a

+ + +
N;(%(wl),a) < N;(V,a) < N;(Vo(wz),a)
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Démonstration - : notons d'abord qu'il existe cé tel que :
(5.32) VueV: c'ﬂull2 < a(u,u)
o 2 m, 0, ’
Fixons € ¢ Jo,1/4[ ; les a, B pour lal:]ﬁl:m étant uniformément
’
continus sur 51 il existe p>o tel que

(5.33)

¥(x,y) € 51x51 , | x-y| < Jnoe 2 ]aa,B(X)—aa, (y)] = cé 8/y1

B

Pour v ¢ Z" considérons Jv le pavé de R™ de centre ov et de cdté p
Notons A 1'ensemble des indices v tels que JV < Q- Comme en (5.14) on pose

Q' = U Jv et Q" désigne l'intérieur de Q' ; nous pouvons supposer que p<l
vEA

et que p est assez petit pour que 52 < Q.

On pose aussi @ = Q\(' et on a alors

Q, Q" c Q

2
(5.34)
wq CwC< Sh)
I1 est clair que la constante cy de (5.15) peut &tre minorée par la
constante c) de (5.32), et reportant (5.33) dans (5.18) on a alors 7| < e/yl.

On définit a par (5.21) et reprenant les notations du § V.2 on
déduit du lemme 5.7 que

+

(5.35) N; W ,3) = p;(Q') pour ¢ (1) = AD/2m

o

Pour éviter de séparer les cas i) et ii) on introduit la convention
suivante : on pose
; %o =1 sig) =g (V) = An/2m
¢
et
x,. =0 si xn/2m = o(g(N)).
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On déduit alors de (5.35) et du lemme 5.6 que :

+ +
(5.36) N?(Vo(w),a) + p;(Q').X?‘s N?(V,a)

De méme on déduit du lemme 5.9 et de 5.35, grace a la proposition 2.7

+ . +
(5.37) N"(V,3) < p (Q)y + N AV (w)),a)
g 5 o T Tg o2
Nous appliquons maintenant le lemme 5.4 en choisissant & = e/y1 ; on obtient

alors :
* oo * * o~
¢ (1-2¢) N?(V,a) < NW(V’a) < ¢ (1+2e) N?(V,a).

De méme on a =

b ~ * b
N?(Vo(wz),a) < ¢ (1+2¢) N?(Vo(mz),a).

Reportant dans (5.36) et (5.37), on déduit de ces encadrements et

du lemme 5.5 que

3 ha ¥* . ha
g (1-2¢) [N?(Vo(w),a) + ¢ (1-¢) pa(ﬂ ) X@] S.N?(V’a)

h * * *
N@(V,a) < 9" (1+2e) [g (1+¢) u, Q") Xg * 9 (1+2¢) NW(VO(mz),a)]

Tenant compte des encadrements (5.34) (cf aussi 5.12) on a :

+ +

[?*(1-28)]2 {N;(Vo(wl),a) + pa(02> x?] < N;(V,a)

+ +

bt #* .2 - -
N?(V,a) < [¢ (1+2e)] {N?(Vo(w2),a) + “a(ol) X?}'

Ces estimations ont lieu pour tout e € ]0,1/4[ , et faisant tendre

e vers 0, on obtient la proposition 5.10.

I1 nous reste a déduire les théorémes 5.1 et 5.2 de la proposition
5.10. Reprenant la notation X? introduite ci-dessus on déduit de la propo-

sition que pour 01 = Q on a :
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+

.
N(P(V,a) < b, (@ Xg * N(P(VO(Q\QI),a)

+ +
N?(V,a) > “a(nl) x? + BW(V,a).-

Prenant les bornes respectivement inférieure et supérieure pour

Ql = () on obtient le théoréme 5.1.

Maintenant si N° (V,a) < +o pour qo(k) = xn/2m

o
Y=o Nt (Vo(w),a) < +o et B' (V,a) < +w. Inversement, si B’ (V,a) < +»,
o o o

alors pour tout

il existe O a= q tel que N; (VO(Q\GI),a) < += ; puisque Q =, p_(Q)<re.
o
Enfin si pa(Q) = +® , on a d'aprés le théoréme 5.1 N (V,a) = +° et

n/2m °

donc A = o(N(X;V,Lz(Q),a)) et on achéve ainsi de démontrer le théoréme

5.2.

V - 4 Applications aux problémes elliptiques

On déduit des théoreémes 5.1 et 5.2 le

Corollaire 5.11 : soit Q un ouvert de R" et soit V un espace de

Hilbert vérifiant (5.1). On suppose que pour une forme a de g(V) on a :

) 2
B; (V,ao) =0 pour ?O(K) = Kn/ m,

o
Alors pour toute forme a de (V) , le spectre de 1'opérateur défini
par le probléme variationnel (V,L2(Q),a) est constitué d'une suite de

valeurs propres Xj. Notant N(A) le nombre de ces valeurs propres inférieures

a A on a
N~ (@) A2 ()
ou ua(m € Jo,=[.
Démonstration : la seule chose qu'il nous reste a vérifier est que

si BY (V,ao) = 0 pour a € (V) alors pour toute forme a de q(V) B; (v,a)=0.
o o
Or ceci résulte immédiatement de la continuité et de la coercivité des

formes a et ao.
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Théoréme 5.12 : soit O un ouvert de R" et soit V un espace de
Hilbert contenant H:omp(a) ; on suppose que l'on est dans 1l'une des situa-

tions suivantes :
1 - Vcakg(g) et O est de mesure de Lebesgue finie.

2 - Q est borné, 3Q est de mesure de Lebesgue nulle dans R" et
Vc.)J‘Cm(Q) .

3 - Q est borné, 3Q de mesure nulle, Q vérifie la condition (C') du
JIIT et Ve HU(Q).

alors -pour toute forme a ¢ a(v), pa(Q) € Jo,»[, et le nombre N(A) de valeurs

propres inférieure a4 A de l'opérateur associé au probléme variationnel
(V,LZ(Q),a) vérifie

n/2m

N(A) ~ pa(ﬂ).l (A=+e)

Démonstration : Notons W 1'espace Kﬁ(ﬂ) , ¥™(Q) ou H™(Q) suivant que

1'on est dans la situation.1, 2 ou 3. On. a donc VepW ; et pour w € Q on a

aussi Vo(w)cowo(w) la norme de l'injection étant majorée indépendemment de

W C Q. On en déduit que pour a € g(V) en notant a le produit scalaire de W

on a @

BY (V,a) S Cte B; (W,ao) avec ¢o(l) = xn/2m'

-'o o

Or il résulte aisément des propositions 3.4, 3.5 et 3.8 que

+
B%(w,ao) = 0.

et on conclut par le corollaire 5.11.

Exemples 1 : soit Q un ouvert de R" de mesure de Lebesgue finie.
On note 8(x) la distance de x€Q a oQ.

On considére la forme

: n
alu,v) = [ {Z Dudyv+ 6% uv)dx
q i=1

avec o>0.
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1/2.

Soit V le complété de D(Q) pour la norme {a(u,u)} Nous sommes

dans le cas 1 du théoréme ; et nous avons donc

n/2

N(A) ~ A ua(ﬂ)

1'opérateur étant ici une réalisation de -A + (6(x))™%

2 : Si 1'on suppose seulement les coefficients a continus par

o,p
morceaux pour ‘al:lBl:m, i.e. continus sur un ouvert Q' < Q avec mes(Q\Q')=0

on se raméne a un probléme aux limites sur Q' (probléme de transmission).

3 : Ce théoréme est bien, comme annoncé, une extension du résultat
classique aux problémes irréguliers. Noter que pour le probléme de Drichlet
(Cas 1 du théoreéme) aucune hypothése de régularité sur Q n'est faite. Pour
des conditions aux limites générales, on rappelle (Cf § III) que la condi-
tion (C') est vérifiée par une classe trés large d'ouverts, contenant des

ouverts trés irréguliers (pointes effilées, etc...).

V - 5 Application & une classe d'opérateurs elliptiques dégénérés

Il s'agit d'opérateurs elliptiques dans Q pouvant dégéner dans les
dérivations normales sur 9Q ; ce sont les opétateurs envisagés en [4] et

A Lo ;. .
on renvoie a [4] pour une description précise des opérateurs.

a) Le modéle : pour deux entiers 1. < £ < n et pour & € (]o,m[)n on

, n
note Jz,é le pavg de R

JL,& = ]o,él[x...x]o,bljx]—él+1,62+1[x...x]—bn,én[

et pour ¢ € Jo,2[ on définit 1'espace

/2

B o] 2
(Jz,é) = {ueL (Jz,a) / x5

2,
s Dju €L (Jz,a) si j<d

2 . .
et Dju €L (Jz,a) si L<j<n}.

On munit cet espace de la norme hilbertienne évidente } notant a

le produit scalaire on a



1%

Lemme 5.13 : on a “a(Jz,é) < +® et
O 2 ‘ n/2
N(A;V (Jl,é) , L (Jz,é),a) ~ “aFJz,é) A

Démonstration L'opérateurvassocié a (VG,L2,a) admet une décompo-
sition tensorielle (cf [25]) : ses fonctions propres sont de la forme
(5.38) yl(xl)....yn(xn)
pour la valeur propre
(5.39) . A= X1+...+Xn

© ou 95 (j=1,..,n) est fonction propre pour la valeur propre xj d'un opérateur

différentiel a une variable associé & un probléme variationnel d'un des deux

types suivant :

(5.40) (v%(0,8),1%(0,8),a) (cas od jS4)

(5.41) (' (-5,6),1L%(0,8),a) (cas od j>4)
a désignant a chaque fois le produit scalaire de 1'espace variationnel.

I1 nous suffit alors de démontrer le lemme dans le cas L=n=1 : en
effet ce cas correspond au probléme (5.40) ; les valeurs propres d'un pro-
bléme (5.41) sont bien connues ; on obtient alors le lemme dans le cas géné-
ral grace a (5.39) en réindigant les valeurs propres, i.e. en les comptant

dans le bon ordre.

Dans le cas ou £=n=1, notons Vg(o,6) 1'adhérence de ©(Jo0,8[) dans

9. El Kolli [14] a montré que

V.
N3V (0,1),12(0,1)) = 0WA)

Considérant 1'opérateur T : u - (Tu)(x) = u(8.x) on obtient que

N(;v%(0,8),1%(0,6)) = 0(6*7%/2 )



On remarque que Vg(o,é) est de codimension au plus 2 dans Vd(o,él

et passant a la limite en A on obtient que

-0/2)

(5.42) N;(Vc(o,é),a) = 0(61 pour ¢(A) = /X.

I1 en résulte aisément que
+ 0
B({J(V (0,60),3) = 0.

En effet 1'étude en 60 ne pose aucun probléme et 1'étude en o se
fait en faisant tendre § vers o dans (5.42).

Appliquant le corollaire 5.11 on a démontré le lemme dans le cas

n=4=1.
Le fait que pa(Jﬁ,é) < +o S€ vé?ifie ici directement.
Appliquant 1le fhéoréme 5.1 “é) on déduit du lemme le
Corollaire 5.14 : On a
B;O(VO(JA,B)’a) = o pour ¢0(l) = xn/2
b)/Le cas général. On considére un ouvert borné de R" tel que :
s I1 existe un recouvrement o (i=1,...,y) de 3Q, des ct difféomor-

phisme Gi (i=1,..,v) de Oi sur des ouverts Ui de R" et des pavés

(5.43) JL,,b. c U, (i=1,..,v) tels que pour tout i=1,..,y :
iv7i

<
80,00 =J,
i’7i
!
L.
- i
\ 6,(0; N3 = {x¢€ JE.,&. /o x; = 0}.
i’71 Jj=1
On complete le recouvrement Oi par un ouvert Qo = {1 de sorte que
v
Q,u (u @i) D Q. On se fixe pour la suite des fonctions g (i=0,...,v)

i=1
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telles que :

o € 9(00) i Gy € S(oi) pour i=1,...,y.
(5.44)

v

z Qi =1 sur

i=o

Soit 0 € Jo,2[ ; on définit alors ve 1'espace des fonctions u telles

que

i) ue 2@

(5.45) ii) C,u € wl
1 p VU(Jz,
1

iii) (G u) . e; 5 )  pour i=1,...,v
,8
i

On renvoie a [4] pour une étude détaillée de ve.

Nous avons alors :

Théoréme 5.15 : soit Q un ouvert borné de R™ vérifiant (5.43). Soit

Vo pour 0 ¢ Jo,2[ , 1l'espace défini par (5.45) et soit @Pun espace de

Hilbert tel que

1 o
l-Icomp (Q)'_D,ﬁ;')v

Alors pour toute forme a de g(T) , pa(Q) < +o et

NG BL2@),0) ~ o, (@) A2

Démonstration : il nous suffit de prouver que pour une forme b de
Q(VO) on a :
B;(Vc,b) =0 pour (1) = Xn/2.
Notons a, le produit scalaire de H1(Q) et pour i=1,..,y a; le

produit scalaire de VO(JI 5 ). On pose pour u et v de ad
i’7i

v
(5.46) b(u,v) = a (¢ u,l v) + 1?1 ai((giu)nezl,(giv)oezl).
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On a aussi :

2 2 > Va-1)2
(5.47) Hu”0 Qs HCOuHO a+C 21 (g u)en] Ho,J
’ y i=

zi’bi

Posant y = Q\ﬁ; on déduit aisément de (5.46) et (5.47) que pour

c on a :
w Wy

2 y 2 .
N(A; VY (), L5 (w),b) S iz_l NAC;V (0,),15(w,) ;)

ou w; = ei(w n oi) c Jli’éi

et par conséquent aon a :
n/2

+ c y
BW(V ,b) = £ C

B (vo(J
i=1 ¢

l.,é.)’ai)
1 1

n/2 et avec le corollaire 5.14 on obtient

pour ¢ = A
B;(Vo,b) =0

ce qui achéve la démonstration.

13
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VI - ESTIMATION DU RESTE

Notre but est d'établir maintenant des estimations plus précises des

valeurs propres dans le cas de problémes uniformément elliptiques.

VI - 1 Les Résultats

) Soit Q un ouvert borné de R" ; soit V un sous espace fermé de H™(Q)
contenant Hg(Q).
Pour s € Jo,1] on-désigne par QS(V) 1'ensemble des formes hermitien-

nes continues et coercives sur V, a € g(V)

(6.1) a(u,v) = { o a p%u Dﬁv} dax
L octals gm0
Q

telles que

(6.2) ¥ : a = a € Lm(Q)

a,p a,p B,a

et

3K . V(a,ﬁ),lal:lb]:m ; ¥(x,y) € OxQ :

(6.3) .
|aa,B(X) - aa’B(y)l < K{dn(x,y)}

ou 1l'on a noté do(x,y) la distance de X & y dans Q : dQ(x,y) est le minimum

de 1 et de la borne inférieure de la lohgueur des chemins de classe C1
joignant x a y dans Q.

Nous serons amenés a faire 1'hypothése suivante sur 3Q : "la mesure
(n-1) - dimensionnelle de 3Q est finie" ; pour donner un sens précis a cette
expression on pose pour g>o0

~

= n .
(6.4) Q = {x €R" / dist(x,3Q) < e} ; Q = Oﬂﬂe.

et nous ferons l'une des deux hypothéses suivantes :

(H.1) V = H?(Q) et lim sup e~ mes Q, <+

>
€0
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(H.2) Q) posséde la propriété (C') du $III et

~
. -1
lim sup € mes Qe < 4%,
>
€40
Nous avons alors le théoréme suivant (voir aussi [24] pour le cas

s=1) :

Théoréme 6.1 : soit Q un ouvert borné de R" et soit V un sous espa-
ce fermé de H™(Q) contenant Hg(ﬂ) ; nous supposons que l'une des hypothéses
(H.1) ou (H.2) est satisfaite.

Soit a une forme de QS(V) pour un s € Jo,1]. Notant N(A) le nombre

de valeurs propres inférieures ou égales a A, de l'opérateur associé au

triplet (V,L2(O),a), on a

n(2m (n—e)/2m)

NV = (@) A + o(n

Si, de plus, les coefficients aa 8 pour |a|=|ﬁ|:m, de a, sont cons- .
’

tants sur chaque composante connexe de 2, alors

. O(x(n—l)/2m

n/2m

N(A) = pa(Q) A Log )

Remarque : Dans le cas ou Q est un pavé et ou les coefficients a

o,p
pour |a|=|ﬁ|=m sont constants, il résulte de la proposition 4.1 (voir aussi

le § V.3) que 1'on a l'estimatiorn optimale :

n/2m kn—l)/zm)

NV = (@) 2 + 0o(n

VI - 2 Coefficients HYlderiens

Avant de commencer la démonstration proprement dite, nous faisons
quelques remarques ; d'abord sans nuire a la généralité nous pouvons suppo-

ser que a est fortement coercive sur V et

(6.5) . }eh >0 ¥u €V : cé”u”i,o < a(u,u).
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Posons aussi

(6.6) M' = Il
Os|a’ Tﬂlsm Y L7(Q)

On a :

Lemme 6.2 : sous l'une des hypothéses (H.1) ou (H.2) il existe des

constantes lo,eo et L telles que :

-2m

Ve <e , VA 22 e : N(X;V,Lz(ﬂs)) < L.e. xn/2m

Démonstration : ce lemme résulte immédiatement des propositions
—_— ~

3.4 et 3.8 et des hypothéses sur mes Oe ou mes ﬂe.

Considérons pour p>o donné , et pour v ¢ z" 1e pavé Jv de centre pvy
et de cb6té p ; soit A 1'ensemble des indices v tels que 3; < ; on pose
Q' = U J\’ et w = 0\6'.
veA
On a alors : w C Qg Ppour € = (Wn+1)p.

Nous reprenons les notations du § v.2 ; on peut minorer la constante

c, de (5.15) par c

9 ! de (6.5). Pour a € as(V) on a alors :

2

(6.7) ‘ M < (/n 0)®

NJ”

(n défini en (5.18)).

On définit a par (5.21). Pour appliquer le lemme 6.2 nous suppose-

rons que A > A ~M avec Xl = xo(vh+1)_2m. On remarque alors que la cons-

P
1
tante T de (5.22) est majorée par Ci.l et on déduit alors des estimations

des lemmes 5.7, 5.8 et 6.2 qu'il existe des constantes do A, et C

1 57 ne

dépendant que de c! , M',L et Ao, telles que :

2
Vo <p , VA2 pm2m .
(6.8)
INO;V,L2(Q),3) - pu(r) A2M) Cqlp A2 Gara 4 P71 (n-1)/2m,
a
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On a aussi

(6.9) @) - pe@] s c

mes(ﬂs) <C
a a

6 7 P

Nous appliquons le lemme 5.4 avec & = p et on en déduit avec (6.8)

et le lemme 5.5 qu'il existe une constante C_, indépendante de p telle que :

8
¥p < N VA > 11 p_2m

(6.10)
INsv,22(@), ) - g (@) x"/zm]sc8{<n+p)x“/2m + Card A p(n"1)yn-1/2m,

Or on remarque maitenant que pn Card A < mes Q, et par conséquent

on en déduit avec (6.7), qu'il existe Cg, indépendante de A et p telle que :

-2m
¥p < o VA > Xl 0
(6.11)
NGV, L2 @), ) - p (@227 < g [pf an/2m, 7t (n-1)/2my
A étant donné assez grand, on choisit p = x—l/2m(s+1) de sorte que
P <p, et p_2m = x1/5+1 < X/Xl. On peut donc appliquer (6.11) et on obtient

S
(n-2=)/2m

IN(;V,L2(Q),a) - B () An/2m Cy A

c'est a dire 1'estimation du théoréme.

VI - 3 Coefficients constants

On construit pour ce cas, des partitions particuliéres. (Voir aussi
[13]).

Pour p = o,1,... .on pose pp = 2—p._0n définit par recurrence sur p

les duverts Q' , Q" et w .
p P P

Pour p=o, soient J: (v€zZ™) les pavés de cdté p°=1,
/ lxi-vi] < 1/2 pour i=1,..,n}

L n, o
Soit A = {»Ez / J, < Q}. On pose alors :
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Q; est alors 1'intérieur de 5;.

Ensuite si 03 y Qg et wj ont été définis pour j < p, on considére

les pavés JE (v € Z") de centre PpY et de codté pp. Soit alors Ap 1'ensem-

ble des v ¢ Z" tels que JP < g et tels que 3P n ' |, = @.
€ v Q v p-1

On pose alors :

P —
Q' =Q U(U J3) 5w = Q\Q
P p-1 veA, v P P

Q" est 1'intérieur de Q'.
P P

Pour p fixé on applique les résultats du § V.2 pour la partition Qé.

On pose

. - .
et on obtient qu'il existe Py » 11 et C10 tels que pour pp <Py
-2m

A > Xl pp

n/2ﬁ| < n/2m (n-1)/2m

5~
IN(;V,LE(Q) ,a) - B (@) 2 Cio [Py + Ry A 3.

(6.12)
ou nous avons utilisés (6.9) et le fait que By = B puisque les'aa 8 sont
5 ’

a
constants sur chaque JE pour v € Ap et pour lal=|ﬁ|=m.

Nous appliquons a nouveau le lemme 5.4 avec § = pp , et on obtient
1 . "
qu'il existe P, s Xl et C11 tels que
-2m

¥p > P, VA > 11 Dp
(6.13)

2 2 2 -
INGv, L2 @), 8) - (A2 < CTRAL R a(n-1)/2m,



Pour évaluer Rp nous remarquons que

w, < er pour &, = (V/n+1) P

et donc pour p assez grand on a

n
Card A mes < Cte K'
Pp P < p-1 pp—l < Dp

On en déduit qu'il existe K0 et K1 tels que

Rp < Ko+p Kl.

A étant donné assez grand on choisit p tel que

-2pm -2(p+1)m

Xl 2 < A < Kl 2
de sorte que p > P, et p < Cte Log A.

Appliquant (6.13) on achéve la démonstration du théoreme.
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VII EXEMPLES DE COMPORTEMENTS IRREGULIERS

Si Q est un ouvert borné possédant une infinité de composantes
2
connexes, l'injection de H (Q) dans Hk(Q) n'est jamais compacte (£>k) : pour
le voir il suffit de considérer 1l'espace de dimension infinie des fonctions

localement constantes, sur lequel les normes ||. et N coincident.
’ I k]Q EYQ

Nous reprenons maintenant, en le précisant, les exemples de [16j et
[23Jd'ouverts connexes deﬁmz pour lesquels le comportement asymptotique des
valeurs propres du probléme de Neumann pour le Laplacien est irrégulier

c.a.d. différent du comportement habituel.

VII - 1 Description des résultats

Soit Io 1'intervalle Jo,1[. On se donne pour toute la suite des

intervalles ouverts Ip (p=1,2,...), inclus dans I et deux a deux disjoints.

Etant donnée une suite 6p € Jo,1], on considére 1'ouvert de R?

@
Q= {(x,y) ERxI /- T 6p 1 (y) < x <1}
p=1 p
ou II désigne la fonction caractéristique de 1l'intervalle Ip
P
On notera : Q =1 x I
o o o
Op = ]-6p,o[ x Fp pour p>1
= ]=6 I 1
Qp ] p,o] X P pour p>
" de sorte que
(=<} [=<] ~
U g cQ=(U0 g)UuaQ
p=o P p=1 P °

On considére le probléme de Neumann pour le Laplacien, i.e. le

probléme variationnel (Hl(ﬂ) , L2(Q), a) avec

(7.1) a(u,v) = I gred u. grad v dx
Q

On notera pour simplifier : N(X) = N(A;HI(Q),Lz(O),a) ; Nous aurons
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besoin de considérer la fonction de Jo,»[ dans [o0,=] :

. )
(7.2) M()A) = L, 1
1 [Jx T 2]

e s

p

ou 1'on a noté pour € ¢ R , [g] la partie entiére de €. i.e. le plus grand

entier inférieur ou égal a t.

On désigne encore par ; la classe de fonctions de comparaison in-

troduite au § V.1 et suivant (5.8) on notera pour ¢ 643{:

N = lim sup N(1) / ¢(})
(P 7&-.4-0:
(7.3)
N = 1lim inf N(A) / ¢(Q)
(P x_.-f-en
On notera de méme
M = lim sup M(}) / o (M)
¢ Aot
(7.4)
M~ = lim inf M(}) / ¢(})
q’ At
Avec ces notation nous avons alors le
Théoréme 7.1 : i) l'injection de HI(Q) dans LZ(Q) est compacte
si et seulement si : lim & = o
poto

ii) Pour ¢(A) = X on a :

+ +
SNT =S 0L M
"¢ 41 ?

iii) Si ¢ gqy’est telle que A = o(¢(A)), alors :

Ce théoréme est a rapprocher du théoréme 5.1 et comme pour ce théo-
réme chaque égalité ii) ou iii) en contient en fait deux : 1'une pour les

signes + , l'autre pour les signes -
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Avant de démontrer ce théoréme, nous allons préciser le comporte-

ment asymptotique de N(A) en particularisant la suite &

Corollaire 7.2 :

. .2 2 . mes Q

i) Si ¥y 6p < +o alors N(A) ~ - -
p=1

ii) Si 6p = p-B avec  o<p<1/2 alors

N~ (rml/P J‘m[x"3 + 1/2] ax) al/2P

o

iii) Si &6 = L alors
P P

A | 1
N ~ (Sl = "ro[,j;c + 5] dx}.a

iv) Si 6p = 27kP pour 2k <P < 2kl (k=o0,1,...) avec o<pgl/2 ,
alors
N(A) & 21728
mais

o < lim inf A"1/2P N(A) < lim sup A"1/28 N(A) < +o

Aot : Aot

Classiquement on a noté f(A) ~ g(A) pour signifier qu'il existe

o<cgc' < +o tels que
c f(A) < g(d) < cv £(A)
Dans le cas i) nous avons le comportement usuel, quant a la crois-

mes (0
E

sance de N(A) en A et quant a la constante dans 1l'équivalence. Dans

le cas iii) nous avons cette méme croissance en A, mais avec une constante
différente. Dans le cas ii) nous avons une croissance '"irréguliére" en A%
avec a = 1/2B > 1. Enfin dans le casbiv) nous avons un ordre de grandéur
de N(A) en A% avec o = 1/2p > 1 mais dans ce cas N(A) n'admet pas d'équiva-

lent de la forme cte A%.
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Démonstration du corollaire 7.2 : Il suffit d'étudier le compor-

tement asymptotique de M(L).

Dans le cas i) , posant &(t) = ¥ 1 , on déduit de 1l'hypothese
t6_>1
p
e o2 2
57 87 < +o que 8(t) = o(t”) lorsque t o +x. Or on a :
p=1 p
6p 9
M(A) s — 1/2) < = 6
) 2v§;6 1 (R +1/2) < 2 . 26 zﬁ' P
" %p* i/ op=
et
, ® 1/2 1/2
M) < 2Rz 8 oz D
p=1 2/m 6 1
nvﬁ' oz
soit
M(X)sCteﬁf{(zA”El)
D'ou 1'on tire que M(A) = o(A). Dans les cass ii) et iii) on a les encadre-
ments
- xP 8y 1‘ 2 —xP
f W/ - ¢ 1/2] dx < M(A) < vx i QJ + I [VT.—E— + 2] dx
1 1
Posant x = AL/28 gml/B et notant que 1'intégrale

o
f [x_ﬁ + %] dx est convergente pour B<1
o
on en déduit que :

M(A) ~ (T™1/P f[x‘B . 1/2] ax) 21728
o]

Dans le cas iv) on a p—B < 6p < (p/2)-ﬁ et d'apres 1l'étude du

cas précédent on a :

ML) ~ A1/28
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2kp

D'autre part M(A) a un saut en Xk = ﬂz 2 et ce saut vaut 2k,

Posant comme d'habitude

M(A-o0)

1}
-
.

=}
=
—

=
-~

on a donc
_ ok _ o-1/p ,+1/28
M(Xk) - M(Kk-o) =2 =T lk
Le saut de M en Kk étant de 1'ordre de M(lk) il en résulte que
A1/28

M; - M; >0 pour ygk) =

VII - 2 Etude d'un probléme voisin

Pour démontrer le théoréme 7.1 nous commengons par changer le pro-

bléme en un probléme aux limites voisin plus facile a étudier.

Pour p=o,1,... on définit 1'espace
1 1/2
(7.5) VO(QP) = {u€H (QP) / u(o,.) = 0 dans H / (Ip)}
On identifie Vo(Qp) a l'espace :
1
Vo (8y) = {ueH (0) / uIQ\Qp = o}.

Posant

1/2

' vV, = {QEHI(Q) / u(o,.) = 0 dans H (Io)}

On a alors :

vV =

o vo(op)

o

Tos

La somme étant orthogonale'pour le produit scalaire L2 et pour la

forme a (7.1). On simplifie les notations en posant
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N (M) = NGV ,L2(0),a)
o [+
et

’ 2
N(GQ) = NOGY (@),L75(@) ,a)
pour p=o0,1,...

On a alors :

No(k) = g N(x;op)
p=0

Or l'exemple a été construit de sorte que 1l'on connait explicite-
ment les valeurs propres du probléme variationnel (VO(QP),L2(OP),a) : notant
ep la longueur de l'intervalle Ip‘ (eo=1 et on convient que 60=1), ces

valeurs propres sont les réels :

2 2
1.2 T 2T
(7.7) )\k,z(np) = (k+§) 61 + 1/ ;E

p P

associées a des fonctions propres du type :

sin {(k+%) gf} . cos {LgL (y—yp)}
P P

. Par conséquent N(X,Qp) est le nombre de points a coordonnées entié-

res situés dans la partie de l'ellipse

’ 2 - 2
€ = {(g,M) € R / g>0, T>o et (§+%)2 Eﬁ + nz Eﬁ < A}
6P ep
Notons €' le quart d'ellipse :
2 2
er = {(g,n) € R / €>-1/2 , 750 et (§+%)2 Eﬁ + n2 EE < A},
: ' ‘ ) €
p p

On décompose N(A;Op) en N +N +No ou N, est le nombre de points

a coordonnées entiéres situés dans € et sur l'axe T=o , ou N2 est le nombre

de points distincts de (o0,0) situés sur 1'axe E=0 et ou N. est le nombre de
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points a coordonnées entiéres situés dans € et tels que E>o et f>o.

On a :

C ei 52 1/2 ep
N, =LA 5 - ) 1< /X =
2 TT2 46p m

D'autre part si (k,4) € € avec k>o et £>0, le pavé Jk-1,k[x]4-1,4[

est inclus dans € et par conséquent :

L8 K mes g
N3$mes65mesﬁ'=g L2y (B - Iy
m m at
Inversement € est recouvert par les pavés [k,k+1]x[£,£+1] pour
(k,4) ¢ € , k>0 et £20. On a donc
N(X;Qp) = mes €.
Notant enfin que mes &' -~ mes & < % (N2+1), on a :
mes Q JX €
7.8 N(Z Q) =2 P P_ 1,2
(7.8) (O p) T = /
On a aussi
6p 1
(7.9) N(x;ﬂp) z Ny = [VK-TF + 5]
et
mes Qp 6p 1 cp
(7.10) N(K;Qp) = N +Ny+No < T L. 7t 5] + X T

@
Remarquant que ¥ ep < 2, on déduit alors de (7.10) et (7.6) que :
p=0 '

. 2/ 1
(7.11) N, < T8 a - MOy % . [~7f’:‘+ 51
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Par (7.8) et (7.9) on en déduit aussi que pour tout entier q fixé

on a :
q 2 .
(7.12) N, > mes( U Q) = + M) - 0(/)
o p=o P 4T
(Noter que le o(,/X) dépend du choix de q).
I1 résulte d'abord de (7.11) et (7.12) que NO(X) est Jini pour
tout A si et seulement si M(A) est fini pour tout A et par conséquent (cf

proposition 2.10) 1'injection de Vv, dans L2(Q) est compacte si et seulement'

si la suite 6p tend vers O.

Passant ensuite a la limite dans (7.11) et (7.12) on en déduit :

Proposition 7.3 : Pour que l'injection de.V0 dans 12(Q) soit
compacte il faut et il suffit que lim 6 = O.
p_.+m

De plus pour ¢ ef,s‘/on a :

z 2 mes Q s
'N(P(VO’L (Q),a) = T + M(P S1 (P()t) = A
+
= M; si A=o0(g(Q))

VII - 3 Comparaison des problémes

Pour effectuer cette comparaison nous introduisons 1l'espace :
1 .
Z={ueH (Q) /¥ ¢ Vo a(u,v) = 0}.
et nous démontrerons la

Proposition 7.4 : L'injection de Z dans L2(Q) est compacte et si

.lim 6 = 0 alors :
Pt

N(A;2,02(Q),8) = o(A)  (Aete) - .

Vérifions d'abord que cette proposition jointe a la proposition

précédente donne le théoréme 7.1. On remarque d'abord que

1
H(Q):Voaaz
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et puisque l'injeciion de Z dans L2 est compacte, celle de HI(Q) est compac-

te, si et seulement si celle de V0 1'est.

Supposons maintenant que lim &6 = O
Pt p
Nous avons d'abord :
(7.13) . N () < N(D)
Nous avons aussi pour tout €>o0 :

(7.14) N < N_((1+e)2) + N((1+1/€)2;2,L2(Q) ,a)

En effet soient E et F de codimension respective n = NO((1+s)l)
dans V_ et m = N((1+1/e)X;Z,L2(0);a) dans Z et tels que :

Vu € E A(1+¢) Hu”i < a(u,u)
¥v ¢ F A(1+1/¢) Hv%i < a(v,v)

I1 résulte alors de l'orthogonalité de Vo et Z pour o que

¥(u+v) ¢ EgF : X”u+vHi < A((1+€) Hu”i + (1+1/¢) Hv”i) <

< a(u,u) + al(v,v) = a(u+v,u+v)

On obtient alors (7.14) en notant que E @ F est de codimension n+m -
dans HI(Q).

/
Pour ¢ € & telle que soit ¢(A) = A, soit A=o(¢(A)) on déduit de
(7.13) que : :

¥ 2 *
N(P(\’O,L (Q),a) s N(P
et de (7.14) que pour tout e£>0
+ .
- * - 2
N? < ¢ (1+g) N?(VO,L (Q),a)

puisque d'apreés la proposition 7.4 N;(Z;Lz(ﬂ),a) = 0.
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Le choix de & étant arbitraire on a donc :
+ 2 +
N?(VO,L Q) ,a) = N?

et le théoréme 7.1 résulte alors de la proposition 7.3.

Nous passons maintenant a la démonstration de la proposition 7.4,
qui est a rapprocher de-la démonstration de la proposition 4.1.
Notons (AO,D(AO)) l'opérateur associé au probleme variationnel
. 2
(VO,Lz(Q),a). On introduit aussi l'opérateur de trace vy de HI(Q) sur ut/ (Io)

défini par
(vyu) (.) = u(0,.)
Nous avons alors la formule de Green suivante

Lemme 7.5 : il existe un espace de Hilbert X inclus dans L2(IO)

et un opérateur 7 continu de D(Ao) dans X, tels que
1
Vu € D(Ao) , ¥v ¢ H ()

(7.15) a(u,v) - (A u,v) = (Tu,yv)
° L2 () L3(1,)

De plus si lim 6p = 0o on peut choisir X de sorte que l'injection

p-o

de X dans L2(Io) soit compacte

Démonstration : nous construisons d'abord 7, puis X.

Considérons d'abord le pavé '"modele" J = Jo,8[xJo,e[, 1'espace

W= {uc HI(J) / ulo,.) = o dans Hl/z(]o,a[)}, et la forme

a(u,v) = I grad u . grad v dx.
«°d

Notons (B, D(B)) 1l'opérateur associe au probléme variationnel
2
(W, L°(J),a).

B est la réalisation de -A associées aux conditions aux limites de
Diechlet sur le cdté x=o, et de Neumann sur les trois autres cdtés. On a
en fait D(B) c H2(J) (la seule difficulté est aux sommets, et aux sommets

on obtient la régularité u? par les méthodes de Réflexions).
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On en déduit la formule de Green suivante :

Vu ¢ D(B) , ¥v ¢ Hl(J) a(u,v)=-(Bu,v) 5 = (Tu,yv) 5

(7.16). L=(J) L%(o0,¢)

si (yv)(.) = v(o,.) et (tu)(.) = - ou (0,.)
90X

Comme déja indiqué en (7.7) les valeurs propres de B sont :

2 2

_ 21 2T _
xk,z = (k+1/2) 55 + 4 ;E k=o0,1,...
L=0,1,...

et on considére une base orthonormée de L2(J) de fonctions propres de B,g,
b

de la forme :

N Tx Ny LMy -
(Pk,l(x’y) = 75 Sln(k+1/2') T - ;75 cos —g—y
) Vil 2
On notera Wz(y) = ;E cos -Ez , base orthonormée de L"(o0,e).
Pour u € D(B) on a
u= Y u ¢
g Mot i
avec
12 . 2
2, = £ lu,I? <o
L°(J) ° k,2 ’
2 2 2
HBuH = I A ,u ’ <+®
LZ(J) k,4 k,4 k, 4
D'autre part on a :
. -3/2
u=-3% 268 (k+1/2)T U, Wz
) ’
et
s = 21?67 |2

T | i(k+1/2) g

L2(0,¢) P



Or on a :

|2 123.

|§(k+1/2) ey

-2 4
< [i(k+1/2) } {i(k+1/2) }uk’z

Notant que
4
(k+l/2)4 < éz A
T
k=0

@
et posant K = E% z (k+1/2)—2
T

on a donc démontré que

(7.17) Vu ¢ D(B) qunzz < Kb HBuH22
(0,¢€) L°(J)
) 2 L /2
D'autre part, puisque D(B) € H (J) , on a bien sr Tu ¢ H ' “(o,¢)
et
I P T W
H (o,e) L7(J)

la constante dépendant de maniére non précisée de ¢ et §.

Suivant cette étude on introduit‘(Bp,D(Bp)) (p=o0,1,...) 1'opérateur
associé ‘au probléme variationnel (VO(QP), L2(Qp),a) et on a, avec les

identifications déja utilisées au §VII.2

D(A )
o

1
D8

D(B )
P

D'autre part, d'aprés (7.16) il existe un opérateur Tp linéaire

continu de D(Bp) dans HI/Z(IP), tel que :

1 )

Vu € D(Bp) , ¥v ¢ H (Qp) a(u,v)-(Bpu,v) = (Tpu,ypv)Lz(I )
P

(7.18)
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et de plus d'aprés (7.17)

. 2 2
(7.19) ¥u € D(Bp) pruHLz < Kép ||Bul|L2

(Q)

(IP) b

On définit Tp opérant de D(Bp) dans L2(Io) obtenu en prolongeant
7T u par 0 sur I \I .
P P 0\ P

On remarque que pour v € HI(Q) on a :
(7.20) YP(le ) = (yv)lI
P P

D'autre part les Ip sont deux a deux disjoints pour p>o on peut

donc définir 1l'opérateur :

o ~
Tu =5 T (u_)
oo P lay
opérant de D(Ao) dans L2(IO), puisque pour u ¢ D(Ao) ) U € D(Bp). On a
. P
de plus
2 2
(7.21) Vu e D(A) : [[7u]|%, < 2 Max 6_ K [[Bull”,
L(1,) p ° L%(q)

I1 résulte d'autre part de (7.18) et (7.20) que

¥u € D(A) , wv € H'@)  alu,v) - (Au,v) = (Tu,yv) ,
° ° L7(1.)

c'est a dire (7.15).

On définit 1'espace X comme étant 1l'espace image par 7 de D(Ao).
On munit X de la norme quotient et X est isomorphe a un supplémentaire de
Ker 7 dans D(Aol ; X est alors un Hilbert et on déduit de (7.21) que X

s'injecte continuement dans L2(Io).

Il nous reste a vérifier que si lim &6 = o, l'injection de X dans
Pt

La(Io) est compacte. Nous montrons alors que la boule unité SX de X est pré-

compacte.
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Soit €>0 ; soit q tel que pour p>q : 6p<c. D'aprés (7.19) pour

u € D(Ao) , notant u, =uj, ona s
p
I~ 2 2
ltu = T 7 _u|| <Ke 5 |B ul
p=o PP 12(1) p>q PP L2(O )
o p
et encore
I~ 2 2
(7.22) ltu- g 7 u %, < K.e [|Bull®,
' p=o P P1L%(1) L°(Q)
Pour 7Tu € SX on peut supposer que | Bul| 2 < 1 ; Alors on a aussi
. L7(Q)
|B_u_ll < 1. Puisque T_ est continu de D(B_) dans H1/2(I ), on en
PP ;2 P ' P P
L (Qp)

~

déduit que Tpup est dans un compact de L2(IP) et donc que TpuP est dans un
compact de L2(Io). Par conséquent, d'aprés (7.22), pour tout e>o, il existe
un compact , tel que tout élément T de SX est distant d'au plus K.e de ce

compact. Il en résulte que SX est précompacte ce qui achéve la démonstration

de ce lemme.

Démonstration de la proposition 7.4

Nous commengons par quelques remarques ; tout d'abord 1'opérateur
A  est un isomorphisme de D(Ao) sur L2(Q) : en effet la plus petite valeur

propre de Bp est (cf (7.7))

2
H;E 21
46
p
et donc pour u ¢ D(Ao), notant up = ulQp , on a :
2 2 2 2
(7.23)  ful®, =% fu]l <z [Bu| - 1A ul
@ p Pif@) p PPrfa@)  ° @)

ce qui prouve que A0 est un opérateur strictement positif.

D'autre part l'application y de Hi(ﬂ) dans HI/Z(IO) est surjective:

. 1 : s ~
si £ € H /2(10) est donné, on peut prolonger { en { ¢ H1/2GR), puis relever

~ 1 ~
CenucegH GRZ) tel que u(o,.) = €(.) ; on pose alors v = € HI(Q) et on

“la
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a yv = . Il en résulte que l'application y est un isomorphisme de Z sur

H1/2 1/2

(Io). On note R 1'application (continue) de H (Io) dans Z telle que

"\(°R=Id.

Puisque D(Ao) cVv, , on a.d'aprés (7.15) et la définition de Z :

¥z ¢ Z , ¥u ¢ D(AO) : -(Aou,Z) 2 (Tu,vyz) 2

L7(Q) L°(1)
et donc : o

(7.24)

e e H1/2(10) , ¥t € L2 : (f’RC)Lz(Q) s AT 1%(1)
o

Comme au paragraphe IV.5 nous utilisons maintenant la formule de
Green (7.15) et (7.24) pour prolonger R. On introduit l'espace X' dual de X.

1dent1f1ant comme d'habitude L (I ) avec son dual on déduit de 1'injection

XcoL (Io) une projection w de L2 (Io) sur X' définie par :

, X> = (¢9,x)

' 2 -
(7.25) ¥g € L7(I ) ¥x € X <wp
° xox L3(1)

Notons que si 1'1n3ect10n de X dans L (I ) est compacte alors w
est un opérateur compact de L2 (I ) dans X'.
PN . A . 1/2
Remarquons encore :que, si l'on note i 1'injection de H

1/2

(I ) dans
o

L2(Io) alors w o i est une injection de H (Io) dans X' : en effet, dire

que wo i(E) = o équivaut a dire, d'aprés (7.25), que (¢,€) 5 = o pour
L°(I )

° .
tout ¢ € X, et par (7.24) on a alors RE = o ; d'ol € = yo R(E) = o.

Nous définissons maintenant un opérateur S de X' dans Lz(O) en

définissant SE pour € € X' comme étant I'unique élément de LZ(Q) tel que :

2 -1
(7.26) ¥f ¢ L°(Q) (£,88) = =<7 AT f,€5, o,
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I1 résulte alors de (7.24) et (7.25) que :

(7.27) R=Sogo i

D'autre part, d'aprés (7.21) on a :

-1 -1
(T AT, < clla (ATt )yl = ¢l £
" e T °oe T2y 1@

et par suite
(7.28) ve ¢ X' llsg|l < cligll
. L2(Q) X'

1/2

Nofant C1 la norme de vy opérant de Z dans H (IO), notant SZ 1la

boule unité de Z. SHI/Z(IO) la boule unité de H1/2(Io) et T = ELi(SHl/Z(IO)),
on a
(7.29) ¥n €N : a(sz,.%(Q) s c.c, d (2,X)

En effet, si E est un sous espace (de dimension n) de X' tel que :

Vees, 35 ek / r-gly, < a

-

- alors, pour z ¢ SZ', W i(vyz) ¢ C, T et

¥z € SZ , 3 cE /Iy ioy(z)_gl\x'scld

Appliquant 1'opérateur S, et tenant compte du fait que
S(Wo io v(z)) =R, v(2) = 2

on en déduit avec (7.28)

¥z € SZ , 3f € S(E) |lz-fll 2 <C .Cd
! 1
L7 (Q)

et (7.29) suit.
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L'injection de Hl/z(Io) dans L2(Io) est compacte, par conséquent

T est relativement compact dans X' ; par suite SZ est relativement compact

dans L2(Q) et 1'injection de Z dans L2(Q) est compacte.

Si de plus, lim & = o, on déduit d'un lemme de [14] (voir aussi
P+ '

le lemme 2.3) que

1/2
(7.30) d, +n2(z,x-) < dnl(SH

2 . o '
. (1),L5(1)) - a, (z,X")

ou £ est 1'image par w de la boule unité de L2(Io).

La compacité de w se traduit par le fait que

(7.31) lim 4_(g,X') = 0
Vot A
Les estimations de EL KOLLI [14] montrent que :
1/2 -1/2
v )

2
(7.32) dv(SH (Io),L (Io)) = 0o(

Iy

Regroupant les estimations (7.30) a (7.32) on en déduit, avec (7.29)

que :
-1/2
a_(sz,12(@) = o(n™1/?)
On en déduit alors, avec la proposition 2.2 que

N(A;2Z,L2(Q),a) = o()

ce que nous voulions démontrer.
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