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Zur Streuung mittelschneller Elektronen in kleinste Winkel 
V o n F R I E D R I C H L E N Z * 

Aus dem Rheinisch-Westfälischen Institut für Übermikroskopie, Düsseldorf 
(Z. Naturforschg. 9a, 185—204 [1954]; eingegangen am 12. September 1953) 

Zwischen der Streuung von Elektronen und Röntgenstrahlen an Atomen besteht be-
kanntlich eine enge Verwandtschaft: In die Berechnung der elastischen (kohärenten) 
Streuung geht derselbe Streufaktor / , in die der unelastischen (inkohärenten) dieselbe 
Streufunktion S ein. Für die Röntgenstreuung hat sich die Berechnung von / auf S aus 
dem Thomas-Fermi-Modell in den meisten Fällen als ausreichend erwiesen. Daß das 
Thomas-Fermi-Modell für kleine Streuwinkel die Werte von / und S nicht ganz richtig 
wiedergibt, führt nämlich nur zu relativ geringen Fehlern für den Röntgenstreuquer-
schnitt. Völlig anders liegen in dieser Beziehung aber die Verhältnisse bei der Elektronen-
streuung. Da der differentielle Streuquerschnitt für Elektronenstreuung im Gegensatz 
zur Röntgenstreuung den Faktor [4 ji/.-1 sin (#/2)]-4 enthält, kommt es hier entscheidend 
auf die genaue Kenntnis von / und S für kleine Streuwinkel & an. Wegen des schnellen 
Abfallens des differentiellen Elektronen-Streuquerschnitts mit wachsendem Streuwinkel 
ist dagegen hier die genaue Kenntnis von / und S für größere Streuwinkel weniger wichtig. 
Da bei der Berechnung des Streuquerschnitts aus der Elektronendichte Verteilung im Atom 
das Verhalten von / und S für kleine Streuwinkel vor allem vom Verhalten der Dichte-
verteilung der Atomelektronen für große Kernabstände bestimmt wird, ist bei der Elek-
tronenstreuung das Wentzelsche Atommodell, dessen Dichte Verteilung für große Kern-
abstände exponentiell abfällt, dem nach Thomas-Fermi vorzuziehen. Der Wentzelsche 
Atomradius ist dabei so zu wählen, daß das Verhalten von / und S für kleine Streuwinkel 
richtig wiedergegeben wird. 

Die so gewonnenen Formeln für Einfachstreuung werden zur Berechnung der Gesamt-
querschnitte, der Aufhellungsdicken und vor allem der Mehrfachstreuung nach dem Ver-
fahren von B o t h e und M o 1 i e r e benutzt und für Kohlenstoff, Chrom und Gold nume-
risch ausgewertet. 

Die theoretischen Streu Verteilungen werden mit Experimenten v o n B i b e r m a n u . Mit-
arbb. einerseits und von L e i s e g a n g andererseits verglichen. Die Diskrepanzen zwischen 
den Meßergebnissen von Biberman und der auf dem Thomas-Fermi-Modell beruhenden 
alten Theorie werden erklärt. Die Übereinstimmung mit unseren theoretischen Kurven 
ist bedeutend besser. Bezüglich der Meßergebnisse von Leisegang bedeutet unsere Theorie 
keinen wesentlichen Fortschritt, da Leisegang mit einem um zwei Zehnerpotenzen brei-
teren Primärstrahl arbeitet als Biberman u. Mitarbb., so daß das von uns besonders unter-
suchte Verhalten für kleinste Winkel im Primärstrahl untergeht. 

Die Streuverteilung in kleinste Winkel ist wichtig für die elektronenoptische Abbil-
dung, da jede Berechnung der Intensitätsverteilung eines Bildpunktes im Endbild die 
Kenntnis der Streuverteilung des entsprechenden Objektpunktes zur Voraussetzung hat. 

Die Streuung von Elektronen an Atomen ist be-
reits vielfach theoretisch und experimentell be-

handelt worden. Wegen der Schwierigkeit, einen 
hinreichend feinen und intensiven Primärstrahl zu 
erhalten und seine Umgebung von Störstrahlungen 
freizuhalten, liegt jedoch, soweit uns bekannt ist, 
bisher nur eine experimentelle Untersuchung von 
B i b e r m a n n , W t o r o w , K o w n e r , S s u s c h k i n 
und J a w o r s k i j 1 über die Winkelverteilung bei der 
Streuung mittelschneller Elektronen in kleinste 
Winkel vor. Gerade diese ist aber von ausschlag-
gebender Bedeutung für die Kontrastentstehung 

* jetzt am Lehrstuhl für Elektronenoptik und Fein-
mechanik der Technischen Hochschule Aachen. 

1 L. M. B i b e r m a n , E. N. W t o r o w , I. A. K o w -
n e r , N. G. S s u s c h k i n u. B. M. J a w o r s k i j , C. R. 
Akad. Sei., U R S S 69, 519 [1949]. 

bei der übermikroskopischen Abbildung, welche be-
kanntlich im wesentlichen durch den nach dem Ver-
lassen des Objektes übrig bleibenden Kernstrahl 
bewirkt wird2 . Während in der Literatur als „k le ine" 
Streuwinkel solche von der Größenordnung 10°—30° 
gelten (s. z. B . 3 ) , sollen in der vorliegenden Arbeit 
mit „kleinsten" Streuwinkeln solche zwischen 10 - 1 

und 10 - 4 gemeint sein, also die in der Übermikro-
skopie besonders interessierenden. Unter mittel-
schnellen Elektronen wollen wir die in der Über-
mikroskopie vorwiegend benutzten von 50 bis 100 
kV Beschleunigungsspannung verstehen, im Gegen-

2 B. v. B o r r i e s u. E. R u s k a , Z. techn. Phys. 19, 
402 [1938]. 

3 G. S e h u l z e - P i l l o t u. W. B o t h e , Z. Natur-
forschg. 5 a, 440 [1950]. 
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satz zu den schnellen Elektronen, für welche die 
relativistischen Effekte eine entscheidende Rol le 
spielen (z. B. Strahlen und Elektronen aus der 
kosmischen Strahlung), und im Gegensatz zu den 
langsamen, für welche die Bornsche Näherung 
nicht mehr zulässig ist. Bei den mittelschnellen 
Elektronen soll also die Bornsche Näherung gel-
ten, und die relativistischen Effekte sollen durch 
relativ kleine Korrekturen berücksichtigt werden 
können. 

Eine ausführliche Untersuchung der quantitati-
ven Streuverhältnisse, welche speziell auf die klein-
sten Streuwinkel und ihre Bedeutung für die Über-
mikroskopie zugeschnitten war, ist zuerst von 
v. B o r r i e s 4 in Angriff genommen worden, wozu er 
sich der M o r s eschen Streuformel5 bediente. Für 
die elastische Streuung benutzte er dabei den aus 
der Thomas-Fermischen statistischen Elektronen-
dichteverteilung berechneten Streufaktor / , für die 
unelastische Streuung die Streufunktion von H e i -
s e n b e r g 6 und B e w i l o g u a 7 in der durch K o p p e 8 

korrigierten Form. In der vorliegenden Arbeit soll 
die Berechtigung dieses Vorgehens unter besonderer 
Berücksichtigung kleinster Streuwinkel kritisch 
untersucht werden. Es wird gezeigt, daß bei der 
elastischen Streuung die Berechnung des Streu-
faktors aus der Thomas-Fermischen Dichtevertei-
lung gerade für kleine Streuwinkel zu recht erheb-
lichen Fehlern führt und wie man diese Fehler ver-
meiden kann. Andererseits soll eine Streuformel für 
unelastische Streuung angegeben werden, welche 
der von K o p p e 8 vorgeschlagenen an Genauigkeit 
zumindest nicht unterlegen sein dürfte, vor dieser 
aber den Vorzug mathematischer Einfachheit hat 
und die bequeme geschlossene Integration des Ge-
samtquerschnitts erlaubt . Wir werden uns im Gegen-
satz zu den uns bisher bekannt gewordenen, im 
Hinblick auf die Elektronenmikroskopie durchge-
führten theoretischen Untersuchungen über Kleinst-
winkelstreuung4 '9 '10 völlig v o m Thomas-Fermi-Mo-
dell lösen. Wir werden zu Streuformeln gelangen, 
welche mathematisch einfacher und dennoch rich-
tiger als die unter Verwendung des Thomas-Fermi-
Modells abgeleiteten sind, da wir die zur Verein-
fachung der Rechnung eingeführten Vernachläs-

4 B. v. B o r r i e s , Z. Naturforschg. 4a. 51 [1949]. 
5 P. M. M o r s e , Phys. Z. 33, 443 [1932]. 
« W . H e i s e n b e r g , Phys. Z. 32, 737 [1931]. 
7 L. B e w i l o g u a . Phys. Z. 32, 740 [1931]. 
8 H. K o p p e , Z. Phys. 124, 658 [1947]. 
9 H. B o e r s c h , Z. Naturforschg. 2a, 615 [1947]. 

sigungen an für die Elektronenstreuung in kleinste 
Winkel weniger kritischen Stellen anbringen. 

Die so gewonnenen Streuformeln für Einfach-
streuung sollen zur Berechnung der W inkelvertei-
lung bei der Mehrfachstreuung verwertet werden. 

1. E l a s t i s c h e E i n f a c h s t r e u u n g in k l e i n s t e 
W i n k e l 

Der differentielle Wirkungsquerschnitt eines Atoms 
für elastische Streuung von Elektronen beträgt 
nach der M o t t s c h e n Streuformel11 

do-e ,= - ^ r ( Z - / ) 2 d ß , (1) 

welche sich unter der Annahme kugelsymmetri-
scher Streuatome aus einer wellenmechanischen 
Rechnung in Bornscher Näherung ergibt. Hierbei 
ist Z die Ordnungszahl des streuenden Atoms, 
di2 = s i n $ d $ d ( p das Raumwinkelelement, 

4 7ien%2 o 

« h = = 0,529 A (2) 

der Bohrsche Wasserstoffradius, q = !-I ' (3) 
die vektorielle Differenz der Fortschreitungsvekto-
ren vor und nach dem Stoß (bei der elastischen 
Streuung kann wegen j f | = |f | = 2 njX einfach 

gesetzt werden), X die Wellenlänge der einfallenden 
Elektronenstrahlung, $ der Streuwinkel und 

t 7 / \ A 2 S i n ? r A /K\ 
f=$Q{r)4:7ir2—-— d r (5) 

o " 
der Streufaktor für Röntgenstrahlen. Die Berech-
nung der Streuverteilung setzt also die Kenntnis 
der Dichte Verteilung g(r) der Elektronen im A t o m 
voraus. Für die Röntgenstreuung und die Elektro-
nenstreuung in große Winkel genügt es oft , für g (r) 
die Elektronendichteverteilung nach Thomas und 
Fermi12-13 

z /<z> (m 3 / *_ z l d*0 
in a3\ C / 4yra3 £ dC2 { ' 

einzusetzen. Hierbei ist diejenige Lösung der 
Thomas-Fermischen Differentialgleichung 

10 L. M. B i b e r m a n , Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. 
Fiz. 15, 429 [1951]. 

11 N. F. M o t t , Proc. Roy. Soc. A 127, 658 [1930], 
12 L. H. T h o m a s , Proc. Camb. Phil. Soc. 23, 542 

[1926]. 
13 E. F e r m i , Z. Phys. 48, 73 [1928]. 
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d2 0 03U 
d£2 = fK ' ^ 

für welche <Z>(0) = 1 und 0 ( o o ) = O ist, 
e0h2 I 9 3 Ji 

a = l ^ { ~ 2 5 z ) = 0,408 2 - / , A (8) 
und £ = r/a. 

Die Thomas-Fermische Dichteverteilung wird für 
sehr kleine Streuwinkel nicht zu richtigen Ergeb-
nissen führen. Es werden nämlich diejenigen Elek-
tronen in sehr kleine Winkel gestreut, welche das 
A t o m in großem Kernabstand passieren, für deren 
Streuung also die Elektronendichteverteilung in 
großem Kernabstand entscheidend ist. Eine mathe-
matisch strenge Formulierung dieser zunächst nur 
auf Grund klassischer Vorstellungen plausiblen Be-
hauptung folgt weiter unten. Die Thomas-Fermische 
Dichteverteilung gibt aber gerade für große Kern-
abstände die Verhältnisse nur unzureichend wieder. 
g(r) geht nämlich nach (6) und (7) für r - *oo nur 
wie r~6 gegen Null, während in Wirklichkeit ein ex-
ponentieller Abfall der Elektronendichte vorliegt. 
Wir wollen daher den Streufaktor / für kleinste 
Streuwinkel näher untersuchen, ohne von der Tho-
mas-Fermi-Dichteverteilung Gebrauch gemacht zu 
haben. Wir greifen zu diesem Zweck auf Gleichung 
(5) zurück. Wenn Q (r) mit wachsendem r hinreichend 
stark abfällt, können wir in (5) (sin qr)lqr in eine 
Potenzreihe nach q entwickeln und gliedweise in-
tegrieren. Das das Volumintegral über die Elektro-
nendichte gleich der gesamten Elektronenzahl Z 
sein muß, also 

OO 
Z=$Q{r)4:7ir-dr, (9) 

o 
wird dann aus (5) 

00 

f = Z - ^ - j ^ ( r ) r 2 47rr2dr + 0 ( ^ 4 ) . (10) 
Ü 

Setzt man dies in (1) ein, so erhält man 

wobei zur Abkürzung 
00 

0 = J e ( r ) r24jtr2dr (12) 
o 

14 H. B e t h e , Ann. Phys., Lpz. (5) 5, 325 [1930]. 
15 A. S o m m e r f e l d , Z. Phys. 78, 283 [19321. 
16 E. C. B u l l a r d u. H. S.W. M a s s e y , Proc. Camb. 

Phil. Soc. 26, 556 [1930]. 
17 G. M o l i e r e , Z. Naturforschg. 2a, 133 [1947]. Ein 

dem Moliereschen ähnlicher Ansatz findet sich schon 
bei R o z e n t a l , Z. Phys. 98, 743 [1935]. Streufaktoren 
sind danach von K. U m e d a , J. Fac. Sei. Hokkaidö 

gesetzt ist. Man sieht, daß in (12) die Elektronen-
dichte Q (r) in großem Kernabstand mit viel größe-
rem Gewicht eingeht als die in geringem. Dies ist 
die strenge Fassung der bereits oben auf Grund 
klassischer Betrachtungsweise aufgestellten Be-
hauptung, daß für die Kleinstwinkelstreuung vor 
allem die Elektronendichteverteilung in großem 
Kernabstand maßgebend ist. 

Man kann den W ert von 0 nun auf verschiedene 
Weise zu berechnen versuchen. Eine Berechnung 
aus der Thomas-Fermi-Dichteverteilung, welche 
nach dem oben Gesagten zu hohe Werte liefern 
dürfte, ergibt 

0TF = 6Za2 ]&(£)£d£, (13) 
o 

wie man sieht, wenn man (6) in (12) einsetzt und 
zweimal partiell integriert. Numerische Auswertung 
des Integrals in (13) liefert 

0TF = 54,32 Za2 = 43,6 Z* a2H. (14) 

Dasselbe Integral ist, wie sich aus Umrechnung 
von Zahlenwerten aus den zitierten Arbeiten zeigen 
läßt, von B e t h e 1 4 mit 28,1 Za2, von K o p p e 8 mit 
51,2 Za2, von S o m m e r f e l d 1 5 mit 52,5 Za2 und 
von B u l l a r d und M a s s e y 1 6 mit 34,5 Zar einge-
setzt worden. Daß sich bei der numerischen Inte-
gration einer hinreichend bekannten Funktion bei 
verschiedenen Autoren so unterschiedliche Zahlen-
werte ergeben, dürfte daran liegen, daß das Integral 
wegen des langsamen Abfal ls des Integranden mit 
wachsendem £ sehr langsam konvergiert. Man muß 
daher den Fehler, den man macht, wenn man bis 
zu einer endlichen oberen Grenze etwa nach der 
Simpsonschen Regel integriert und dann abbricht, 
sorgfältig abschätzen. Integriert man beispielsweise 
nur bis £ = 1 0 0 , so macht man noch einen Fehler 
von 1 3 % . Da man aber bei £ = 100 schon bei weitem 
im Bereich benachbarter A t o m e liegen dürfte, ist 
eben die Dichteverteilung nach Thomas-Fermi zur 
Berechnung von 0 nicht geeignet. 

Setzt man an Stelle der strengen Thomas-Fermi-
Verteilung die von Moliere17 dafür vorgeschlagene 
Näherung 

Univ. II, Vol. IV, 57 [1951] berechnet worden. Umedas 
Zahlenwerte entsprechen 0 = 1 4 , 1 Za2 in grober, <9 = 
29,2 Za2 in „besserer" Näherung. Umeda begnügt sich 
mit dieser zweiten Näherung, da sie dem von ihm für 
exakt gehaltenen Betheschen Wert sehr nahe kommt. 
Für Umedas Rechnungen gilt ebenfalls das im Text 
über die Molieresche Näherung Gesagte. 
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(15) 
i = 1 

mit 04 = 0,1; a 2 = 0 ,55; a3 = 0,35; 
61 = 6 ; b2= 1,2 ; 63 = 0,3 

in (13) ein, so erhält man 

3 a 6 Y I = GZA2 X p r ^ 25,64 Z a 2 = 20,1 ZY> AFR . (16) 
i= 1 bi~ 

Dieser Wert ist etwa um den Faktor 2 kleiner als 
der aus (14). Man kann aber aus der Tatsache des 
exponentiellen Abfallens der Moliereschen Näherung 
allein noch nicht schließen, daß der Zahlenwert aus 
(16) den wirklichen Verhältnissen näher kommt als 
der aus (14). Die Koeffizienten bt der Moliere-
schen Näherung sind nämlich im Hinblick auf eine 
gute Annäherung der Thomas-Fermi-Funktion im 
Bereich £ < 6 nicht ohne gewisse Willkür gewählt. 
Es ist daher noch nichts darüber gesagt, ob sie die 
Elektronendichte für große Kernabstände richtiger 
beschreibt als die strenge Thomas-Fermi-Verteilung, 
und ob sie einen der Wirklichkeit näher kommenden 
Wert für 0 liefert als diese. Man sieht hieraus, daß 
auch das Einsetzen der Moliereschen Näherung 
keine befriedigende Lösung ist, wenn es sich um die 
Streuung in kleinste Winkel handelt. 

Es mag hier erwähnt werden, daß man die Moliere-
sche Streuformel 

dgel 

dÜ 

auch unter Verwendung des Streufaktors / in einfacher 
Weise erhält. Sie ergibt sich nämlich durch elementare 
Integration, wenn man die Molieresche Näherung in 
den aus Kombination von (5) und (6) entstehenden 
Ausdruck 

, d2 0 sin qui, 
i = z\ — d£2 qa (18) 

einsetzt. 

Hierbei ist * die diamagnetische Suszeptibilität, 
ju die Permeabilität, Nv die Atomkonzentration 
(Zahl der A tome/Volumen), 1,256-lO"6 V-sec / 
A m p • m die magnetische Konstante, e die Elek-
tronenladung und m 0 die Ruhmasse des Elektrons. 
Dividiert man auf beiden Seiten von (19) durch 
die Massendichte y des Objektmaterials, so erhält 
man für die spezifische Suszeptibilität y wegen 
Nv = NLy 

x N, un e2 _ 
* = - = — ( 2 0 ) 

Man könnte weiter daran denken, das Integral 0 
aus der diamagnetischen Suszeptibilität zu berech-
nen. Bei der unelastischen Streuung hat bereits 
K o p p e 8 auf einen Zusammenhang zwischen der 
diamagnetischen Suszeptibilität und der Streu-
intensität in kleine\\ inkel hingewiesen. Es gilt näm-
lich nach L a n g e v i n für diamagnetische Stoffe 

N v u n e2 ^ 
1 = — 0 S . (19) 

Hierbei bedeutet V L = 6,02-102 3 Mol"1 die spe-
zifische Atomzahl. Setzen wir in (20) die Zahlen-
werte für ju0, e und m0 ein, so erhalten wir 

x = - 3,55 • 1011 cm Mol"1 6>s . (21) 

Benutzen wir beispielsweise für Kohlenstoff die 
im Taschenbuch von D ' A n s und L a x 1 8 angegebene 
Suszeptibilität nach P a s c a l — 4^ '6 ,00 -10~ 6 

cm3 /Mol, so wird 

0 S = 2,12-10-1 6 cm2 = 5 ,3-6-a 2 = 4,2 (22) 

Dieser Wert liegt noch erheblich unter denen aus 
den Gin. (14) und (16). 

Gl. (19) gilt aber nur für Atome ohne paramag-
netisches Moment und ohne Wechselwirkung mit 
Nachbaratomen. Sie dürfte daher wohl nur bei 
Edelgasatomen zuverlässige Werte liefern. 

Einen weiteren Ansatz zur Berechnung des Inte-
grals (12) gibt die Elektronendichteverteilung g(r) 
des self consistent field nach H a r t r e e . Setzt man 
diese für Kohlenstoff ein (hierzu wurde die Hartree-
Funktion für den Grundzustand 3 P nach T o r -
r a n c e 1 9 benutzt), so erhält man durch numerische 
Auswertung 

0 H = 16,58 11,6-6 a2 = 9,10 • 6^ a2R, (23) 

einen Wert, der etwa um den Faktor 2 über dem aus 
der diamagnetischen Suszeptibilität berechneten 
liegt. 

Man muß nun zwischen der Streuung an Einzel-
atomen (z. B. Edelgasen) und der am Festkörper 
(z. B. übermikroskopischen Objekten) unterschei-
den. Die Streuformel (1) gilt in dieser Form nur für 
Einzelatome oder allenfalls amorphe Festkörper. 
Bei Festkörpern mit kristalliner Struktur geht 
wegen der auftretenden Interferenzen noch der 
„Strukturfaktor" ein. Aber auch beim amorphen 

18 J. D ' A n s u. E. L a x , Taschenbuch für Chemiker 19 C. C. T o r r a n c e , Phys. Rev. 46, 388 [1934]. 
und Physiker, 2. Aufl. 1941, Verlag Springer. 
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Festkörper ist wegen der Nähe der Nachbaratome 
die für Einzelatome berechnete Elektronenvertei-
lung nach Thomas-Fermi oder Hartree erheblich 
gestört, insbesondere die in großem Kernabstand. 
Ob für Festkörper der aus der an diesen Festkörpern 
gemessenen diamagnetischen Suszeptibilität oder 
der aus der Hartree-Verteilung berechnete Wert für 
0 richtiger ist, muß das Experiment entscheiden. 
Für Edelgase, bei denen die Störung durch Nachbar-
atome keine Rol le spielt, ist die Übereinstimmung 
zwischen den aus der diamagnetischen Suszeptibili-
tät und den aus der Hartree-Verteilung berechneten 
Werten für 0 bekanntlich befriedigend20. Schließ-
lich besteht noch die Möglichkeit, 0 empirisch aus 
der Messung von Streuintensitäten selbst zu be-
stimmen, und zwar am besten bei Mehrfachstreuung 
und nicht zu feinem Primärstrahl. Dann kann man 
nämlich, wie wir später im Abschnitt über Mehr-
fachstreuung sehen werden, bei Kenntnis der In-
tensitätsverteilung des Primärstrahls und 
der absoluten Dicke der Streufolie aus 
dem Verhältnis der Streuintensität für 
den Streuwinkel Null zu der Intensität 
des Primärstrahls direkt auf den Wert 
von 0 schließen. 

Nehmen wir nun an, daß unter den bis-
her aufgeführten Zahlenwerten von 0 der 
aus der Hartree-Dichteverteilung berech-
nete (23) der zuverlässigste ist, so sehen 
wir, daß der aus der strengen Thomas-
Fermi-Verteilung folgende Wert für K o h -
lenstoff um etwa den Faktor 5 zu hoch 
liegt. Da 0 in (11) quadratisch eingeht, er-
hält man demnach für die Streuintensität 
in kleinste Streuwinkel bei Kohlenstoff 
um den Faktor 25 zu hohe Werte, wenn 
man mit der Thomas-Fermischen Elektro-
nendichteverteilung rechnet. 

Aus dem Integral 0 erhalten wir zwar nach (11) 
den Höchstwert der Streuverteilungskurve, nicht 
aber die Streuverteilung selbst als Funktion des 
Streuwinkels. Es wäre nun unzweckmäßig, etwa 
die Potenzreihe (10) weiter zu entwickeln, also den 
Koeffizienten des folgenden Gliedes in q4 aus der 
Elektronendichteverteilung des Atoms zu bestim-
men, da die Unsicherheit dieses Koeffizienten noch 
empfindlicher als 0 von der uns nicht hinreichend 

bekannten Funktion g(r) abhängt. Wir wollen uns 
daher der Streuformel von W e n t z e l 2 1 

der,., 
dL> 

Z2 

(,q2 + W 2 ' ( 2 4 ) 

bedienen, welche in Bornscher Näherung aus einem 
rohen Potentialsanatz für das abgeschirmte Cou-
lomb-Feld 

Ze 
V = e~r!K (25) 

mit zunächst unbestimmtem „Atomradius" R folgt. 
Dies Wentzelsche Atommodel l vereint den Vorzug 
mathematischer Einfachheit mit dem eines expo-
nentiellen Abfalls der Elektronendichte g(r) für 
große r, wobei der Steilheit dieses Abfalls durch 
geeignete Wahl von R ein physikalisch sinnvoller 
Wert gegeben werden kann. B e t h e 1 4 setzt in der 
Wentzelschen Streuformel (24) R proportional Z~x3, 
wie es das Thomas-Fermi-Modell nahelegt (8). 

90--Z90 

Abb. 1. Abhängigkeit des Massenabsorptionskoeffizienten (für 
^-Strahlen des UN) von der Ordnungszahl der Atome der absor-
bierenden Substanz nach C r o w t h e r ( x ) . Zum Vergleich ist die 
mit einer willkürlichen Konstanten multiplizierte Größe Z'UA 

mit aufgetragen (o) . 

Bethe, dem es ja im Gegensatz zu uns nicht vor-
wiegend auf kleinste Streuwinkel ankam, hält die 
so gewonnene Streuformel aber für ungenauer als 
die, welche aus der strengen Thomas-Fermi-Vertei-
lung folgt. W i l l i a m s 2 2 und im Anschluß an ihn 
L e i s e g a n g 2 3 benutzen ebenfalls die Wentzelsche 
Streuformel und setzen für den Atomradius 

R = a„ Z-1/* (26) 

20 L a n d o l t - B ö r n s t e i n , Zahlenwerte und Funk-
tionen I, 1, S. 394, 6. Auflage 1950, Verlag Springer. 

21 G. W e n t z e l , Z. Phys. 40, 590 [1927]. 

22 E. W i l l i a m s , Proc. Roy. Soc. A 169, 531 [1939]. 
23 S. L e i s e g a n g , Z. Phys. 132, 183 [1952]. 
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Nun besitzt aber der Atomradius und mit ihm 
der Streuquerschnitt vermutlich keinen so ein-
fachen Gang mit der Ordnungszahl, sondern diesem 
überlagert einen Gang mit den Perioden des perio-
dischen Systems. Einen Hinweis darauf gibt z. B. 
der von C r o w t h e r 2 4 beobachtete Gang des Mas-
senabsorptionskoeffizienten für ß-Strahlen mit der 
Ordnungszahl (Abb. 1). Der dem Massenabsorptions-
koeffizienten ajy entsprechende Absorptionsquer-
schnitt wäre 

1 a A <x 
tfabs = - ^ r y = 6,02 • io23 ~y g ' 

Wie wir später sehen werden, folgt aus dem 
Wentzelschen Atommodel l , daß der elastische Ge-
samtstreuquerschnitt proportional Z2R2 wird. Wenn 
also der Gang des Absorptions- und des elastischen 
Streuquerschnitts mit der Ordnungszahl derselbe 
wäre, müßte 

a.jy ~ Z2R2jA (28) 

sein, und speziell für den Fall, daß R proportional 
ist, 

a l y ~ Z l l * / A . (29) 

Wir haben in Abb. 1 zum Vergleich neben tx/y die 
mit einem willkürlichen Faktor multiplizierte Funk-
tion Z'h/A mit eingetragen. Man sieht, daß sie im 
großen und ganzen denselben Verlauf hat, den Gang 
mit den Perioden des periodischen Systems aber natür-
lich nicht mitmacht. 

Wir wollen den Atomradius R so wählen, daß für 
q — 0 der Höchstwert des differentiellen elastischen 
Streuquerschnitts mit dem durch Gleichung (11) 
geforderten übereinstimmt. Wir müssen dazu nur 

R = VQiQZ. (30) 

2?:- f (Z — f )2 Z2 R2 A2 
(Tel = — r ö d g = 5 — 

na2 I q3 * TT«2 

Z/2 0 

6.1 af, 
(32) 

Bei höheren Strahlspannungen müssen in den 
Streuformeln relativistische Korrekturen ange-
bracht werden. Sie gehen an zwei Stellen in die 
Streuformeln ein: Erstens ist bei der Ableitung der 
Mottschen Streuformel für die Masse des stoßenden 
Elektrons m = m 0 (1 -f- e£7/ra0c2) einzusetzen. Diese 
geht in a H ein, so daß an Stelle von crH in der 
relativistisch korrigierten Form a H (1 + e£7/ra0c2)-1 

zu schreiben ist. Zweitens muß die in die Streu-
formeln eingehende Elektronenwellenlänge X und 
damit q relativistisch korrigiert werden. Die rela-
tivistisch richtige Schreibweise für X ist 

h 
X 

2em0 U 1 + 
2m, 

Außerdem ist noch der Faktor 1 — v2 c~2 sin2 (# /2) 
zum Streuquerschnitt hinzuzufügen. Da wir uns 
aber auf kleinste Streuwinkel beschränkt haben, ist 
dieser Faktor praktisch gleich Eins, kann also fort-
gelassen werden. 

Damit ergibt sich für den elastischen Gesamt-
querschnitt statt (32) 

oe\ = 
ZQA2 

6n af, 1 + 
eü 

Z0h2 1 + 
eU 

1271 at em. 
U\ 1 + 

eU 

2m nc2 

(34) 

setzen. Die auf diesem Wege gewonnene Streufor-
mel 

der,, 4 Z2 

dQ ~ (q2 + 6Z/0)2 

hätten wir übrigens auch erhalten, wenn wir einen 
Moliereschen Ansatz (15) mit a-x= 1, a 2 = a3 = 0, 
b1 = aJ'R [wo R aus (30)] gemacht hätten, was also 
mit den Wentzelschen Ansatz formal mathematisch 
gleichbedeutend ist. Für den Gesamtquerschnitt 
eines Atoms für elastische Streuung ergibt sich aus 
(24) 

Aus dem elastischen Gesamtquerschnitt können 
wir leicht die von v. B o r r i e s 4 eingeführte Auf -
hellungsdicke yl' berechnen, welche als diejenige 
Massendicke definiert ist, innerhalb deren alle Pri-
märelektronen im Mittel je einmal elastisch gestreut 
werden. Die Aufhellungsdicke trägt ihren Namen 
danach, daß sie mit guter Annäherung diejenige 
Objektdicke bezeichnet, welche im Elektronen-
mikroskop beim Durchstrahlungsverfahren noch 
einigermaßen aufgehellt untersucht werden kann. 
Wir werden später diese Aufhellungsdicke als Maß-
stab für die Dicke der Streufolie im Abschnitt über 
Mehrfachstreuung benutzen. Definitionsgemäß ist 

yl' = l/ae]NL. (35) 

24 J. A. C r o w t h e r , Phil. Mag. 12, 379 [1906]. 

In Abb. 2 ist die Aufhellungsdicke als Funktion der 
Strahlspannung für Kohlenstoff, Chrom und Gold auf-
getragen, wie sie sich nach unserer Streuformel (34) 
ergibt. Hierzu wurde & für Kohlenstoff und Chrom 
aus der Hartree-Verteilung und für Gold aus den 
Streuexperimenten von L e i s e g a n g 2 3 berechnet. 
Außerdem sind in Abb. 2 gestrichelt die Aufhellungs-
dicken mit eingezeichnet, wie sie v. B o r r i e s 4 nach 
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Gl. (17), d. h. unter Zugrundelegung der Moliere-
schen Näherung für die Thomas-Fermi-Funktion be-
rechnet hat. Man sieht, daß sich für die Aufhel-
lungsdicken nach v. Borries kleinere Werte ergeben als 
nach unserer Streuformel, und daß seine Kurven auch 
einen stärkeren Gang mit der Ordnungszahl zeigen. 

ir¥ 

g/cm 2  

\ 

r 

10's 

10'" 
10 100 u 1000kV 

Abb. 2. Die ,, Auf heilungsdicke" von Kohlenstoff, 
Chrom und Gold in Abhängigkeit von der Strahlspan-
nung. Die Aufhellungsdicke ist als diejenige Massen-
dicke definiert, innerhalb deren ein Elektron im Mittel 
einmal elastisch gestreut wird. Die durchgezogenen 
Kurven sind nach Gl. (32) und (35) berechnet, die ge-
strichelten stammen aus älteren Rechnungen von v. 
Borries unter Benutzung der Moliereschen Näherung 

für das Thomas-Fermi-Modell. 

In Abb. 3 ist die Winkelabhängigkeit der Streu-
intensität für die elastische Einfachstreuung an Koh-
lenstoff dargestellt, wie sie sich nach den verschiedenen 

V V V 

3 

-

2 

1) aus der diam Suszeptibilitat M \ 

2) aus der Hartree - Dichteverteilung \ \ 

~ 3) nach Bethe T T -

. 4) nach Moliere \\ 

5)nach Bullard und Massey \\ 

- 6)aus der Thomas-Fermi-Dichteverteilung V 

7) nach Rutherford | r/nuiii nuuier iura | ^ 

10'* 10'3 10'2 •» 10~1 

Abb. 3. Winkel Verteilung der Streuintensität für die 
elastische Einfachstreuung von 50 kV-Elektronen an 
Kohlenstoff von einer Massendicke yl = 10 - 6 g/cm2 

nach verschiedenen Streuformeln. Die relativistischen 
Korrekturen sind in dieser Abbildung nicht berück-
sichtigt. Wegen des durch • bezeichneten Punktes 

s. Text. 

Streuformeln ergibt. Eine Bilddarstellung dieser Art 
ist bereits bei v. B o r r i e s zu finden4, wo aber der 
Höchstwert der nach der Thomas-Fermi-Dichtever-
teilung berechneten Kurve (dort als Streuformel von 
Debye zitiert) zu niedrig dargestellt ist. Der Grund 
für diesen Irrtum liegt darin, daß die Kurve nach den 
von B e w i l o g u a 7 angegebenen Werten für den Streu-
faktor / auf kleine Winkel hin graphisch extrapoliert 
wurde und der von Bewilogua für den kleinsten von 
Null verschiedenen Streuwinkel berechnete Wert einen 
Rechenfehler enthielt. Der zu diesem Wert gehörige 
Kurvenpunkt ist in Abb. 3 und 4 eingezeichnet und 
an seiner Abseitslage zu erkennen. In Abb. 4 ist die 
aus der Thomas-Fermi-Verteilung für kleine Streu-
winkel berechnete Funktion 1 — f j Z dargestellt. 

Abb. 4. Die für die elastische Elektronenstreuung maß-
gebende Funktion ( Z — f ) j Z , nach dem Thomas-Fermi-

Modell berechnet. 

2. U n e l a s t i s c h e E i n f a c h s t r e u u n g 
in k l e i n s t e W i n k e l 

Wenn man außer der elastischen auch die un-
elastische Streuung berücksichtigen will, muß man 
an Stelle von Gl. (1) die Streuformel von M o r s e 5 

+ (36) 

verwenden. Sie unterscheidet sich von (1) durch 
das Hinzutreten einer Streufunktion S, welche die 
unelastischen Streuakte berücksichtigt. Bei der Be-
rechnung dieser Streufunktion liegen die Verhält-
nisse ähnlich wie bei der Berechnung des Streu-
faktors für elastische Streuung: Einerseits gibt es 
eine auf alle Atome in gleicher Weise anwendbare 
Methode6 '7 , welche auf dem Thomas-Fermi-Modell 
basiert und sich für die inkohärente Röntgen-

Cr, Au 

Cr  A u  

/ T 
Y' / / 
' s / ' / / / 

/ ( 

s 



192 F. LENZ 

Streuung bewährt hat, bei der Elektronenstreuung 
in kleinste Winkel aber viel zu hohe Werte für die 
Streuintensität liefert. Andererseits besteht die 
Möglichkeit, S aus den Hartree-Verteilungen mit 
größerer Genauigkeit auch für kleinere Streuwinkel 
zu berechnen2 5 '2 6 , was aber für jedes Atom eine 
besondere umständliche Rechnung erfordert und 
nicht zu einfachen geschlossenen Ausdrücken für S 
führt. Wir werden uns wieder genau so helfen wie 
bei der elastischen Streuung, indem wir zuerst, 
noch bevor wir ein bestimmtes Modell eingeführt 
haben, das Verhalten für kleine Streuwinkel allge-
mein untersuchen und dann in einem möglichst ein-
fachen Modell die Konstanten so wählen, daß dies 
Verhalten richtig wiedergegeben wird. 

Die auf dem Thomas-Fermi-Modell beruhende 
Streufunktion nach Heisenberg und Bewilogua 
lautet 

sK(v) = z [ 1 - j ( c ^ _ | V £ 0 + 4 c 2 ) d £ ] . 

0 (37) 
Sie ist in der Originalarbeit in etwas umständ-

licherer Form angegeben, die aber mit (37) mathe-
matisch identisch ist, wie man mit Hilfe von (7) 
leicht zeigt27 . In Gl. (37) ist 

v = q-b und (38) 

b = a (<onZ)~K = a H (67rZ)~2/> = 0,176 kZ~l\ (39) 

Die obere Integrationsgrenze £0 in (37) ist durch 
die Gleichung 

<=0 
definiert. Die übrigen Bezeichnungen haben die im 
Abschnitt über elastische Streuung eingeführten 
Bedeutungen. Allerdings ist bei der unelastischen 
Streuung zu bedenken, daß q = 1f — V | nicht mehr 
einfach wie in (4) gleich 4TTA-1 sin (#/2) gesetzt wer-
den kann. Wir wollen nach K o p p e bei der unelasti-
schen Streuung mit 

? = ^ L | / V + ( J L ) ' (41) 

rechnen. Hierbei ist J die Ionisierungsenergie des 
Atoms und U die Beschleunigungsspannung der 
einfallenden Elektronen. Gl. (42) ergibt sich un-
ter der Annahme, daß #<^1 ist und beim Stoß der 

25 I. W a l l e r , Z. Phys. 51, 213 [1928]. 
26 I. W a l l e r u. D. R. H a r t r e e , Proc. Rov. Soc. 

A 124, 119 [1929]. 
27 F. L e n z , Z. Phys. 135, 248 [1953]. 

Energiebetrag J / 2 v o m stoßenden an das gestoßene 
Elektron übertragen wird. Für J j ^ e U ^ f t 1 geht 
(41) in (4) über. Für die Integration des Gesamt-
querschnitts wird die aus (41) durch Differentiation 
zu gewinnende Beziehung 

( 2-T \2 
qdq = f — J (42) 

wichtig sein. 
Die Näherung von Heisenberg und Bewilogua 

(37) ist für die Berechnung der Elektronenstreuung 
in kleine Winkel unbefriedigend. Sie liefert nämlich 
im Grenzfall v ^ O wegen (13) 

00 

3 P ©Ttf 
= (43) 

o 
während man allgemein zeigen kann8 , daß S für 
kleine q quadratisch und nicht linear in q ansteigen 
muß, und zwar ergibt sich* 

f ü r ? - > 0 . (44) 

Gerade für kleinste Winkel wird also die Streu-
funktion nach Heisenberg und Bewilogua versagen. 
Für die Röntgenstreuung ist das nicht schlimm, da 
dort für kleinste Streuwinkel der kohärente Anteil 
den inkohärenten bei weitem überwiegt, so daß es 
dort auf die Genauigkeit des letzteren kaum an-
kommt. Bei der Elektronenstreuung liegen die Ver-
hältnisse gerade umgekehrt. Dort überwiegt die 
unelastische Streuung die elastische nur im Bereich 
kleinster Winkel, dort aber um mehrere Zehner-
potenzen4 . Für größere Streuwinkel wird dann der 
unelastische Anteil klein gegen den elastischen, so 
daß es bei der Elektronenstreuung darauf ankommt, 
das Verhalten von S für kleinste Streuwinkel mög-
lichst genau zu kennen, während es für größere 
weniger auf Genauigkeit ankommt. Wir tun also 
gut daran, an Stelle von (37) eine Streuformel zu 
verwenden, welche vor allem die Bedingung (44) 
erfüllt. Hierzu scheint uns die von R a m a n 2 8 und 
C o m p t o n 2 9 a u f klassischem Wege abgeleitete Streu-
formel 

s = Z - f2/Z (45) 

geeignet zu sein. Sie liefert nämlich wregen (10): 

* Bei K o p p e steht irrtümlich der Faktor 2/3 an 
Stelle von 1/3. 

28 C .Y . R a m a n , Ind. J. Phvs. 3, 357 [1928]. 
29 A. H. C o m p t o n , Phys. Rev. 35, 928 [1930]. 
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genau das richtige Verhalten (44) von S für q-> 0. 
Die von H e r t z o g 3 0 und B e w i l o g u a 7 ausgespro-
chenen Bedenken gegen (45) können daher nur das 
Verhalten für größere Streuwinkel treffen. 

Genauer als (45) wäre wohl noch die Streuformel 
von W e n t z e l 3 1 

S = Z - i ] / ? . (46) 
i = 0 

Hierbei bedeutet 

i t / \ . o smgr 
fi= J Qi (r) — dr 

0 
den „Streufaktor des i -ten Elektrons im A t o m " . 
Definiert man entsprechend den Anteil 0^ des «-ten 
Elektrons am Integral 0 durch 

0i = $ Qi (r) r- 471 r2 d r, 
o 

so ergibt sich wegen 

f i = l - j r 0 i + O(q^) 

und 
i= 1 

0 

(48) 

(49) 

(50) 

^unel 
2l2 f S dq 

(53) 

abschätzen. Wegen des Nenners qz im Integranden 
kommt es hierbei vor allem auf den Verlauf der 

Streufunktion für kleine q an, welcher durch (52) 
richtig wiedergegeben wird. In (53) ist die untere 
Integrationsgrenze durch den nach (41) kleinsten 
möglichen Wert für q, 

q = 7im0J X\Ül (54) 

gegeben. Wir erhalten durch elementare Integration, 
wenn wir in (53) S nach (52) einsetzen, 

°unel 3 iia\ [2 (1 
1 , ( 6Z 

(55) 

Wenn q-0J6Z 1 ist, was bei den uns interessie-
renden hohen Strahlspannungen immer der Fall 
ist, können wir dafür schreiben 

R-& 6Z 
°unel = — ~ l n ' 3 nal q20 

2 A2R2Z , 1 
ö— m — 

R2 
(56) 

ebenfalls das richtige Verhalten (44) von S für 
q->0. 

(45) und (46) sind nur dann miteinander iden-
tisch, wenn alle Elektronen im Atom dieselbe La-
dungsverteilung haben, was bekanntlich nur für das 
Wasserstoff- und das Heliumatom gilt. In jedem 
anderen Fall dürfte (46) genauer sein als (45). Den-
noch werden wir im folgenden für die Elektronen-
streuung Gl. (45) wegen ihrer Einfachheit vorzie-
hen, da es uns ja vor allem auf das Verhalten (44) 
ankommt. 

Setzen wir in (45) den in (31) benutzten Wert 

f = Z/( 1 + 0q*lQZ) (51) 

ein, so ergibt sich die Streufunktion für unelastische 
Streuung zu 

1 + q ! m z ) S ) . m 

Wir wollen nun noch den Gesamtquerschnitt für 
unelastische Streuung 

% Für die relativistische Korrektur gilt wieder das 
im Abschnitt über elastische Streuung Gesagte. 
Hier wird aber außer aK und X auch der Wert von q 
von der relativistischen Korrektur beeinflußt, in 
welchen ja nach (54) X eingeht4 . Für den unelasti-
schen Gesamtquerschnitt ergibt sich somit in rela-
tivistisch richtiger Schreibweise 

^unel 
r-e az 

— ( l + e C / / W o c ^ l n w 

&h- (1 + eU/m0c2)2 

3zi afye mß 

• J h 

U (1 + eUI2m0c2) (57) 

TZJR 
\P^U( 1 mn 

eU /2m 0c 2 

In Abb. 5 sind zum Vergleich die Näherung nach 
Heisenberg und Bewilogua, unsere Näherung (52) und 
die von Koppe vorgeschlagene Näherung für S aufge-
tragen. Die Koppesche Näherung8 

SK 3b2 

4 a2 
@TF 
0S 

S, i (58) 

ist so aus (37) und (44) kombiniert, daß sie für große 
Streuwinkel in (37) und für kleine in (44) mit @ = @s 
übergeht. Man sieht aus Abb. 5, daß der scheinbare 
Vorzug der Koppeschen Näherung vor unserer, näm-
lich daß sie für große v in die Heisenbergsche übergeht, 
erst für so große Winkel wirksam wird, daß er keine 
praktische Bedeutung hat. 

Ein Ansatz für den Streufaktor, welcher eben-
falls für q ^ 0 und oo das richtige asymptotische 
Verhalten zeigt und für das Wasserstoffatom sogar 
streng richtig ist, wäre 

30 G. H e r t z o g , Z. Phys. 69, 207 [1931]. 31 G. W e n t z e l , Z. Phys. 43, 779 [1927]. 
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Er führt nach (45) auf 

S=z( 1 (1 + q2 © 112Z)* 

und liefert für die Gesamtquerschnitte 

(59) 

(60) 

2 As 

^el = 
(Z — f)2 

d q — 36 7i a,2, 

A2 & 12 Z 
^unel — ~ ~ 

G Z , (61) 

(62) 3 n a2 q2 0 ' 

also Werte, die von den in den Gleichungen (32) und 
(56) gegebenen nur unbeträchtlich abweichen. Beim 
Gesamtquerschnitt steht nämlich bei der elasti-
schen Streuung der Faktor 7/36 an Stelle von 1/6 
und bei der unelastischen zusätzlich der Faktor 2 
unter dem Logarithmus. Diese geringe Abweichung 
ist in Übereinstimmung mit unserer Behauptung, 
daß es bei den Gesamtquerschnitten hauptsächlich 
auf das Verhalten der Streufunktion für kleine 
Streuwinkel ankommt. 

In Abb. 6 sind die Streufunktionen für elastische 
und unelastische Streuung als Funktion des Streu-
winkels aufgetragen, wie sie sich nach den Gleichungen 
(31) und (56) ergeben. Während für sehr kleine Streu-
winkel die unelastische Streuintensität die elastische 

70 ?  

10s 

d(N/Ng) 

10 

70" 

10 5 

\une lastisch 

V V \\ 
esamfstreuung 

\\ A^ 
V vV 
\\ 

elastisch 
\\ A^ 
V vV 
\\ 

70' 10' 10' 10' 

Abb. 6. Winkelverteilung der elastischen und unelasti-
schen Streuung von 50 kV-Elektronen an 10~6 g/cm2 

Kohlenstoff, relativistisch korrigiert. Die Maximal-
werte der Streuquerschnitte wurden aus der Hartree-

Verteilung berechnet. 

um mehrere Zehnerpotenzen überwiegt, worauf v . B o r -
r ies 4 bereits hingewiesen hat, fällt sie für große Streu-
winkel rasch auf den Z-ten Teil der elastischen ab. Der 
Punkt, an welchem die für die unelastische Streu-
intensität maßgebliche Funktion S gleich der für 
elastische Streuung entsprechenden Größe ( Z — f ) 2 

wird, ist nach (45) durch 
/ 2Z V 

_ (63) 
Z — 1 i / V 1/2 e_ 

6Z z + i 
gegeben. 

Eine gemeinsame Darstellung der elastischen und 
unelastischen Streuverteilung an Kohlenstoff ist be-
reits bei v. B o r r i e s 4 zu finden. 

Es könnte fraglich erscheinen, o b angesichts des 
Überwiegens des unelastischen Streuanteils in 

Abb. 5. Die für die unelastische Streuung maßgebende 
Funktion S/v* nach Heisenberg-Bewilogua (SH/v4), 
nach Koppe {SK/v*) und nach Gl. (52) (S/v*) für die un-
elastische Streuung von 50 kV-Elektronen an Kohlen-
stoff. Zum Vergleich ist die Asymptote nach Gl. (44) 
mit eingezeichnet, in welche die richtige Streufunktion 
S/v4 für kleine v übergehen muß. Um den Vergleich mit 
der Näherung von Koppe durchführen zu können, 
wurde hier auch in Gl. (52) der aus der diamagneti-
schen Suszeptibilität bestimmte Wert für © eingesetzt. 

\ Asymptote 
V 
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kleinste Streuwinkel der elastische Streuanteil für 
die Übermikroskopie überhaupt von Interesse sein 
kann. Die Kenntnis der elastischen Streuverteilung 
scheint uns aber dennoch nicht überflüssig zu sein. 
Sie spielt erstens für Kontrastüberlegungen eine 
Rolle, bei denen es ja auf den Gesamtquerschnitt 
ankommt, an welchem die elastische Streuung 
merklichen Anteil hat. Die elastische Streuung ist 
ferner wichtig für elektronenoptische Abbildungs-
verfahren, welche mit Geschwindigkeitsfilterung 
arbeiten. Die neuerdings entwickelten Filterungs-
verfahren3 2 '3 3 erlauben nämlich die Beseitigung 
aller unelastisch gestreuten Elektronen aus dem 
Bildraum, so daß dorthin außer den ungestreuten 
nur die elastisch gestreuten gelangen können. 

Eine Messung der elastischen Streuverteilung in 
kleinste Winkel hat offenbar nur dann Aussicht auf 
Erfolg, wenn man die elastisch gestreuten Elektro-
nen von den ungestreuten und unelastisch gestreu-
ten trennen, d. h. also die von der Streufolie aus-
gehende Elektronenstrahlung nach Richtung und 
Geschwindigkeit analysieren kann. Dazu ist Voraus-
setzung, daß die Bestrahlungsapertur klein gegen 
die zu untersuchenden Streuwinkel ist. 

Wir wollen nun noch das Verhältnis n des un-
elastischen zum elastischen Gesamtstreuquerschnitt 
bestimmen, d. h. die Zahl n der unelastischen Stöße, 
die im Mittel auf einen elastischen kommen. Wir 
vergleichen zu diesem Zweck Gl. (56) mit (32) und 
erhalten 

1 (64) n = 
2 , 6 Z 

— l n ^ r 
qR 

teilung der Kleinstwinkelstreuung mittelschneller 
Elektronen an dünnen Schichten durchführen. 

B i b e r m a n , W t o r o w , K o w n e r , S s u s c h k i n und 
J a w o r s k i j 1 haben in einem sowjetischen Elektronen-
mikroskop vom Typ EM-100 eine Chromfolie, deren 
Dicke sie mit 4,9-10 -6 g/cm2 (das ist bei 00 kV nach 
Abb. 2 das 0,38-fache der Aufhellungsdicke; die Nähe-
rung durch die Einfachstreuformel ist also zulässig) 
angeben, mit Elektronen von 30, 60 und 80 kV durch-
strahlt und bei ausgeschalteten Linsen die an der üb-
lichen Stelle befindliche Photoplatte exponiert. Aus 
der Plattenschwärzung haben sie dann über die vorher 
aufgenommene Schwärzungskurve34 die Elektronen-
dichte als Funktion des Streuwinkels bestimmt. Der 
untersuchte Winkelbereich erstreckt sich von 3-10 - 4 

bis 3-10~2. Ein besonderer Vorzug der Anordnung ist, 

10 

-t 

0,1 
10 100 

In Abb. 7 ist n als Funktion von Z aufgetragen. Bei 
der Berechnung wurde für R einfach die Beziehung 
(26) benutzt. Das ist zulässig, weil es hier auf die Ge-
nauigkeit von R nicht sehr ankommt {R geht ja nur 
unter dem Logarithmus ein). Die Ionisierungsenergien 
wurden aus der Literatur20 (Tab. S. 211) entnommen. 
Abb. 7 ist für 50 kV-Elektronen berechnet; da aber die 
Elektronenwellenlänge (in q) ebenfalls nur unter dem 
Logarithmus eingeht, ist n nur sehr schwach von der 
Strahlspannung abhängig. Man sieht aus Abb. 7, daß 
an den leichten Atomen relativ mehr unelastische, an 
den schwereren Atomen relativ mehr elastische Streu-
prozesse stattfinden. 

Bevor wir zur Mehrfachstreuung übergehen, wol-
len wir einen Vergleich mit dem einzigen uns be-
kannt gewordenen Experiment über die Winkelver-

Abb. 7. Verhältnis n des unelastischen Gesamtquer-
schnitts zum elastischen in Abhängigkeit von der Ord-
nungszahl des streuenden Atoms für die Streuung von 

50 kV-Elektronen. 

daß man die gleichmäßige Dicke der Folie und die Ab-
wesenheit von Löchern in ihr mit demselben Mikroskop 
nachprüfen kann, in welchem man die Streuverteilung 
untersucht. Man braucht dazu nur die Linsen einzu-
schalten. Das Ergebnis der zitierten sowjetischen Ar-
beit ist in Abb. 8 wiedergegeben, in welcher die Auto-
ren zum Vergleich die nach M o t t und Massey 3 5 für 
60 kV theoretisch zu erwartende Streuverteilung mit 
eingetragen haben. Man sieht, daß der von B i b e r m a n 
und Mitarbb. gefundene Streuquerschnitt für unelasti-
sche und elastische Streuung zusammen für kleinste 
Winkel den nach Mott und Massey für die elastische 
Streuung allein berechneten um mehrere Zehnerpoten-
zen überwiegt, daß sich dann die Kurven bei & = 3-10~3 

32 H. B o e r s c h , Optik 5, 436 [1949]. 
33 G. M ö l l e n s t e d t u. O. R a n g , Z. angew. Phys. 

3, 187 [1951]. 

34 N. G. S s u s c h k i n u. I. A. K o w n e r , C. R. Akad. 
Sei., URSS 62, 633 [1948]. 

35 N. F. M o t t u. H. S. W . M a s s e y , The theory of 
atomic collisions, Oxford 1933. 
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überschneiden, daß im Bereich zwischen 3 - 1 0 - 3 und 
2-10 - 2 die experimentelle Gesamtstreukurve sogar 
unter der theoretischen elastischen Streukurve liegt, 
um erst bei & = 2 • 10 - 2 in diese überzugehen. Bei 
# = 10 - 2 liegt die experimentelle Kurve sogar um etwa 
den Faktor 2 unter der theoretischen nach Mott und 
Massev. Die sowjetischen Autoren schreiben dazu: 
„Wir nehmen an, daß das starke Anwachsen der Elek-
tronenzahl für kleine Streuwinkel mit unelastischen 
Prozessen zusammenhängt. Leider ist ein Vergleich mit 
theoretischen Daten schwierig, weil in der Literatur 
endgültige Ausdrücke für die unelastische Streuung 
von schnellen Elektronen in kleine Winkel fehlen." 

Wir haben nun nach unseren Streuformeln (31) und 
(52) die Streuverteilung für 60 kV-Elektronen an 
Chrom berechnet. Wir haben dazu das Integral Q nu-
merisch aus der Hartree-Elektronenverteilung36 für 
Cr++ zu 0 = 20,0 af{ berechnet und diesen Wert in die 
Streuformeln eingesetzt. Wir haben einfach mit Z = 2 1 

die Experimentalergebnisse von Biberman und Mit-
arbb. durch unsere Theorie wesentlich besser gedeutet 
werden können als durch die früheren, auf dem Tho-
mas-Fermi-Modell basierenden Theorien. Die noch 
bestehenden Abweichungen im Bereich um 2 • 10—2 sind 
vielleicht durch Interferenz zu erklären. Berechnet 
man nämlich die Lage des bei größeren Chromkristal-
len zu erwartenden ersten Beugungsmaximums, so er-
hält man mit A = 0,0487 Ä (60 kV) für das kubisch 
raumzentrierte Chrom mit seiner Gitterkonstanten 
2,88 Ä einen Winkel von 0,0487-f2 /2,88 = 0,024. Bei 
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Abb. 9. Vergleich der Meßergebnisse von Biberman und 
Mitarbb. mit der hier vorgeschlagenen Theorie. 

1 elastische Streuung, theoretisch; 2 Gesamtstreuung, 
theoretisch; 3 elastische Streuung nach Bullard und 
Massey, theoretisch; o Gesamtstreuung, experimentell. 

kleineren Chromkriställchen, welche noch keine schar-
fen Beugungsringe zeigen, wäre aber immerhin eine 
verschwommene Intensitätserhöhung um # = 0,024 zu 
erwarten. Es ist aber auch möglich, daß einfach die 
Genauigkeit unserer Streuformeln, welche ja im Hin-
blick auf das richtige asymptotische Verhalten für 

0 und etwas willkürlich gewählt sind, im 
Zwischenbereich nicht ganz ausreicht. 

gerechnet, obgleich Cr ja ein Metall ist, und die Metall-
elektronen ja eigentlich eine gesonderte Behandlung 
verlangt hätten. Der aus unserer Streuformel folgende 
differentielle Streuquerschnitt für 60 kV-Elektronen 
an Cr ist in Abb. 9 als Funktion des Streuwinkels auf-
getragen. Da in Abb. 8 die Absolutwerte der Strom-
dichte auf der Photoplatte und in Abb. 9 die differen-
tiellen Streuquerschnitte aufgetragen sind, sind beide 
Darstellungen nur nach Anpassung der Ordinaten-
maßstäbe miteinander vergleichbar. Dies ist aber mit 
Hilfe der in Abb. 8 mit eingezeichneten, nach Mott 
und Massey zu erwartenden theoretischen elastischen 
Streuverteilung möglich. Man sieht aus Abb. 9, daß 

36 R. L. M o o n e y , Phys. Rev. 55, 557 [1939]. 

3. M e h r f a c h s t r e u u n g 

Wir haben bisher nur den Fall der Einfachstreu-
ung behandelt. Man wird nur bei Schichten, die 
sehr dünn im Vergleich mit der Aufhellungsdicke 
sind, näherungsweise mit 

1 chV yl da 
N0 dü AMo dQ [ ' 

rechnen dürfen. Hierbei ist N0 die Anzahl der ein-
fallenden Elektronen, dAT der davon nach Durch-
setzen der Schicht in das Raumwinkelelement d Q 
fallende Anteil, A das Atomgewicht der Streuatome 
und M 0 = 1,660 • 10 - 2 7 kg die kernphysikalische Mas-

Abb.8. Meßergebnisse von 
Biberman und Mitarbb. 
für die Streuverteilung 
mittelschneller Elektro-
nen (1—80 kV, 2—60 kV, 
3—30 kV) an einer Chrom-
folie. Die gestrichelte 
Kurve ist die von Bullard 
und Massey theoretisch 
berechnete (elastische) 
Streu Verteilung für 60 kV. 
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seneinheit. Die Näherung (65) ist nicht über den 
ganzen Winkelbereich gleich gut, sondern sie be-
ginnt mit zunehmender Schichtdicke zuerst für 
kleine und erst später für große Winkel zu versagen. 
Dies hat dazu geführt, daß in der Literatur (s. 
z. B.3 7) gelegentlich bei gegebener Schichtdicke eine 
Einteilung der Streuverteilung in Winkelbereiche 
vorgenommen wird: 

Streuung in große Winkel = Einfachstreuung, 
Streuung in mittlere Winkel = Mehrfachstreuung, 
Streuung in kleine Winkel = Vielfachstreuung. 

Wo die Grenzen dieser Winkelbereiche liegen, 
hängt dann natürlich von der Schichtdicke und von 
den Anforderungen an die Genauigkeit ab, mit wel-
cher die Streuung in große Winkel durch (65) bzw. 
die in kleine Winkel durch eine Gauß-Verteilung 
angenähert werden soll. 

Eine andere mögliche Begriffsbestimmung für 
Einfach-, Mehrfach- und Vielfachstreuung ist die 
nach der relativen Schichtdicke 

p = yljyl'\ (66) 

p ist die mittlere Anzahl von elastischen Streupro-
zessen je einfallendes Elektron in einer Schicht der 
Massendicke y l. Die mittlere Anzahl von unelasti-
schen Streuprozessen beträgt dann nach (64) pn. 

Man könnte also vereinbaren, für 

p< 1 von Einfachstreuung, für 
p> 1 von Mehrfachstreuung und für 
p^> 1 von Vielfachstreuung 

zu sprechen, bzw. eine entsprechende auf der mitt-
leren Anzahl p(n-\-1) der gesamten (elastischen und 
unelastischen) Zusammenstöße je einfallendes Elek-
tron beruhende Definition zu wählen. 

Wir werden uns in den folgenden mathematischen 
Überlegungen auf keine der beiden Begriffsbestim-
mungen festlegen; unsere Untersuchung der Mehr-
fachstreuung gilt also für jedes endliche p, und Ein-
fach- und Vielfachstreuung sind nur ihre Grenzfälle. 

Für die Berechnung der Winkelverteilung bei 
Mehrfach Streuung hat B o t h e 3 7 ' 3 8 eine Rechen-
methode angegeben. Sie besteht darin, daß man 
zunächst eine Funktion 

00 
C d 

,/y W = I d ? T [ J o W ~ ^ ( 6 7 ) 
0 

3 7 W. B o t h e , im Handbuch der Physik (Geiger-
Scheel), Band NXII /2 , Berlin 1933. 

38 W. B o t h e , Z. Phvs. 5, 63 [1921]. 
39 G. M o l i e r e , Z. Naturforschg. 3a, 78 [1918]. 

aus dem als bekannt vorausgesetzten differentiellen 
Streuquerschnitt dcr/dD bei Einfachstreuung be-
rechnet. Aus dieser Funktion W (y) folgt dann die 
WTinkelverteilung / ( # ) bei Mehrfachstreuung durch 
die Integraltransformation 

CO 
/ (#) = J f ( X ) J o x d x . ( 6 8 ) 

0 
Hierbei ist J 0 die Besseische Funktion mit dem 

Index Null. / ( # ) # d # ist derjenige Anteil der Pri-
märstrahlung, welcher infolge der Mehrfachstreuung 
insgesamt um einen Winkel zwischen & und # + d-& 
aus seiner Einfallsrichtung abgelenkt wird. f(ß) ist 
also so normiert, daß 

00 
J 7 ( 0 ) 0 d 0 = l (69) 
o 

gilt. M o l i e r e 3 9 hat gezeigt, daß man die Integra-
tion (67) für eine Einfachstreu Verteilung der Ge-
stalt (24) in geschlossener Form durchführen kann, 
und Leisegang hat für diesen Fall auch die Integra-
tion (68) näherungsweise durchgeführt, indem er im 
Integranden die Funktion exp (27iNIjyllP(%) durch 

3 
eine Summe von Gliedern der Form exp (— bn%) 

n= 1 
annäherte. B i b e r m a n n 4 0 benutzt eine etwas ab-
weichende Methode zur Berechnung der Mehrfach-
Streuung nach (67) und (68) unter Beschränkung auf 
elastische Streuprozesse am Thomas-Fermi-Atom. 
Er entwickelt schon den differentiellen elastischen 
Streuquerschnitt in eine Reihe von Gliedern der 

4 
Form 2 ak e x P ( — bk&'2), führt dann die Integration 

k = 1 
(67) geschlossen durch und nähert die so gewonnene 
Funktion W (%) durch einen Ausdruck der Form 
1— e x p ( — h y ) an, was ihm die geschlossene Aus-
wertung auch der Integration (68) ermöglicht. Den 
Rechnungen von Leisegang und Biberman ist ge-
meinsam, daß sie sich bei der Berechnung derWin-
kelverteilung der Mehrfachstreuung auf elastische 
Streuprozesse beschränken. Für kleinste Streu-
winkel erscheint uns aber eine Berücksichtigung 
auch der unelastischen Streuung wünschenswert. 

Die Notwendigkeit, bei der Mehrfachstreuung in 
kleinste Winkel auch unelastische Prozesse mitzu-
berücksichtigen, wurde von v. B o r r i e s 4 und von 
K a n a y a und K a t o 4 1 erkannt. Beide benutzen 
aber nicht das Verfahren von Bothe. v . Borries hat 

40 L. M. B i b e r m a n , Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. 
Fiz. 15, 424 [1951]. 

41 K. K a n a y a u. A. K a t o , Bull. Electrotechn. Lab. 
(Japan) 14, 1,734 [1950]; 15, 4 [1951]. 
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die numerische Rechnung für einen Spezialfall 
durchgeführt, indem er die Streuverteilung durch 
ein Gaußsches Fehlerverteilungsgesetz angenähert 
hat. Kanaya und K a t o setzten eine Mehrfachstreu-
verteilung derart an, daß sie oberhalb eines gewis-
sen, von der Schichtdicke abhängigen Winkels Ein-
fachstreuung nach (65) und unterhalb desselben 
konstante Streuintensität annahmen. Dieser Winkel 
bestimmte sich aus der Forderung, daß die Gesamt-
zahl der gestreuten gleich der Zahl der eingefallenen 
Elektronen sein sollte. 

Wir wollen nun die Integrationen (67) und (68) 
für einen differentiellen Streuquerschnitt der Form 

da _ 4 Z T ZRi 1 / 1 VI 
~dÜ = (1 + q2R2)2 + ^V1 ~~ (1 + q2R2)2 )}' 

(70) 

also unter Berücksichtigung der unelastischen 
Streuprozesse durchführen. Im ersten Glied auf der 
rechten Seite von (70) ist für q (4), im zweiten (41) 
einzusetzen. Infolgedessen ist (70) eine komplizierte 
Funktion des Streuwinkels ft. Wenn wir näherungs-
weise auch bei der unelastischen Streuung statt (41) 
auch die Beziehung (4) zwischen q und ft verwenden, 
machen wir nur für Streuwinkel $ < e / / 4 e ? 7 einen 
wesentlichen Fehler. J/eU ist aber das Verhältnis 
zwischen der Ionisierungsenergie des Atoms und 
der Energie des einfallenden Elektrons. Bei den 
uns interessierenden Strahlspannungen zwischen 50 
und 100 kV betrifft dieser Fehler also nur Streu-
winkel, die kleiner sind als 10 - 4 . Ein weiterer mög-
licher Einwand gegen die Verwendung von (4) auch 
für die unelastische Streuung wäre, daß in diesem 
Fall der differentielle Streuquerschnitt für # ->0 wie 
ft~2 gegen Unendlich geht. Aus diesem Grunde ist 
zwar die Verwendung von (4) für die Berechnung 
des unelastischen Gesamtquerschnitts bei der Ein-
fachstreuung unzulässig, bei der Mehrfachstreuung 
bedeutet aber die Verwendung von (4) an Stelle von 
(41) nichts weiter, als daß wir nicht mehr zwischen 
ungestreuten und unelastisch in Winkel unter 10 - 4 

gestreuten Elektronen unterscheiden. Wenn wir uns 
nur für die Winkelverteilung bei der Mehrfach-
streuung in Winkel über 10 - 4 , nicht aber für Ge-
schwindigkeitsverluste interessieren, können wir 
uns also auf diese Weise die Rechnung vereinfachen. 
Wenn die Apertur des Primärstrahls von der 
Größenordnung 10 - 4 oder größer ist, ist bei einer 
nur auf die Winkel Verteilung gerichteten experimen-
tellen Untersuchung eine Unterscheidung zwischen 

ungestreuten und um so kleine Winkel gestreuten 
ohnehin sinnlos. 

Verwenden wir also die Beziehung (4), derzufolge 
für nicht zu große Streuwinkel q proportional ft ist, 
und definieren wir einen Winkel ft0 durch 

qR = ft/ft0; d.h.ft0 = A / 2 n R , (71) 

so wird aus (70) 

d a 4 Z&i0Ri I" Z + l 2 # 2 ] 

Dafür können wir mit Hilfe von (32) und (71) 
schreiben 

d a _ aH [" Z + 1 | 2 #2 1 
dß = 7iZ [ (#2 + + #2(#2 + #5)2J' ^ 

Es wird also, wenn wir (73) in (67) einsetzen und 
(35) und (66) berücksichtigen, 

2 t i N L y l W ( x ) 

=
 [ \

 Z + 1

 1 1 
z 0 J L + #o)2 (#2 + #o)2 J 

•[J0(X#)-L]#DFT. (74 ) 

Beziehen wir nun alle Winkel auf ft0, führen wir 
also die neuen Variablen 

x = ftjK,y = Xft o (75) 
ein, so wird 

0 
oo 

4p f J o (sy) — l A • + z " j * ( i + * 2 ) 2 ( ' 6 ) 

o 
Beide Integrale sind streng berechenbar. Für das 

erste gilt3 9 
00 

J x d x = t ^ m - V * W 
0 

wobei K die modifizierte Hankel-Funktion 42 vom 
Index 1 

Kx{y)= -f^i1» (iy) (78) 
ist. Für das Integral im zweiten Glied schreiben wir 
die Abkürzung 

oo 

0 
42 W. M a g n u s u. F. O b e r h e t t i n g e r , Formeln und 

Sätze für die speziellen Funktionen der mathemati-
schen Physik, Berlin 1943, Verlag Springer. 
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Auch dieses Integral läßt sieh geschlossen berech- Die Funktionen yKx (y) — 1 und L(y) sind in A b b . 10 
nen. Man erhält 

1 1 y 
L{y)= —TyK1 (y) —K0 (y) - lny + — - I n — ; 

(In y = 0,577216). 
2 

(80) 

Wir können also L (y) aus den fabulierten modi-
fizierten Hankel-Funktionen K0 und Kx gewinnen. 

yx (y)-i 

Abb. 10. Hilfsfunktionen zur Berechnung der Streu-
verteilung bei Mehrfachstreuung. 
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Abb. 11. 

Abb. 11—13. Winkelverteilung #§/ (#) bei Mehrfach-
streuung an C, Cr und Au für verschiedene relative 
Schichtdicken p. / ( # ) # d # ist derjenige Anteil der ein-
fallenden Elektronenzahl, der infolge Mehrfachstreu-
ung insgesamt um einen Winkel zwischen -& und & + d & 
gestreut wird. Für 50 kV ist für C = 0,0245, für Cr 
#„ = 0,0432 und für Au #0 = 0,0734. / ( # ) ist so nor-
miert, daß oo 

J f(&)&d#= 1 . 

graphisch dargestellt. Für 0 geht L(y)-> — y2/8, 
für y-> oo geht 

L (y) - In y + y - In = - In y + 0,61593. 

(81) 
Es gilt nun also 

2 T z N ^ y l W i x ) 
= + + (82) 

^ 7 
V 

Z =21 (Cr) 
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Abb. 12. 
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Abb. 13. 
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Setzen wir (82) in (68) ein, so erhalten wir 

= J exp (yKi iy) - 1) + 2 L (y) j j 
•J0(xy)ydy. (83) 

Wil l man nun für eine bestimmte relative Schicht-
dicke p und einen bestimmten Streuwinkel ft die 
Streuintensität bestimmen, so setzt man x = ft/ft0 

und die Werte von p, ft0 und Z in den Integranden 
von (83) ein und integriert numerisch. Bei dieser 
numerischen Integration stößt man für kleine rela-
tive Schichtdicken auf folgende Schwierigkeit: Der 
Integrand hat für große y nach (83) und (81) das 
asymptotische Verhalten 

Integrand -> c o n s t - y 1 " 1 ? ! 2 J0(xy), (84) 

d. h. er kann für kleine p eine oszillierende Funk-
tion mit unbeschränkt wachsender Amplitude wer-
den. In diesem Fall ist er also für eine numerische 
Integration über y bis oo nicht geeignet. Wie diese 
Schwierigkeit behoben wird, wird im mathemati-
schen Anhang gezeigt. 

Wir haben die Integrationen für Z = 6 (Kohlen-
stoff), Z = 24 (Chrom) und Z = 79 (Gold) für relative 
Schichtdicken von p = 1 / 2 , 1, 2, 4, 8 und 16 durchge-
führt. Für jede der so erhaltenen Kurven wurde am 
Schluß als Kontrolle die Gültigkeit der Normierungs-
bedingung (69) nachgeprüft. Die Kurven sind in den 
Abb. 11—16 wiedergegeben (Abb. 11—13 s. S. 199). 

In den Abb. 11-—43 ist als Ordinate #„ / (# ) , also 
eine der Intensität proportionale Größe aufgetragen, 
während in den Abb. 14—16 ##„ / (# ) dargestellt ist. 

Abb. 16. 

Das Integral von 0 bis oo über jeder der Kurven in 
den Abb. 14—16 ist definitionsgemäß gleich Eins. 
&&0f(&) d(#/#o) bedeutet den Anteil der Gesamtstrah-
lung, welcher zwischen die Kegel mit den Öffnungs-
winkeln # und # + d & gestreut wird. Man sieht, daß 
mit zunehmender Schichtdicke die Verteilungskurven 
flacher und breiter werden, und daß der für kleine p 
noch deutlich ausgeprägte Primärstrahl mit zuneh-
mender Schichtdicke zunächst immer flacher wird und 
schließlich ganz im Untergrund verschwindet. Den-
noch ist aber die Streu Verteilung selbst für p = 16 
noch deutlich von der Gauß-Verteilung verschieden. 

Abb. 15. 

Abb. 14. 

Abb. 14—16. Winkelverteilung # # „ / ( # ) bei Mehrfach-
streuung an C, Cr und Au für verschiedene relative 
Schichtdicken. Wegen der Zahlenwerte von &0 und der 
Normierung von / ( # ) s. die Unterschrift zu Abb. 11 

bis 13. 
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Um dies zu veranschaulichen, ist in Abb. 17 die Streu-
verteilung für Z — 6 und p = 1 ß zum Vergleich mit der-
jenigen Gauß-Verteilung zusammen aufgetragen, welche 
denselben Maximalwert hat und die Normierungs-
bedingung (09) ebenfalls befriedigt. 

Abb. 17. Mehrfachstreuverteilung für Z = 6 (Kohlen-
stoff) und p = 16, verglichen mit einer Gauß-Vertei-
lung (Vielfachstreuung), welche denselben Maximal-
wert besitzt und derselben Normierungsbedingung 
oo 
\i (&)&d&= 1 genügt. Man sieht, daß für p = 16 die 
0 

Mehrfachstreuverteilung noch merklich von der Gauß-
Verteilung abweicht. Für höhere Ordnungszahlen Z 
ist die Abweichung bei p = 16 von der Gauß-Verteilung 

noch größer. 

Es war zur Berechnung der Kurven in Abb. 11 bis 16 
nicht nötig, spezielle Annahmen über den Atomradius 
oder die Wellenlänge der einfallenden Elektronen zu 
machen. Die Kurven folgen aus der Kenntnis nur der 
universellen Funktionen Kn(y) sowie der Ordnungs-
zahl. Die Kenntnis des Atomradius R und der absolu-
ten Schichtdicke ist erst erforderlich, wenn man den 
Kurven Absolutwerte entnehmen will und dazu die 
Werte von und p braucht. 

Alle bisherigen Rechnungen bezogen sich auf den 
idealisierten Fall, daß der Primärstrahl eine Apertur 
besitzt, die klein gegen alle vorkommenden Winkel 
ist, so daß seine Intensitätsverteilung über den 
Raumwinkel in der mathematischen Behandlung 
durch eine zweidimensionale ö-Funktion ersetzt 
werden kann. Ist dies nicht der Fall, ist also der 
Primärstrahl von nicht mehr zu vernachlässigender 
Breite, so ist eine weitere Umrechnung der Funk-
tion / ( $ ) erforderlich. Wir wollen dabei je nach der 
Form des Primärstrahls zwei Fälle unterscheiden: 

a) Die Intensität im Primärstrahl ist nach der 
Gleichung 

I (a) = / „ exp ( - ar/cxji) (85) 

über den Winkel a verteilt. Da im normalen Be-
triebszustand eines Strahlerzeugers nicht nur die 
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Verteilung über den Raumwinkel , sondern auch die 
Stromdichteverteilung über die Ebene des engsten 
Querschnitts einem Gaußschen Verteilungsgesetz ge-
horcht4 3 , so ist auch die Winkelverteilung im Objekt 
unabhängig von der Kondensorbrechkraft von der-
selben Form (85), vorausgesetzt, daß sich zwischen 
Strahlerzeuger und Objekt keine Blenden befinden, 
welche äußere Bereiche des Strahls abblenden. 

Die Wahrscheinlichkeit für ein beliebiges Elektron 
des Primärstrahls, mit seiner Einfallsrichtung einen 
Winkel zwischen a und a + d a mit der Strahlachse 
zu bilden, beträgt also 2a^2 exp ( —a2/a|j) a da . 
Fällt dieser Primärstrahl nun auf eine Streufolie, 
deren Streuvermögen so beschaffen ist, daß die 
Wahrscheinlichkeit für ein Elektron, um einen 
Winkel zwischen d und § - f d # gestreut zu werden, 
/ ( # ) # d # beträgt, so ist die Wahrscheinlichkeit 
F(y)ydy dafür, daß es nach dem Streuprozeß eine 
Bewegungsrichtung besizt, deren Neigung gegen die 
Strahlachse einen Betrag zwischen y und y -(- dy 
besitzt, 

F W y A x - ^ ^ r (86) 
-j .i a,, 

oo 2 n 

j - 1 e x p | _ 0 ' + * ' - 2 0 s c o s y j / w § d & d ( f ) 

0 0 
Die Integration über cp ist vermöge der bekannten 

Beziehung 42 

2 71 
P 2 & y cos w 12 i ft y \ 

J « p — S j r ^ - ^ b r (87) 
o 

leicht durchzuführen. Es ist also 
00 

<*> = ^ J e x p ( - * + / (* ) J, ( ^ j o d O . 
0 

(88) 

F(%) ist so normiert, daß 
oo 
S*'(X)X*X = 1 (89) 
o 

ist. Wenn es nun möglich ist, f(&) in eine Reihe nach 
Potenzen von # 

/ (0) = 2 an (90) 
ii 

zu entwickeln, so erhält man unter Benutzung be-
kannter Formeln aus42 

F (x) = S o - «h* (l + K l 2 ( - * 2 / « h ) • (91) 

43 J. D o s s e , Z. Phys. 115, 530 [1940]. 
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Die LbJ2 sind hierbei die Laguerreschen Funk-
tionen. Eine Entwicklung der Form (90) für / ( $ ) 
ist bei Verwendung der in dieser Arbeit vorgeschla-
genen Streuformeln immer möglich. Das erste Glied 
der Entwicklung ist, wie man aus den Gin. (105) 
und (109) des mathematischen Anhangs ersehen 
kann, durch 

i 6 F(2plZ) 

bx = (4p/Z) - 2 (93) 

gekennzeichnet. Die folgenden Glieder bilden eine 
gewöhnliche, bei d = 0 reguläre Potenzreihe mit ge-
radzahligen bn — 0, 2, 4 

b) Die Intensität im Primärstrahl sei nach der 
Gleichung 

I 0 für a ^ a H 

0 für a. > a H 

verteilt. Eine derartige Verteilung kann sich er-
geben, wenn im Strahlengang zwischen Strahl-
erzeuger und Objekt eine Aperturblende angeord-
net ist, welche alle diejenigen Strahlen ausblendet, 
die in der Objektebene einen Winkel größer als a H 

mit der Strahlachse bilden würden. In diesem Fall 
wird für % > an 

X+ «H 
2 f #2 4- y2 a2 

= arccos — d # 

7 ( a ) = (94) 

2&x 
/ - < * H 

und für %< a H 

a n - / 

an j 

(95) 

(96) 

+ 
(Xn + x 

2 f + X2 — « H , N 
/ (#) $ arccos ^ d # . 

V = J e x p ( -
o = S 2 o B a 5 » - < ( 1 

und für einen Primärstrahl der Form (94) 
an 

V = f f(&)0d&. (98) 
o 

W i e durch Vergleich mit dem experimentell be-
stimmten Wert von V das Integral 0 bestimmt wird, 
soll an folgendem Beispiel gezeigt werden: Aus der 
A b b . auf S. 191 der Arbeit von L e i s e g a n g 2 3 kann 
man entnehmen, daß bei Streuung von 68 kV-
Elektronen an einer Goldschicht von 150 A Dicke 
F = 0,17 beträgt. (Daß Leisegang nicht mit einer 
freitragenden Goldschicht gearbeitet hat, sondern 
daß darunter noch eine Zelluloidschicht lag, wollen 
wir in der folgenden Rechnung nicht berücksich-
tigen, um sie nicht noch weiter zu komplizieren. 
D a die Massendichte von Gold wesentlich größer 
als die von Zelluloid ist, glauben wir, dadurch kei-
nen entscheidenden Fehler zu machen.) Die Breite 
des Primärstrahls, der etwa die Form (94) besitzt, 
gibt Leisegang mit <xH = 0,7° = 0,0122 an. Es müßte 
also 

0,0122 
0 , 1 7 = J / (#) (99) 

7i af, J ' ' ' 2&x 
a n - / 

Wir haben im Abschnitt über elastische Einfach-
streuung erwähnt, daß es möglich ist, das Integral 
O (12) empirisch aus der IntensitätsVerteilung bei 
Mehrfachstreuung zu bestimmen, wenn man die ab-
solute Schichtdicke und die Intensitätsverteilung 
im Primärstrahl kennt. Wir können nämlich für den 
Streuwinkel Null das experimentell bestimmbare 
Verhältnis V der Streuintensität zur Intensität des 
Primärstrahls mit dem theoretisch zu erwartenden 
vergleichen. Dies Verhältnis Avird nämlich für einen 
Primärstrahl der Form (85) nach (88) und (91) 

bJ2) (97) 

gelten. Um das Integral auf der rechten Seite nume-
risch auswerten zu können, müßten wir nun noch 
den Wert p der relativen Schichtdicke und die 
Größe # 0 aus (71) kennen. Wir benutzen dazu fol-
gendes Verfahren der schrittweisen Näherung: Wir 
wählen in erster Näherung einen willkürlichen Wert 
für p (die Größenordnung von p ist durch e r v ^ V 
gegeben) und bestimmen aus diesem nach (32), (35) 
und (66) 

yl ,T ylZ2N, A2 „„ 

den zugehörigen Atomradius R. Aus diesem können 
wir nun nach (71) die Größe -&0 berechnen. Damit 
kennen wir nun den absoluten Abszissenmaßstab 
und Ordinatenmaßstab der Kurven in Abb . 13 und 
können die rechte Seite von (99) integrieren. Er-
gibt sich eine Zahl größer (kleiner) als 0,17, so ist 
die Rechnung mit einem größeren (kleineren) Wert 
von p zu wiederholen. Wir haben in unserem Zahlen-
beispiel zuerst versuchsweise p = 2 gesetzt und für 
V den Wert 0,136 erhalten. Wir haben deshalb in der 
nächsten Näherung p = 1,75 gesetzt, was für V den 
Wert 0,168 ergab. In Anbetracht der geringen Ge-
nauigkeit, mit der die Schichtdicke und die Breite 
des Primärstrahls bekannt war, und vor allem des 
durch die Vernachlässigung der Zelluloidschicht ver-
ursachten Fehlers haben w ir auf einen dritten Nähe-
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rungsschritt verzichtet. Der zu p = l , 7 5 gehörige 
Atomradius beträgt nach (100) 

R — 0,116 A , (101) 

und der entsprechende Wert für O nach (30) 

O = 6 ,4 -10- : 6 cm-. (102) 

Der Zahlenwert aus (101) ist in guter Überein-
stimmung mit dem sich aus (26) für Gold ergeben-
den R = 0,123 A. Etwas weniger gut ist die Überein-
stimmung, wenn man den Zahlenwert aus (102) mit 
dem aus der diamagnetischen Suszeptibilität von 
Gold nach (21) folgenden 0 = 9 ,7 -10 - 1 6 cm~ ver-
gleicht, was nach (30) R= 0,143 A entspricht. Wir ha-
ben ja oben bereits darauf hingewiesen, daß die Be-
rechnung von O aus der diamagnetischen Suszeptibi-
lität eigentlich nur für Edelgase zulässig ist. Ein 
Vergleich mit aus Hartree-Eunktionen berechneten 
Werten ist hier leider nicht möglich, da für Gold 
unseres Wissens noch keine Hartree-Funktionen be-
rechnet worden sind. 

Abb. 18. Vergleich eines Experiments von Leisegang 
mit unserer Theorie. Die strichpunktierte Kurve ist 
unter Zugrundelegung einer „kastenförmigen" Inten-
sitätsverteilung, die gestrichelte unter Annahme einer 
Gauß-Verteilung im Primärstrahl berechnet.Die durch-

gezogene Kurve wurde von Leisegang berechnet. 

In Abb. 18 ist die von Leisegang experimentell auf-
genommene Streuverteilung von 68 kV-Elektronen an 
einer Streufolie von 150 Ä Dicke wiedergegeben. Die 
durchgezogene Kurve ist die von Leisegang unter Ver-
nachlässigung der unelastischen Streuung berechnete 

Streuverteilung. Die gestrichelte Kurve wurde von 
uns unter Annahme einer Primärstrahlform nach (85) 
und die strichpunktierte unter Annahme einer Primär-
strahlform nach (94) berechnet, beide für p = l , 7 5 
(s. o.). Die wirkliche Primärstrahlform dürfte zwischen 
diesen beiden Grenzfällen gelegen haben. Man sieht 
aus Abb. 18, daß unsere Theorie für das gegebene Bei-
spiel kaum Vorzüge vor der von Leisegang benutzten 
besitzt. Das liegt daran, daß wir bei der Ableitung 
unserer Streuformeln besonderen Wert auf das Verhal-
ten für kleinste Winkel und auf die richtige Berück-
sichtigung der unelastischen Streuung gelegt haben. 
Beides geht wegen der Breite des Primärstrahls in 
diesem unter. Nach (03) und (71) wird der unelastische 
Streuquerschnitt ja erst für Winkel, die kleiner als 
&0 V2/(Z— 1) sind, größer als der elastische. Im Bei-
spiel von Abb. 18 beträgt dieser Winkel 0,57°, ist also 
kleiner als die Primärstrahlbreite. 

Man sieht ferner aus Abb. 18, daß die von Leisegang 
beobachtete Abweichung zwischen Theorie und Ex-
periment im Bereich zwischen 1° und 2° auch durch 
Mitberücksichtigung der unelastischen Streuung und 
der Primärstrahlbreite nicht befriedigend erklärt wer-
den kann, es sei denn, man nähme eine langsamer ab-
fallende Form des Primärstrahls an. Dies Verhalten ist 
ähnlich dem in Abb. 9. Dort hatten wir die Vermutung 
geäußert, daß durch Interferenzeffekte eine zusätz-
liche diffuse Intensitätsanhäufung im Bereich der 
ersten Beugungsringe auftreten könne. Vielleicht ist 
das auch in dem in Abb. 18 gezeigten Beispiel der Fall. 
Da Gold ein kubisch flächenzentriertes Gitter mit der 
Gitterkonstanten 4,05 Ä besitzt, wären bei 68 kV 
(A = 0,0455 Ä) die ersten Beugungsmaxima bei 

& 0,0455 f 1 3 
0,0455 r _ 1,11° und — - — U = 1,28° 4,07 

zu erwarten. 

Herrn Prof. Dr. B. v. B o r r i e s danke ich für die 
Anregung zur vorliegenden Arbeit, für sein ständiges 
Interesse und zahlreiche Diskussionen. Herrn Prof. Dr. 
J. M e i x n e r danke ich für den Hinweis, daß die Funk-
tion (79) in geschlossener Form integrierbar ist. 

M a t h e m a t i s c h e r Anhang 
Die I n t e g r a t i o n v o n (83) für k l e i n e p 

Wir haben in (84) gesehen, daß der Integrand in (83) 
für kleine p eine oszillierende Funktion mit unbe-
schränkt zunehmender Amplitude sein kann. Diese 
Schwierigkeit ist übrigens nicht etwa die Folge des 
oben erwähnten Unendlichwerdens des differentiellen 
Streuquerschnitts für unelastische Einfachstreuung 
bei Verwendung von (4). Sie taucht vielmehr schon in 
einfacherer Form bei der Behandlung der elastischen 
Mehrfachstreuung allein auf39. Die (83) entsprechende 
Formel für elastische Mehrfachstreuung unterscheidet 
sich ja von (83) nur dadurch, daß dort im Exponenten 
das Glied mit L(y) und der Faktor (Z + 1 )/Z fortfällt. 
Der Integrand hat dort also immer das asymptotische 
Verhalten 

Integrand -> const-,yJ0 (xy). (103) 
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Man hilft sich dort mit dem Kunstgriff, daß man 
00 00 

J J0 (xy) ydy= lim J e'^ J0 [xy) y dy (104) 
0 a 0 0 

setzt und erst die Integration und dann erst den Grenz-
übergang durchführt. Entsprechend wollen wir auch 
hier vorgehen. Wir schreiben statt (83) 

>?/(#) = J o 

(„K, , „ , - , ) +2 ! ( « } 2 

Z-1 
2 

/ - I 

[105) 
-21n 2/-21n t ) 

/« 
0 

2 p f Z-
, Z l 2 •2 In y - 2 In 

•/o («y) y d y 

j 0 (•*•?/) 2/ dy. 

Dann geht im ersten Integrand die eckige Klammer 
hinreichend stark gegen Null, um eine numerische In-
tegration zu ermöglichen. Das zweite Integral können 
wir aber streng lösen, wenn wir einen ähnlichen Kunst-
griff wie in (104) anwenden. Wir schreiben nämlich 

J J0 dy = lim J J 0 [xy) y*-*Piz dy, 
o a->0 o (100) 

Das in (106) links stehende Integral ist ja bis auf 
den Faktor exp (—p (Z— 1 )/Z—-4p/Z In y/2) mit dem 
zweiten Integral in (105) identisch. Das in (106) rechts 
stehende Integral läßt sich aber für p<Z/2 durch 
die hypergeometrische Funktion ausdrücken42, und 
zwar ist 

J e-ovJo (xy)yi-l»iz dy = 
0 

a2-ip/z 2 
2p 3 2 p 

(107) 

Nach einer bekannten Transformationsformel für die hypergeometrische Funktion können wir dafür schreiben 
2p 

4p 
J <Ta"J0{xV)yi-*"Zdy 

Tn + 

a 2—4 V\Z 
' { k - r v m 

2Fx (1 — 2pIZ, 1 — 2 p I Z ; 1; — a2lx2) 

Im Grenzübergang a 0 wird daraus 

4 + 2- p (L 2p 3 2p 
; 3/2; — a2\x2 . 

lim $ e - a y j 0 ( x y ) y i - * v i z d y = ' = 2 . 

(108) 

(108) 

(109) 

Damit sind die Schwierigkeiten bei der Integration von (83) behoben. 


