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INTRODUCTION

Ce qu'on appelle communement calcul stochastigue est constitue de la

theorie des integrales stochastiques et des regles de calcul qui president

a l'usage de ces integrales.

Introduites par K. Ito, les integrales stochastiques etaient d'abord

prises par rapport au mouvement brownien, tandis que la classique "formu

Le d'Ito" constituait l'essentiel des r eg Les de calcul. Mais de puis une

quinzaine d'annees l'ensemble de la theorie a pris un essor considerable,

d'abord a cause de son utilite pour la theorie des processus de Markov,

ensuite et surtout sous la pression des applications, notamment de la theo

rie du filtrage.

En fait, a l'exception de A.N. Skorokhod dont le travail (lJ est reste

longtemps un peu meconnu, la plupart des auteurs ont d'abord traite de la

partie de la theorie concernant le mouvement brownien et les processus

continus, et il existe plusieurs ouvrages de synthese dans ce cadre. Par

contre pour le cas general ou les processus peuvent etre discontinus, on

trouve des ouvrages et des articles presentant de maniere synthetique la

construction des integrales stochastiques, mais aucun jusqu'a present ne

fournit une vue d'ensemble sur le "calcul" stochastique. C'est qu'en effet

les regles de ce calcul ne se limitent plus a la formule d'Ito, mais cou

vrent la plupart des transformations auxquelles on peut soumettre un pro

cessus.

Tel est donc l'objectif de ces notes: presenter une synthese des resul

tats recents sur leF regles du calcul stochastique, regles qui semblent

maintenant avoir atteint une forffie a peu pres stable et s'etre debarassees

d'une quantite d'hypotheses restrictives.

Plus precisement, ces notes sont divisees en trois parties (avec une cer

taine dose d'interpenetration):

1) La premiere partie (ch. IV) jette les bases de la theorie. On y pre

sente d'abord un resume de la "theorie generale des processus" au sens de

l'Ecole strasbourgeoise. Puis on y rappelle la construction de l'integrale

stochastique par rapport a une martingale et a une semimartingale (ch. II).

Nous insistons sur la classe des semimartingales, dont on decouvrira les

belles proprietes tout au long de ce travail.

Ensuite on expose la theorie des mesures aleatoires (ch. III), avec beau

coup de details puisqu'il s'agit du premier expose systematique sur ce su
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jet. D'ailleurs, le lecteur remarquera sans doute que les mesures alea

toires, outre leur interet intrinseque et leur aspect naturel (speciale

ment pour les applications), contribuent notablement a simplifier l'ensem

ble de la theorie. Les chapitres IV et V sont d'importance moindre.

2) Dans la seconde partie (ch. VIX) on etudie les regles de transforma

tion des processus, lorsqu'on change la probabilite, la filtration, l'e

chelle des temps, l'espace luimeme, etc .•. Les motivations d'une telle

etude sont essentiellement d'ordre pratique. Par exemple dans la theorie

du filtrage on utilise frequemment les changements absolument continus de

probabilite, tandis que le probleme du changement de filtration constitue

l'essence meme du filtrage.

3) La troisieme partie (ch. XIXV) traite d'une application du calcul

stochastique, aux problemes de martingales. L'interet de ces problemes s'

est degage au fur et a mesure des progres de l'application des integrales

et equations differentielles stochastiques a la theorie des processus de

Markov, jusqu'a acquerir un statut autonome qui no us semble autoriser un

traitement "abstrait". Cependant cette partie contient deux longs chepitres

d'applications aux processus a accroissements independents, processus de

Markov, processus de diffusion, equations differentielles stochastiques.

4) La quatrieme partie est absente de ces notes, mais elle devrait etre

presente a l'esprit du lecteur, au moins a titre de motivation: il s'agit

des applications au filtrage et au controle stochastique. Independamment de

la fatigue de l'auteur, nous pouvons justifier cette absence par l'exis

tence d'un grand nombre d'ouvrages traitant souvent des cas particuliers,

mais couvrant cependant la plupart des applications "a la realite", et aus

si par le fait que la "theorie generale" du filtrage et du controle sto

chastique dans un cadre aussi general que celui ou nous nous reste

encore a faire (bien entendu, on peut aussi se poser la question de l'uti

lite pratique d'une telle theorie generale).

A la lecture de ce qui precede le lecteur aura compris (ou sinon, il le

verra des les premieres lignes du texte) que ces notes ne constituent en

aucune maniere un cours de base sur l'integrale stochastique: d'une part

en effet les connaissances supposees sont assez nombreuses et incluent no

tamment l'essentiel de la "theorie generale des processus" et les bases de

la theorie des martingales. D'autre part notre point de vue est systemati

que, dans le sens ou partout ou cela nous a ete possible nous avons donne

des resultats complets, des conditions necessaires et sUffisantes, avec le

moins d'hypotheses possible, etc ••• , au detriment parfois des imperatifs
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pedagogiques. Un tel point de vue conduit necessairement a un texte long,

parfois fastidieux, en to us cas d'aspect assez technique.

Pour eviter d'allonger encore l'ensemble, nous avons admis certains re

sultats "classiques", ce qui veut dire a la fois qu'on peut les trouver

facilement dans la litterature, et qu'on peut les admettre sans dommages

pour la comprehension du texte: nous nous sommes efforce de rappeler ces

resultats sous la forme d'enonces precis, et pas seulement saus la forme

de reference a tel ou tel livre.

Chaque chapitre est suivi de commentaires, parfois assez longs, ou sont

indiquees les references bibliographiques et ou sont donnees egalement

quelques appreciations sur le contenu du chapitre et l'interet de telle

notion, parfois sur des methodes differentes d'apprache des problemes. Nous

avons egalement ajoute a la fin de la plupart des parties quelques exerci

ces. Certains sont extremement simples; la plupart sont des complements au

texte luimeme, et a ce titre meritent d'etre lus et resolus.

En ce qui concerne la bibliographie, nous avons essaye dans la mesure de

nos connaissances de rendre compte de l'apport de chaque auteur a la theo

rie "generale" telle qu'elle est exposee ici. Par contre nous n'avons pas

tente de rendre justice aux tres nombreux auteurs qui ont construit la

theorie "dans le cas continu" et naus naus sommes contente de citer cer

tains articles marquants: pour une bibliographie complete sur ce sujet,

nous preferons renvoyer au livre [2J de Liptzer et Shiryaev. De meme la

bibliographie relative aux applications (processus de Markov, diffusions,

equations differentielles stochastiques) est toutafait squelettique, dans

la mesure ou nous n'avons cite que les travaux ayant un rapport etroit

avec notre texte: que les auteurs ayant contribue a ces theories veuillent

bien nous en excuser.

Je remercie ici chaleureusement Marc Yor et Jean Memin: d'abord parce

qu'une part importante de l'aspect original de ces notes resulte de travaux

que j'ai effectues en collaboration avec eux. Ensuite parce que Marc Yor

a beaucoup contribue a me convaincre d'ecrire ce texte et a activement col

labore a une redaction primitive des premiers chapitres, tandis que Jean

Memin a largement aide a la preparation du manuscrit en le lisant, en le

corrigeant et en faisant nombre de remarques.
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