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THI~OREME SUR LES SI~RIES ENTIERES 

PA1g 

JACQUES HADAMAl~D 
~, BORDEAUX. 

I. Soient deux s6ries de Maclaurin 

O) 
(2) 

f ( z )  ----- a o + a l z  + . . .  + a,,,z'* + . . .  

~ ( t )  = bo + bit  + . . .  + b . t "  + . . ,  

convergentes dana des cercles ayant pour centre l'origine et pour rayons 
respectifs k et 1. 

La s6rie 

(3) r  = aobo + a~b~x + . . .  + a.b.x" + . . .  

dont chaque coefficient est 6gal au produit des coefficients eorrespondants 
des s6ries (I) et (2), a son rayon de convergence au moins 6gal k kl. 
Nous allons d6montrer, plus g6n6ralement, que la fonction ~b(x) n'a (et 
cela dans tout le plan) d'autres points singuliers que ceux que l'on obtient 
en multipliant les affixes des diffe'rents points siuguliers de f(z)  par ceUes 
des diff&ents points singuliers de ~(t). 

2. Une expression analytique bien connue de ~b(x) est la suivante 

2w 

(4) r  = -~ff(ze~)F(te-'a)da, 
z et t 5~ant deux nombres fixes quelconques de modules respectivement 
inf6rieurs k k et l e t  satisfaisant k la relation 

(5)  , t  = x .  
~ a  m~J~mat/oa. 22. Imprim~ le 24 f6vrier 1898. 
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A l ' int4grale (4), nous allons en substituer une autre dormant aussi la 
valeur de r et comprenant la premiere comme cas particulier. 

Pour  cela, x ayant une valeur dfitermin~e quelconque, nous ferons 
encore correspondre ~ chaque valeur de z une valeur de t par l'4qua- 
tion (5); mais, au lieu de laisser z fixe, nous supposerons qu ' i l  tourne 
autour  de l 'origine en ddcrivant un certain contour C; alors, le point 
correspondant t tournera ~galement autour  de l 'origine, mais en sens in- 
verse, en ddcrivant le contour /~ qui correspond k C; on aura d'ailleurs 
~videmment 

dt 
(6) + 7- = o.  

De plus, k une valeur de z ext6rieure k C, correspond une valeur de t 
int6rieure k / ' ,  et inversement. 

Nous supposerons: 
x ~ que la fonction f(z) est holomorphe k l ' int6rieur du contour C 

et sur ce contour; 
2 ~ que la fonction 9(t)  est holomorphe k l ' int6rieur du contour /~ 

et sur ce contour. 

3. Cela pos6, formons l ' int~grale 

(7) I =  f (z)9  --; 

prise le long du contour G, duns le sens direct, laquelle 6quivaut, en 
vertu de la relation (6), k l ' int6grale 

f ~ d t  

prise (dana le sens direct) le long de I ' ,  puisque le sens direct sur Fun 
des contours correspond au sens r~trograde sur l 'autre. 

L'int4grale I ne d~pend pas du choix du contour C, rant que eelui-ei 
v~rifie les deux conditions sp4eifi4es tout g rheure:  autrement dit, si 
ron remplace le contour 0 par un contour C' satisfaisant aux m4mes 
conditions, l ' int4grale n'est pas ehang4e. Cela r4sulte imm4diatement de 

la fonction I f(z)9~(~-] est holomorphe entre C et C'. ce clue 
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D'ailleurs I est, pour un choix ddtermind du contour C, une fonction 
holomorphe de x. 

Donc I e s t  une fonction holomorphe de x tant que cette quantit6 e$ 
les contours C , / '  varient de mani6re que les conditions du n ~ pr6c6dent 
ne cessent pas d'dtre v6rifi6es. 

Si enfin le module de x est inf6rieur h kl, on peut supposer les 
contours C , / '  respectivement int6rieurs aux cercles de convergence des 
s6ries (i), (2) et, par cons6quent, utiliser les d6veloppements de f et de 
F: il vient alors immddiatement 

I = 

En un mot, l'int~grale -=I fournit la continuation analytique de la 
2~7C 

(3). 

4. I1 reste ~ examiner pour quelles valeurs de x nous pourrons 
construire les contours C,  F poss6dant les propri6t6s demand6es. 

Soient S ,  27 deux aires comprenant rorigine, que nous supposerons, 
pour fixer les id6es, simplement connexes et dans lesquelles les fonctions 
f ,  9~ sont respectivement holomorphes. Donnons-nous encore, pour un 
instant, la valeur de x: le lieu des points z, tels que les points t corres- 
pondants soient situ6s sur le contour de 27, est une certaine courbe ferm6e 
ca et un point t sera k l'int6rieur ou ~ l'ext6rieur de 27, suivant qu'iI 
correspond k un point z ext6rieur ou int6rieur k c~. 

Toutes les courbes ca correspondant aux diverses valeurs de x seront 
d'ailleurs semblables entre elles. 

Nous appellerons produit des aires S e t  27, et nous d6signerons par 
la notation $27, l'aire lieu des points x tels que la courbe c~ soit com- 
prise tout enti6re k l'int6rieur de S: aire qul est limit6e par la courbe 
lieu des points x tels, que ca touche int6rieurement le contour de S. 

5. Ce produit ne d6pend pas de l'ordre des facteurs; car la d6- 
finition prdcddente peut 6videmment se remplacer par celle-ci: 

L'aire SY, est formde par les points dont les affixes' ne peuvent pas 
~tre obtenues en multipliant l'affixe d'un point extdrieur it S par celle d'un 
point extdrieur d X. 

Aeta mathamatiea. 22. Imprim~ le 2 mars '1898. 8 
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6. A quelle condition cette aire $2: sera-t-elle connexe? Consid6rons 
toutes les courbes c~ qui passent par un point d6termin6 a, et supposons 
qu'il existe un arc a% int6rieur ~ routes ces courbes (ou pouvant avoir 
des points communs avec quelques unes d'en~re elles) et par tant  du point 

pour aboutir  ~ un point a 1 plus rapproch6 de l'origine que le premier. 

Alors, si l 'on pose xl = ~ x ,  on volt que la courbe c,, sera int6rieure 

c~ quel que soit x; et m6me on pourra aller de x ~ x~ par un arc 
(~ savoir l 'arc semblable k a%) tel que, pour tout  point  y de cet arc, 
la courbe c~ soit int~rieur ~ c~. 

Si donc le point x est int6rieur g l 'aire S~:, il e n e s t  de m6me de 
t o u s l e s  points de l 'arc xxx, et aussi de l 'arc x,x~ joignant  le point xx 

~2 t au point d'affixe x~ = -  x l ;  et ainsi de suite. En un mot, on peut, sans 
(z 

sortir de l 'aire $2:, passer de tout point x int6rieur ~, cette aire g des 
points infiniment voisins de rorigine.  

Donc l 'aire 82: est connexe. 
I1 est clair, d'ailleurs, qu'on obtiendra une autre condition 6gale- 

men~ suffisante, mais non n6cessaire, en substituant, dans ce que nous 
venons de dire, l 'aire S ~ l'aire 27 et inversement. 

7- L'aire $2: est celle dana laquelle nous pourrons faire varier x 
sans que la d6finition et les propri6t6s fondamentales de l 'int6grale I 
ceasent de subsister. 

Si, en effet, x est int6rieur ~ eette aire $27, on pourra prendre pour 
le contour C l 'un quelconque de ceux qui contiennent c, ~ leur int6rieur, 
tout  en 6rant eux m6mes int6rieurs ~ S. 

Au contraire, si x est ext6rieur '~ l 'aire 8Z, le contour de 2' cor- 
respond ~ une courbe c~ qui sort de l 'aire S e t  il en sera, a fortiori, 
de m6me de tout contour /"  int6rieur ~ 27. 

8. Soient d6crits, avec l 'origine comme centre, un cercle de rayon 
K >  k duns le plan de la variable z, un eercle de rayon L > 1 dans le 
plan de la variable t. Supposons que, dans ces cercles, lea fonctions 
f ( z ) ,  9~(t) aient chacune un certain nombre de points singuliers que 
nous supposerons isol6s, pour simplifier: soient 

a/L (~=1,2, ..., n) 
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les points singuliers de f(z),  

bv (v= 1, ~, ...,p) 

ceux de F(t). Nous joindrons les premiers ~ la circonfdrence de rayon K,  
les seconds '~ la circonfdrenee de rayon L,  par des rayons ou, plus g6n6- 
ralement, par des spirales logarithmiques routes semblables entre elles et 
ayant l'origine comme pble. 

Nous pourrons prendre, pour les aires S e t  X, celles qu'on obtient 
en pratiquant, suivant ces spirales, des sections dans  les deux cercles 
pr6e~dents. L'aire $2' sera alors celle qu'on d6duira d'un cercle C ayant 
pour rayon la plus petite des quantit6s kL et 1K, en y pratiquant des 
sections suivant des spirales logarithmiques semblables aux pr6c6dentes 
et partant des points 

c~ ~- a~b~. f~=1.2 ...... \t*~l) 2)...~p/ 

Donc la fonction ~b est holomorphe ~ l'int6rieur de l'aire ainsi d6- 
finie; comme, d'ailleurs, la forme des spirales logarithmiques employdes 
est arbitraire, les seuls points singuliers de ~(x ) ,  d l'int~rieur du cercle C, 
sont les points c~. C'est le r6sultat mgme que nous avions en rue. 

9. Ce r6sultat peut 4tre considdr6 comme gdndralisant, ~ un certain 
point de rue, celui qui figure dans ma th6se I e t  qui se rapporte aux 
points singuliers de la s6rie 

(8) , O.amx 

off 
1 

0 

I1 prgsente, comme ce dernier, cette particularit6 d'etre valable dans 
toute l'dtendue du plan, rant en dehors qu'~ l'int~rieur da  cercle de 
convergence: en un mot, de fournir une propri6t6 du prolongement ana- 
lytique d'une fonetion donn6e par son d6veloppement en sgrie de puis- 
sances. 

1 Journal de M. Jordan~ 4 e sdri% tome 8; I892 ; n ~ 35--37. 
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On dolt toutefois observer qu'il lui manque, pour servir ~ la con- 
naissance de ce prolongement analytique, un autre caractSre important: 
ce caract6re est l'invariance vis ~ vis de la transformation par laquelle 
on passe du d6veloppement de f(x) k celui de f(x A-h) (h 6tant une 
constante quelconque). 

Les difficult6s que l'on rencontre dans l'6tude des fonctions d'apr6s 
leur ddveloppement taylorien tiennent, en effet, ~ la complication des for- 
mules qui lient entre eux les coefficients de ces deux d6veloppements (sup- 
pos6s ordonn6s suivant les puissances de x); et Fun des probl6mes dont 
la solution serait le plus essentielle pour cette 6tude est la recherche de 
fonctions des coefficients invariantes, non seulement vis '~ vis de la trans- 
formation que ces formules d6finissent (ce qui ne pr6senterait aueune 
difficult6, au moins pour les petites valeurs de h, et serait, d'autr e part, 
sans utilitd), mais encore par cette transformation, combin6e avec l'addi- 
tion d'un polynome quelconque ~ f(x). 

Malheureusement nous ne connaissons gu6re, dans cet ordre d'id6es, 
qu'un seul exemple d'invariance ou plut6t de covariance: c'est celui des 
d6rivdes de f(x) et, plus g6n6ralement, ainsi que je l'ai remarqu6, ~ du 
symbole 

x 

D f(x) z)~ 
0 

Quoiqu'il en soit, on serait tr6s probablement conduit ~ des applications 
int6ressantes par l'examen des eas off la s6rie ~b(x) aurait un rayon de 
convergence supdrieur au produit des rayons de convergence primitifs k 
et l: ce qui pourra se produire lorsque la quantit6 ]~/~1 ne tendra pas 

I 
r6guli6rement vers ~. 

Io. En terminant, signalons quelques formules analogues k la for- 
mule (4) et relatives aux s6ries de la forme a,,,e -~'~. 

Soient 

(9) - -  
m 

( ,o )  = Eb,,,e 
m 

1 lee cir., n ~ 3I~ note.  
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deux telles s6ries, absolument convergentes pour dertaines valeurs de R(u)  1 
et de R(v). Consid6rons la quantit6 

+ A  

' f v ( ~  -1- wi)q~(v--wi)dw. (I I) 2~ 
- -A  

Comme on a 

F(~ + wi)O(v - wi) 

-~ Z amb.,,e-(a~'"+~"'~ (2m - -  2,,,,)W + i sin (2.1 - -  2m') W], 
m~ m 

le d6veloppement de l'expression (1i)  comprendra deux parties: l 'une 
(cellc qui correspond ~ m = m') sera ~gale k q/(u + v), off l 'on a pos~ 

( ,2)  ~F(u) = Xambme -a'". 

Quant aux ~ermes restants, qui sont de la forme 

(I 3) am bm, e_(a..+ a.,,o) sin (L. - -  .~m,)A 
(,~,~ -- 2m')A ' (m.,.') 

ils constituent un ensemble qui tend vers zgro pour A infini; car chacun 
d'eux tend vers z6ro et, d 'autre part, la s6rie qu'ils forment est unifor-  
m6ment convergente quel que soit A,  puisque ses termes sont plus petits 
en valeur absolue que ceux de la s6rie 

]~ am brae -(a'"+~'') 
7/tj/n' 

laquelle est absolument convergente, d'apr6s les hypoth6ses faites sur 
F e t  O, 

Si donc nous appelons valeur moyenne de f ( w )  l'expression 

+ a  

~ f f (  lim ~-~ w)dw,  
A =  ~ - - A  

l ~ ( u )  d6signe Is partie r6elle de u .  
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il viendra 

Jacques tiadamard. 

Val. racy. (F(u -4- wi)q~('v - -  wi)) = u  + v). 

On aura ainsi 

Val. moy. [~'(u -4- wi)~(v ~ wi)] -=- ~(u "4- v), 

~" 6tant la fonction de Riemann; et, plus g6n6ralement, 
reprdsentant une diff6rentiation, 

Val. racy. 

Les fonctions 

ont des 
pres. 

le symbole D 

[DPr + w i ) D q r  = Dp+qr + v). 

- z ( - -  = I I - -  I I + - -  
p~ 

d6veloppements identiques ~ celui de G aux signes des termes 
On aura donc 

Val. racy. [~'(u + wi)(I - -  2 ' - " - ~ ) ~ ' ( v -  wi)(, - -  2'-~+=~)] 

\ r + ,oi) r  wi) / ~'(u + 

et autres formules analogues. 
En particulier, pour u r6el, il vient 

Val. racy. Ir + wi)I ~ ----- r 

Val. racy. ]DP((u + wi)]~= D~((2u) ,  

Val. racy. ]r "4" wi)(~ - -  2 ~-'-~',) ]~ = r 

I1 est int6ressant de remarquer que le second membre de cetCe 

et I; et on peut se derni6re formule reste fini, pour u compris entre 
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demander si la formule ne subsisterait pas pour ces valeurs de u; ce 
qui exigerait, bien entendu, la r~alit~ de racines de rdquation 

Cenon, I8 aofit. I897. 

1 II est probable quail ne faudrait pas chereher ~t d~montrer la rdalitd des raeines 
de l~dquation (I5) par des eonsid6rations de cette cspbce~ non plus que par toute autre 

vole reposan~ sur la d6composition de ~'(U) en produit. Cette ddeomposition no permet~ 
en effet, d~utiliser que les propridt~s suivantes de la fonctlou ( :  

I 
I ~ ~'(u) (pour R(u)~ I) est le produit de faeteurs de la forme I - - p - ~  off 

les nombres i~ sont positifs ct croissent inddfiniment; 

2 ~ ~'(u) est uniformo dans tout lc plan et ~gal au quotient s par 

d~une fonction enti~rc de genre z~ro par rapport ~ 

O r  rien ne porte ~ croire qu'il n'existe pas une infinit~ de fonctions satisfaisant aux 

conditions pr~c~dentes~ sans avoir leurs z6ros situ~s sur la droitc R ( ~ ) ~  I .  
2 

Bieu entendu~ il se peut que les racines de l'~quation ( 1 5 ) s o i t  r~elles sans que 
la formulc (I4)  soit vraie et sans m~me quc son premier membre air un sens. 


