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Recherches sur la Convergence des S~ries de Fourier. 

Par 

HEI~I LEBESGUE ~ Rennes. 

I. 

Soit f(x) une fonction dgfinie pour 0 ~ x < 2~; je la ddfmis duns 
tout intervalle par Ia condition f(x+2~)=f(x). Je suppose que f(x) aune  
~ g ~ a a e  d ~ s  (0, 2~), aloes f (x)  a une ~t~grale d ~  tout ~t~l~Ue ~-i. 

Pour donner ~ ce qui suit route la gdndraliki possible, le mot inte'grale 
devra ~tre pris duns le sens 6tendu qtte je lui ai donnd duns ma Th~se*). 
On verra que de cette extension ne rgsulte aucune complication, mats je 
dots rappeler que si ma dgfinition de l'int@rale comprend celle de Rie- 
mann comme eas particulier lorsqu'fl s'agit de fonctions borndes, il n'en 
est pan de m~me lorsqu'il s'agit de fonctions non born~es, et qu'avec ma 
ddfinition f(x) et if(x)] ont en m~me temps une int~grale, ou n'en ont pas. 

On salt que la sgrie 
OD 

1 
2- a~ + ~ . 7  a~ cospx + b~ sin/ox, 

p = l  

o~t 
a + 2 ~  

t t  

a+2z t  

b , = l  f f ( x )  s i npxdx ,  
dr 

est dire la sdrie de Fourier relative ~ f(x) et que la somme de ses 
m + 1 premiers termes est: 

f~+zt 

1 fsi~ (2,n+ 1) S~ =-~,] ~ t f(x+2t)dt. 

*) Znt~grale , ~ u r ,  Aire, AnnMi di nmtematica, 1902. - -  Voix aussi rues  

l_~.ons sur l'Inte'gration et la 2geeherche des fonetions priraiti~es, Paris, Gautkior- 
ViUars, 1904. 
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et partageons cette intdgrale en deux autres respective- Prenons fl = 2 

ment d~ndues ~ ( ~ O) (0 ~) ~, et ' + V ;dans  la premii~re de ces deux 

intdgrales ehangeons t e n  - -  t on a: 
rg 

2 

s .  = l)t [f(x+2t)  f(x - 2t)]dt. 
u 

Si la fonction f avait toujours la valeur particuli~re qu'elle prend 
pour la valeur consid6rde x de la variable, la sdrie de Fourier se rdduirait 

son premier terme et S m serait 6gale ~ f (x) .  Done, dans la formu]e 
prdcddente, on aurait S,~ = f ( x )  si dans le second membre on rempla~ait 
la quantitg entre crochets par 2f (x ) .  Pour gtudier la convergence de la 
sdrie de Fourier vers la ]bnction correspondante f (x) ,  il suffit done d'6tudier 
la convergence vers zdro de l'une ou l'autre des intdgrales 

7g 

2 2 

d sin(2, +l)tet (t) sin (2, ,+l)tdt; 
0 0 

d~s  lesquelles on a pos~ 

�9 ( 0  = sin t ~,(t) = f ( x +  2 0 + f ( x - - 2 t )  -- 2 f ( x ) .  

L'int~grale I~,  prise sous sa premiere forme, a gt~ l'objet de nombreux 
t~r~vaux qui ont fair eonnaitre des conditions sous lesquelles, pour la valeur x, 
f(x) est la somme de la sgrie de Fourier correspondante. Je vats gnoncer 
les principales de ces conditions parce qu'elles me serviront darts la suite. 

1 ~ (Condition de Di r i ch le t )  ~(t) es/ continue pour t = 0 et n'a qu'un 
hombre tint de maxima et de minima autour de t ~ 0 (Journal de Crelle, 
tome IV). 

2 ~ (Condition de L ipsch i tz )  ~( t )  est continue pour t----0 et, dans un 
certain intervalle autour de t -~  O, on a: 

I~( t+ ~) -- r < m "  (A et a > 0  ~ t  constants) 

(Journal de Crelle, tome LXIII). 
3 ~ (Condition de L i p s c h i t z - D i n i )  9 ( t )  est continue pour t = 0 el, 

darts un certain i ~ a l l e  autour de t = O, on a: 

I [ ~ ( t + O - - ~ ( t ) ]  log 6 t <  ~, 

~1~lue. soit le norabre posit i f  6 (Dini, Sopra la Serie di Fourier, Pise, 1872). 
4 ~ (Condition de J o r dan )  qg(t) est continue t~rar t =  0 el, dans un 

vertai~ irY.er~Jle autour de t = O, elle est d variation bornge (Compt~s 
Rendus, 1881). 
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J'ai gnonc~ les conditions relatives ~ ~ (t) qui sont fournies imm6diate- 
ment par les raisonnements, pour les applications il faut remarquer que 
ces conditions sont vgrifiges d~s que la fonction f satisfait s des conditions 
~nalogues; mais en 6non~ut seulement les conditions relatives ~ f on 
res~reint la portge des 6nonces sans gagner en simplicitY. Par exemple 
la condition que r qui est nulle pour t = 0, soit continue en ce point 
est remplie si f(x) est continue au point x; mais elle l'est aussi dans le 
cas plus g6ngral o~i x est ce que j'appellerai un point r~gulivr de f, c'est- 
~-dire si f(x-~O) et f(x--O) e~i~tent et v6rifient l'ggalit6 

f(x+O) + f(x--O)=- 2f(x); 
enfin eUe l'est dans des cas bien plus ggn6raux encore*). 

A la seconde forme de l'intdgrale I~ on peut rattacher le raison- 
nement de Riemann sur la d6croissance des coefficients des sdries de 
Fourier (Sur la possibilitd de repr6senter une fonction par une s6rie 
trigonom6trique, w X). Riemann ddmontre que pour une fonction borage 
et intdgrable les coefficients de la sdrie de Fourier tendent vers ze"ro, de 
plus fl montre (w XIII) que cela n'est plus ndcessairement vrai pour les 
fonctions non born6es et inf~grables par sa m6thode. Au conh~aire, si 
1'on adopte ma ddfinition de l'intdgrale, les coefficients de la sdrie de 
Fourier d'une fonetion ayant une intdgrale tendent toujours vers zdro 
(Sur les Sdries trigonomdtriques, Annales de l'Ecole Normale, 1903). 
Dans ce mdmoire, remarquant que Ira, prise sous sa seconde forme, est 
l'un des coefficients de la sdrie de Fourier relative ~ une fonction 6gale 

~. ~ de 0 ~ ~ et ~ 0 de ~ ~. 2:t, j'ai 6t;6 conduit ~ une condition que 

M. Dini avait d6montrde dans le cas particulier off 1'on adopte, pour l'intd- 
grale, la ddfinition de Riemann. 

*) Relafivement aux conditions 1, 2, 3 je dots encore faire quelques remarques. 
A la condition de Dirichlet on ajoute souvent la restriction: ~ n'a qu'un nombre 

fini de points de discontinuitY. Cela n'intervient pas clans le raisonnement et n'~tait 
supposg par Dirichlet que parce qu'fl ne connaissait pas ]a d~finition gdn~raIe 
de l'int~grale qu'a donn6e Riem~nn. D'ailleurs Dirichlet a lev6 lui m~me en pattie 
cette restriction en dtendant le sens du mot int~grale. (Voir le m6moire cibd de 
Lipschitz). 

La condition de Lipschitz est presque toujours ~nonc~e d'une mani~re incorrecte 
que l'on peut reproduire ainsi: 

2" Autour de t = o ,  on a I~(~)I<A~ ~. 
11 est ~vident que 2 enh~Sne 2", mats la r~ciproque n'est pas vraie et le raison- 

nement de Lipschitz ne prouve pas ClUe la condition 2' entraine 1~ convergence. 
Cela est vrai cependant comme on le verra ~ l'aide de la condition 5, mats i l  

f~aut remaxquex que si l'on faisait subir ~ la condition 3 une transformation analogue 
celle que je viens d'indiquer, on aurait un dnoncg peut-~tre incorrect et en tous 

cas non ju~tifi~ jusqu'~ prdsent, ~ ma connaissance du moths. 
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5 ~ (Condition de D i n i ) l * ( t ) l  a ~zne inte 'grale (Serie di Fourier e 
al.tre rappresent~zioni analitiche delle funzioni di una variabfle reale, 
Pi~e, 1880)*). 

On peut d'ailleurs, dans cet ~nonc~, remplacer , ( t )  par Z(t), 

= - - c  = , 

Je me propose de prouver ici qu'on peut aussi ra~acher ~, la seconde 
forme de I,,, les quata'e premieres conditions 6nonc~es; cel~ nous conduira 
~, une nouvelle eondition de convergence qui, 5, mon avis, pr~sen~ quel- 
que in~r~t. Les einq conditions ~none~es ont deux grands ineonv6nients. 
D'abord elles ne font pas connaitre des cas de convergence de plus en 
plus 6~endus, mais seulement des cas diff6ren~s de convergence empi6tant 
un peu les uns sur les autres; aucun des cinq gnones ne eontient les 
quatre au~es comme cas particuliers. Ensuite fl est gvidemment possible 
de trouver deux reactions fi et f~ satisfaisant ~ deux des gnonc~s que 
j 'ai donngs sans que leur somme ne satisfasse ~. aucun d'eux; fl faut donc 
ajoutmr aux fonctions repr6sentables par leurs s6ries de Fourier que 
fournissent les cinq conditions gnoncges, les fonctions qui sent sommes 
de e.~lles-l~. Mais une telle remarque ne prgsentera vraiment d'intgr~t 
que si nous avons un proc6d6 permettant de reconnai~re si une fonction 
donn6e appartient ou non ~ cette nouvelle ea~gorie de fonctions. I1 
faudrait pour cel~ entreprendre des recherches analogues ~ celles qui ont 
conduig M. Jordan ~- la notion de fonction ~ variation born6e et donner, 
par exemple, une proprigt6 carac~ristique de la somme d'une fonetion, 
saL~isfaisant ~ la condition 3 et d'uue fonction satisfaisant k la condition 5. 

L'gnonc~ que nous obtiendrons contient les einq prgcgdents eomme 
cas par~cnliers et, de plus, fl s'applique ~ la somme de deux fonctions 
s'fl s'applique ?~ chacune d'elles. 

Hm 

On suit en quoi consis~e le raisonnement de Dirichlet. Raisonnant 
sur une i n~ rmle  qui s'gcrit exactement eomme notre premiere int~grale 
I~ ,  il suppose ClUe la fonction ~( t )  qui y figure est positive et d&rois- 
saute. Cela lui permet d'~crire l ' in~grale sous la forme d'une suite 
altmrnge ~ tmrmes dgeroissants. Or fl es~ gvident .que les hypotheses 
faiths sur ~0 n'interviennent clans cette hansformation que par ceL'~e consg- 

es~ positive et dgcroissan~e, l~lous aUons done pouvoir quence clue ,# ~ 

faire sur l ' i n ~ e  /~  gcrite sous la seconde forme la transforma~on 

~) Le ~igae ~vaJeur ~ ~  a ~t~ mla pour ]e cas o5 l'on prendrait ]e mot 
~ e  daus le sans classiqueet non duns celui que je lui ai donn~. 
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qu'utilise Dirichlet en supposant ~ ~p les propri6tds indiqu$,es; & cette 
modification, en apparence insignifiante, du raisonnement de Diriehlet 
nous trouverons grand avantage. Tandis que Dirichlet ne pouvait sup- 
poser, pour sa fonction r q~(+ 0)= 0 sans que q0 ne devienne identi- 
quement nulle pour t > 0, nous pourrons supposer q0(+ 0)= 0 et eel& est 
m~me l'hypothbse la plus simple, eelle que nous devons tout d'abord examiner, 
car nous savons que r 0)= 0 lorsque x es~ un point r6gulier pour f 
et ~ plus forte raison un point de continuit6. On va voir qu'en faisant 
l'hypoth~se q0(q-0)= 0 il suffira pour avoir des nombres comprenant 1 m 
et convergeant vers la m~me limite de calculer le premier terme et la 
somme des deux premiers termes de la suite altern6e, tandis que Dirichlet 
6t~iL obligd de prendre un nombre de termes eroissant ind6finiment. 

Puisque cp(t) = $(t) sin t, les hypothbses indiqu6es sont les suivantes: 
~(t) est une fonction positive d6croissante et q~(t) tend vers z6ro avec t. 
A l o r s  

2 

L ~ ( t )  sin ( 2 ~ +  1)tdt = ~0(m) -- ~,(~) + ~ ( ~ ) . . . ,  

O 
a v e ~  

r~ (~ + i) 
2 m + l  

u,(m) = ( - - 1 ) ~ , ( t )  sin (2m+ 1)tat; 
2 m + l  

la suite 6erite ne eontient qu'un nombre fini de termes, elle est altern6e 
et, ~ termes d6croissants en valeur absolue. Alors on a: 

o n  
,~o(m) ~__ L __~ ~,o(~) - ,,, (m), 

S m + l  2 m + l  

f ~(t) sin (2m+ 1) td t  ~ I .  ~ f lp(t) sin (2m-t- 1)tat. 
0 0 

En valeur absolue ces deux inf~grales sont au plus dgales 

2 g  2~t 
2 m + l  2m-i- 1 

f (o dt =< l)f (t) =< T,, 
0 0 

superleure'" ( 0 ~= )' 2 m + i  L~ grant la limite dans de (p (t) = ~p (t) sin t. Or L~ 

tend vers z~ro avee 1 ,  done fl e n e s t  de m6me de 1~. 

Pour  g6ndraliser ce r~sultat supposons que ~p soit la ditfdrenee de 
deux fonctions positives d&roisssntes ~/'I, Os telles que Ot sin t et ~ sin t 
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tendent vers z6ro avec t. Alors ,# est ~ variation bornge dans tout inter- 

valle a, -~- , si e est positif et inf&ieur ~ -ft. On poun'a poser 
/ . , ~ X  

, ( - ~ )  - , ( t )  = p ( t )  - . ( t ) ,  

p(t) et n(t) dtant les variations toLales positive et n6gative de g, dans 

~' ( ; )  - ~'( ')~ b', ( ' ) -  ~', (~-)-I- [~,, ( , ) -  ,~, (-~)-I, 
et eomme lea fonetions entre crochets sent positives et d6croissantes on a: 

- ,~ (~) _->~(,), ,,(~) _ , ,  (~) v~(t) ~2(t). 

De u s  in*g~lit~ et de~ hypoth~se~ h r*s~te que p(t)s in t et . ( t ) s i n t  
tendent ve/'s zgro avec t, done aussi que v(t)sin t tend vers zgro avec t, 

v(t) dgsignant la variation totale p( t )+  n(t) darts (t, 2 ) .  

R~ciproquement, si v(t) sin t tend vers zgro avec t, il en est de m~me 
de p(t) sin t, de n(t) sin t et de ~#1 (t) sin t, ,~(t) sin t, si l'on prend 

De plus, ~Pl et ,~ sent deux fonctions positives dgcroissantes, leur diff&ence 
est ~p de sorte que ~/, est bien de la forme consid&ge. 

Avant d'dnoncer le rgsulta~ obtenu je fais une remarque, qu'il fallait 
dgj~ employer pour arriver aux gnonc~s 1, 2, 3, 4, et qui ne diff'ere pas 
d'un thgor~me de Riemann qu'on peut 6noncer ainsi: la convergence au 
point x de la sgrie de Fourier relative ~ f(x) me d~pend que de l'allure 
de f(x) au voisinage du point consid&& 

f(x) ayant une intggrale dan~ tout intervalle, il en est de m~me pour 

~(t) sauf cependant dans les in~rvalles ~(t) ,  par suite aussi pour ~( t )  = sin t '  

off sin t s'annule. D~s lots, de la proposition que Riemann dgmontre au 
w X de son mgmoire et qui a 6t~ rappelge prgcgdemment, il r&ulte que 
l ' in~grale I~,  dcrite sous la seconde forme et par suite sous la premiere, 

1 
n'est modifige que d'une quantit~ tendant vers zgro avee - -  si on l'6tend 

(o, o) ~ ~  ~ (o. ~) a. ,,o..o ~'~on~ro ~ (0, ~ )  
I') J'emploie iei lea dgnom.inations adop~es au chapitre IV do rues Legons sur 

l ' r m ~ t i o n  et la Recherche des fonc~ions prlm~tives. I1 suffit d'aa'lleurs de savoir 
q~e, pa r  lemm d~-~tions m~mes, ~(t) et ~(t) soar lea deux plus petites fonctions 

( ' )  1 ~ . . ~ ;  d ~ ~ , t v ,  s doat L~ diffgrence esg ggale ~ ~ ~ - -~( t ) .  
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Grace ~ cette remarque on peut, dans ce qui precede, remplacer 

--~ par ~ et ~noncer le r~sul~t suivant: 
2 

6. La sgrie de ~'ourier converge au point x vers la fonction s'~7 est 
poss~le de trouver a ~> 0 gel que, ~ soit t =~ 0 dans (0~ ~), ~(t)  soit 

variation born& dans (t, a), la vari~ztion totale correspondarge v( t )  crois- 
1 

sant assez lentement avec -t- pour que tv(t) tende vers z~ro avec t. 

Daus cet dnonc~, comme dans l '~non~ 5, on peut remplacer ~/,(t) 
sin t par z( t ) -~  ~p(t)sin~t Cel~ r~sulte de ce que ~ est ~ variation borneo 

et d'une formule, concernant la variation totale d'un produit, que je 
rappelle. 

Soient f~ et f~ deux fonctions, dont les variations tof~les, prises dans 
(t, a), sont Pl, nl, vii P~, n~, v~. Comme on a: 

= 

le produit f~(t) . f~(t)  est ~. variation born~e, sa variation tof~le grant au 
plus ggale ~. 

L'application de cette formule au remplacement indiqug de ~p(t) par 
z(t) est immediate; cette m~me formule va nous mon~rer que l 'gnon~ 6 
contient l'gnonc~ 4, done l'~nonc~ 1. 

Soit, comme le suppose l'gnonc5 4, ~(~) continue ~ l'origine et 
variation born~e; soit v(t) sa variation totale de 0 ~ t, v(t) est continue 
et nulle au point t = 0 .  La variation totale de ~(t) dans (t,~5) (t<~5) 
est v(fl) -- v(t); celle de O(t) dans le m~me intervaUe sera done inf6rieure 

1 i] 

La variation to,ale de 0 de i~ ~ ~ (~ < e) g~mt 3/~ la variation ~ t ~ e  
F de 0 dans (t, e) sera au plus 

1 + + 

or on peut prendre ~ assez petit pour que v(~) + l~(j6)l soit aussi petit 
que l'on veut, puisqu% quand l tend vers ze'ro,-on .peut prendre ~ tendant 
aussi vers z~ro, dono ]7 sin t tend vers z~ro avec t,  la condition 6 est 
remplie. 

La r~ciproque n'est pas vraie; l'~nonc~ 6 s'applique patrols l~ o5 
l'~nonc~ 4 ne s'applique pas. 

Pour en donner un exemple, je remarque d'abord que, f n'~_~_nt 
soumise qu'~ la condition d'avoiz une in~,vale ~pour avoir une"s~ri~ de 
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Fourier, ~ ne sera soumise qu'~ la condition d'avoir une int~grale et de 
vdrifier les relations 

~(-~) = ~0(~) = ~ ( t +  =). 
On peut done prendr% Lt "ddsignant la valeur principale du logarithme, 

1 1 
9(t) = Zt + t sin ~ Z t '  

dans l'intervaUe (0, ~-) 

choisi, - -  ~ l'intArieur de 

voudra, ayant cependant 

(o, 
est continue ~ l'origine et l'on a: 

z(t)= O=. Ff~ + sin tL--,; 

Dans (0, 1)  g'(t) est positive ou 

, , on verra plus loin pourquoi eel intervalle est 

(e 1--, ~ )  on prendra ensuite q~(t)comme on le 

une int~g'rale. Je vais raisonner uniquement 

on prend comme on salt q~(t)= 0, alors q0(t) 

z'(t)  = l + L t ' (  I) 
(tLt)~ 1 + cos t-L7 " 

nulle, done z(t) eroit. L'dnone6 6 
1 

s'applique. Mais l'6noncs 4 ne s'applique pas; pour le faire voir, L-t ~tant 
1 

variation born6e, il suffira de montrer que ~(t) = t sin t ~  est ~ variation 

peut ehoisir non bornde. Et  pour eel~ il suffira de montrer qu'on 

1 de manibre les nombres t~, positifs et dgcroissant avec ~- 

zig(t,) - ~(t,_,)l soil divergente. Posons: 

t ,  L t ,  = - - -  z 
(~  + ~) -~ 

que la sdrie 

quelque soit l'entier positif p, cette dquation ddfinit une valeur t# et une 

x Or ~(t,) = (-- 1)~'t~,, 

done 2: l~( t , ) - -~( t ,_ t )  I ~- Z ( t , + t , _ , ) ,  eL i l  suffira de monger que Z i p  est 

divergenf~ pour prouver que ~(t) ~ t  ~ varia/~on non bomde. On a, (~_~I), 

t , ~  i , ) .  

+ 
L [(2~@ 1) 2 ] - -  1 

*) Voici com,nemt on peut obteniz eette in,galliC, t~ est racine de l'dquation 

On, Y(,}<~.O,. ~(r claus l'inte~slle (0., _..1~ c, onsiddr~; par suite, 8i O o eat 
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La quantitg entre accolades tend vers 1 quand p eroit et, si l'on supprime 
eeY~e quantitY, il reste darts le second membre le terme gdndral d'une 
sdrie qui, d'aprbs un erit~re connu, est divergente; la s~rie 2~(tp) est done 
divergente. 

L'dnoncd 6 contenant comme eas partieulier l'gnoncg 4 eontient aussi 
l'gnoned 1. Mais il ne contient pas les dnoncds 2, 3, 5; l'dnoncd 2 grant 
eontenu dans les dnone~s 3 et 5, il suffira de donner un exemple de 

fonctions satisfaisant h. 2 sans satisfaire ~ 6. Si (p,t) dtait, dans ~ ~ ~) 
2 ' 2  

ggale ~. (--1)~ pour t ~ --4-_ ~- (p entier) et lin~aire darts ehaeun des inter- 

( valles ~P-4-~'  • elle serait ~ variation non bornee, mais elle satis- 

ferait ~. l'dnoned 2. Qu'elle soit ~ variation non bornge, cel~ se voit eomme 

pr(icgdemment en prenant t~=  ~-; je montre qu'elle sa~isfait ~ l'gnoncd 2. 

On a: 

(p --~p ---= ~- + ~ +  ~, 
o r  

1 1 

/ / 1  1 

p ~-t-a 

a pour limite 2 quand p aug~nente ind~finiment, done on peu~ ~rouver lo 

nombre A tel que, pour t = 1 t 1 p+----i' ~ = p  p + l '  on aig 

t~(t  + ~ ) - - ~ ( t ) l  < A V e ;  

A 6tant ainsi d6termin6, cette in6galit~ a lieu, on le volt faeilemenr quels 
que soient t et ~ > 0. L'dnoncd 2 s'applique done. 

1) F(O~ que l 'on obt ient  clans 0, , ou b i e n t  o est inf~rieur ~. t ; ,  ou bien 01 -~ 0 o ~,, (0o), 

en app l iquau t  ~. 0 o la correct_on de Newton,  es~ inf~rieur "~ t~. 
1 

Si l 'on p rend  0 o ~ ~ - ,  on a 0x-- -~-  o~;  col~ ne peu~ servir. Mais de l '&lua- 

. . . .  a si clans Ie second membre  on prend  t ~-- 1 on t rouve tion propos6e on t~ire t-~- L t '  e 

la nouvelle  valeur  approeh~e t~---a. Pour  0 o -= a ,  01 ~-0 ce qui ne peu t  encore 
g 

servir. Mais si l 'on fair t ~ - a  dans le second membre  de t ~ - - ~ - ~  on trouve 

- - ~  qui ,  pr ise  pou r  valeur  0o, eondui~ ~, l ' in4galit~ du  tezrt~, car il est gvident 
L a  

g 
que ,-- ~--~ est SUl~rieur "~ t~, pour  19 ~_~ 1. 
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Dgsignons par 91(t) la fonction qui vient d'etre form6e et prenons 

(0, {-) 
9(t)  ~-a191(t '---1) + a~9, (t - 1 )  + . . . +  a , ~  x ( t - - ~ )  + - - - ,  

les a~ formant une s6rie absolument eonvergente. Alors r est continue 
mais est ~ variation non born6e dan~ tout intervaUe contenant une valeur. 

de la forme -~, fl e n e s t  done de m~me de , ( t ) ,  l'4nonc~ 6 ne s'applique 

pas. Ma~s l'4nonc~ (2) s'applique, car on a 6videmment 

1 9 ( t + ~ ) - - 9 ( t ) l  < A(lall+la21 + . . . ) V  ~, 
A 6rant la const~ute d&ermin6e pr6c~demment. 

L'6nonc~ 6 ne eontenant pas l'gnoncg 2~ ne contient pas ~ plus forte 
raison les 6nonc~ 3 et 5. D'ailleurs 6 n'est pas contenu dans 3, ni 
dans 5, et ~ plus forte raison dams 2, car on salt qu'il existe des fonc- 
tions satisfaisant ~ 1 sans satisfaire ni ~ 2~ ni ~ 3, ni ~ 5. On peut 
aussi~ pour pr6ciser les rapports entre 3~ 5~ 6~ remarquer que la fonction 

1 1 9(0 = § t s i n  

laquelle s'applique, on l'a vu, l'6nonc6 6, donne une fonction ~P(t) qui 
n'a pas d'int6gral% done l'6nonc~ 5 ne s'applique pas. D'autre part on a: 

lira [9(a) -- 9 (0) ]La  ~-- 1, 

dome l'gnonc~ 3 ne s'applique pas. 
En r&um6 nous n'avons que trois 6nonc6s diff6rents, les 4nonc6s 3, 

5, 6, et ceux-D- sont diffgrents; cel~ est bien connu pour 3 et 5, je l'ai 
prouv6 pour le dernier. Pour dgmontrer que l'6nonc6 qui va ~tre obtenu 
cont~ent t~us ceux jusqu'ici examin& il suffir~ de d6montrer qu'il 
contient 3, 5, 6. 

111. 
C'est en exRminant le raisonnement de Lipschitz, qui conduit aux 

4nonces 2 et. 3, que j'ai 6t~ amen6 ~ L~ condition de convergence qui a 
gt~ annonc~e au de'but. 

Le raisonnement de Lipschitz est beaucoup moins connu que celui de 
Dirichlet~ mais je puis en rgsumer les points qui m'ont paru essentSels 
eomme fl suit.- 

Posant comme Dirichle~ 
$$ 

f (0 + = ( -  
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Lipschitz obtient 

2 

f ~(t) sin (2m + 1)tdt + u~ ; I ~  = j  ~-~--i =- Uo - u~ . . .  
o 

mais la suite limi~e du second membre n'est, pas ndcessairement al~ernde, 
ni ~ termes ddcroissants. L'dvaluation de limites infdrieures et sup& 
rieures pour cette suit~, ne peut plus se faire par le procddd de Dirichlet; 
dans le procddd de calcul qu'emploie Lipschitz le g'roupement deux 
deux des ~ermes de la suite joue tm rSIe fondamental. De sort~ que Lip- 
sehitz gvalue en rdali~ les suites dcrites sous rune des deux formes 

(~0 - u , )  + Cu~. - ~ )  + - . . ,  

~o - (~1 - ~ )  - (us  - u,) . . . .  

C'est 1~ ce qui, ~ rues yeux,-est .essentiel dans le raisonnement de 
Lipschitz On peut remarquer que, bien que le calcul de Lipschitz difi~re 
beaucoup de celui de Dirichlet, le groupement de termes qu'emploie Lip- 
schitz est aussi utilisd pax Dirichlet. C'est paxce que ce groupement, 
opdrd de 1'tree ou de l'autre des deux manihres indiqudes, donne dans le 
cas de Dirichlet une suite ~. termes tous de m6me signe que celui-ci peut 
dcrire les indgalitgs qu'il utilise. Ainsi ie groupement des termes, qui 
conduisit Lipschitz et Dini aux conditions 2 et 3, est aussi utilisd pour 
l'dtude du cas 1 et par suite aussi des cas 4 et 6. Si l'on remaxque 
enfin que Riemann (w X) utilise exac~ment le m6me groupement pour 
arriver au thdorbme d'o~ se ddduit la condition 5, on sera conduit s es- 
sayer de l'employer plus sysh~matiquement. 

Posons donc: 

( i + D 2 m + l  
f ~  

= ( -  + 1)tdt; 

2m+ 1 

L = ~,0 - ( ~  - ~ )  - ( ~  - ~,) . . . .  
= U o ( , , ) -  i v y ( m )  + v ~ ( ~ , )  + . . . ] ,  

si 

1 
vers zdro avec -- et dvaluons la suite des v. 

m 

2m+l 

f E ( =)] v , =  s in (2 ,n  + 1)t  if) - ~, t + ~ , n +  ~ dr.  

llem" + 1 

S~pposons-nous pla~s dan~ des conditions ~lle8 que uo(m ) t~nde 

C o m m e  o n  a 
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on aura aussi 

/ g  
2 i ~  

2 m + 1  

2 m + 1  

2 m + l  

1 

i) ] at , 

si (0, t~) est l'inf~rvalle auquel est dtendue l'int6grale 1,~.*) 
I)one, si l'inNgrale du second membre de l'indgalitd prdedden~ tend 

1 
vers z~ro a v e e - - ,  ou, ce qui est plus partieulier, si l'on a: 

a 

 =o i n/I + - *(01 = o, 

I~, bend vers zgro; c'est un cas de convergence de la sdrie de Fourier. 
Mais fl reste ~ dtudier la convergence de %(m) vers zdro. 

Nous avons ddj~ vu que %(m) tend vers zgro quand q0(t) est con- 
tinue au point t --= 0, en par~iculier par eonsdquent quand le point x con- 
siddrd est un point r~gulier. Cette remarque suffirait pour eonduire ~ un 
gnoned comprenant comme cas partieuliers les dnoneds 1, 2, 3, 4, 6 et 
comprenant aussi l'gnonc6 5 si on ne l'appliquait qu'en des points r6gu- 
hers. Mais fl me parait intgressant de conserver ~ l'dnonc6 5 touf~ sa 
g~dralif~ parce que, comme je l'ai fair voir ailleurs, on peut alors s'en 
servir pour d~finir des fonetions non inf~grables au sens de Riemann et 
cependant reprdsenfables par leur sdrie de Fourier en tout point. 

On a:  

2 m + l  2 m + l  

I f ~ g ) s i n ( 2 m  + 1) td t '  f [%[=lJsint  [ ~ ( 2 m +  1) [ cp(0 [ dL 
0 0 

La fonction t~(t) l  a une int~grale. J 'ai d6montrd (Lemons sur l'In- 
t~gration, pages 123 et 124) que les points o4 une fonction, [~(t)[ par 
exemple, ayant une inf~grale n'est pas la ddriv~e de ~ n  int~grale ind~finie 
sont exceptionnels; il est par suite naturel de supposer tout d'abord que 

*) 11 y aurait lieu de tenir compte de ce que les derniezs ~ermes des suites 
ui(m), vi(m ) n'ont~ pas n~cessalremen~ les m6mes formes que les autres; mais cel~, 
nous conduirait tout au plus ~ ajou~er ~u second membre de ] ' i n ~ l i t ~  lor~c~dente 

1 
uue quantqM t e n d a n t  vers .z6ro avec - - .  

m 
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t 

([ ~(t)ldt admet tree dgrivge nalle ~ l'origine t = 0, ce qui comprend en 
0 

psrticulier le cas de r continue. &lots 

2 m + l  

f - J (t)[dt= 2m+ 
0 

1 1 
G, tendsnt vers z6ro avec m; l u~ tend donc vers z~ro avec ~ -  

7. La sd~e de Fourier converge au point x vers la fonction, si l'in~ 
te'grale de [ C~ (t) l a une dgrivge nulle pour t = 0 et si la quantite" 

S l , ( t  + o(t) I t, 

tend vers zdro avec ~. 
C'es~ l'6none6 que je voulais obtenir. On gagnerait probablemen[ en 

g6ngra~t6 en groupan~ les termes 4 s 4 ou 6 ~, 6 etc. au Iieu de les 
7g 

grouper deux ~ deux; en conservant la variable discontinue 2m~-1 au 

lieu de la variable continue ~; en gtudiant mieux %(m), etc. Je n'insis~;e 
pas sur ces gdn6ralisations et je me borne ~ l'6noncd 7. 

Le raisonnemenl qui prouve, dsas les conditions suppos6es, la con- 
vergence de ]%(m)[ vers z6ro, mon~e aussi la convergence vers zdro de 

quel clue soi~ le nombre fixe p. De sor~e que, sans modifier ls p o r t ~  de 
l'~nonc6 7, on peut remplacer rint6grale de ]~p(t-~ ~ ) -  ~p(t)] gt~ndue de 

~ a par l ' in~grale de la m~me quantit~ ~tendue de Z# h. e 6 Z .~tant 
une quan~itg positive, constante, quelconque. 

I1 es~ plus int~ressant de remarquer que ron peu~ modifier la limibe 
sup6rieure de la m~me int~grale; d'une faccon plus prgcise~ s/ /a ~antite" 

tend vers zgro avec ~, pour une cerlaine valeur de a prise h l ' i ~ r  de 
(0, zr), il en sera de m2me pour tou2e valeur de a w i se  darts cet intervaYle.*) 

*) 1:1 ne fsudrai~ pas confondre cette propri~tg avec ceUe d~j~ d~montr~e d'apr~ 
laqueUe la convergence en un point ne d~pend que de la na~mre d.e ls fonction dens 
le voisinage de ce poink De ls propri~t~ clue je rappelle et de la condition 1 il r~ 
sulte que la convergence s lieu en un poin~ rggulier si ~ (0  n's qu'un hombre ~nl 
de maxima et de minima d~ss (0, ~) si petit que soit ~ 0 .  Msis si ~(O n's 
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~p(t) ayant une int~grale dans ~out intervalle (a, fl), ( 0 <  a < f l<  ~), 
cel~ va rgsul~er du thgor~me suivant: 

Quelle que soit la fonction @(t), ayant une intdgrale, l'intdgrale 

q .  

tend vers zgro avec ~. 
Gel~ est dvident si ~) est continue, car alors la quanti~ sous le signe 

f ~end uniformdment vers zgro; pour le ddmontrer dans le cas gdndral, je 
remarque tout d'abord que l'6nonc~ suppose ~) ddiinie dans un intervaUe 
(a, 7) plus grand que (a, fl) et qu'il ne faut consid~rer que les valeurs de 

au plus 6gales ~ 7 -  ~. Maintenant je remarque que l'on a: 

(A) J(q, ~) ~ 2 f l ~(t) l dt; 

(B) J(~ + ~,  ~) =< J(~,, ~) + J(~, ~). 

De 1~ r~sulte l'indgalitg qui va nous donner le rdsultat annoncg 

(c) J(q, ~) < J(q~, ~) + ~j~ ~ - ~ l dL 

0 ayan~ une int~grale, on peut toujours choisir ~ assez grand pour 
X 

que la contribution clans f l  p]dt des valeurs de p supdrieures en valeur 

absolue ~ ~ soit plus pe~i~e que ~. 
01 sera la fonction (~gale ~ 0 saul quand 10I est sup~rieure g ~ au- 

.quel cas on prendra Pl = 0. Alors l 'inggali~ (C) donne 

s(~, ~) =< J(el, ~) + ~ .  

~ t  quelconque, il suffira de d~montxer la proprigt6 pour l'int~- 
grale J(~l ,  ~) relative ~ la fonction borne~ ~ .  

Divisons l'int~rvalle de variation ( - - ~ , - k  ~) en 2~ parties ~gales 

--(~, (Z-kl)~) ( ~ = _ _ p , _ _ p J r l , . . . p _ _ l )  et soit ~ une fonclion 

6gale g z~p_ quand O~ sa~isfait /~ l'i'ndgalit6 z~p =~ ~ ~ (Z-kp ~) ~, et nulle 

qu'o~ nombre fini de ~ m a  ef~ de mlni~n~ d~ns ml cez-f~u ~af~z~Ue (0, ~), f l  
n'ea e~  ]~m ~ce~a~rement de m~me d~_~ f~ut ~zh~-'v~e (0, ~). 

Ce que je vai~ d~montrer ~n~ le texte c'est qne l'~noncZ 7 ne peut ~re v~rifi~ 
~ n s  m~ int~rvaUe (0~ a) ~ l'~tre dans tou~ autre intervalle ~(0, ~). La m~me pro- 
~ri~t~ est~ exa~te en ee qui concerne l'~uonc~ .5. 
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quand Otne satisfait pas ~ eette ia6galit~. On peut prendre t9 assez grand 
pour que l'int~grale 

Y 

t ' (  " ' qt --  { ) - v -  0-2,+ ~ . . . . .  dt 
Ol 

soit inf~rieure ~ C alors de (B) et (C) fl r6sulte 
+ p  

2 _ - - y  

Et il suft]t de ddmontrer la propridt~ pour les fonctions telles 
que q~ qui ne prennent que deux valeurs. Soit done q' une fonction 
ayant une intdgrale et ne prenant que deux valeurs 0 e t a .  Soit E l'en- 
semble mesurable des points off .o" diff~re de 0. Cet ensemble peut ~tre 
enferm6 dans une infinit6 d6nombrable d'intervalles I dont la somme des 
longueurs ne surpasse la mesure de E que de T2; on peut ensuite ne con- 
server qu'un nombre tint des /, les ~, tout en ne modifiant la longueur 
totale des I que d'une quantit6 jnf&ieure ~ v~. Soit 0" et O"' deux fonc- 
tions prenant la valeur a respectivement pour les points des I e t  des ,~ 
et nulles ailleurs. On a 6videmment 

Y Y 

l id-d ' ld t  g lal , f l C -  C'{dt lal ; 
par suite (inSgalit6 (C)) 

J(o', ~) ~ J({)'", ~) + 41 a I ~/, 
et il suffit de ddmontrer le thdorbme pour J(o"', 6). 

Mais {)"' dtant bornge et n'ayant qu'un hombre fmi de points de dis- 
continuit6, on peul toujours trouver 0 (~) continue et telle que l'on air: 

/~ '" - -  OU)[ d t  ~ ~, 

alors 
J({)'", 6) g J({)('), 6) + 2e, 

et comme la propridtd est 6vidente pour la fonetion {)(4) continue, elle esl 
vraie duns le cas ggn&al. 

On pent eonclure de l~ en particulier, et cel~ sera utflisd plus loin, 
que, pour que la sevonde des~ conditions de l'dnoncg 7 soit .remplie, il faut 
et z7 suffit que~ quel que soit ~ > O, on puisse ddterminer a ~ 0 de mani&e 
que l'on air: 

r  

I + - l d t  < 

d~s ~ e  ~ est assez petit. 
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On pourrail; aussi transformer la premiere des conditions de l'~none~ 7, 
je me eon~nterai d'indiquer un rdsultat que ron v~rifiera facilement. Un 
ensemble mesurable E dtaut donnd, appelons densi~ moyen'ne de E dans 
(a, b) le rapport de la mesure de la partie de E contenue dans (a, b) 
la mesure de (a, b). La densit6 de E en un point P sera la limite, si elle 
existe, de la densi~ moyenne de E dans des intervalles (a, b) eontenant /9  
et dont les longueurs tendent vers zdro. Avec ces dgfinitions on peut dire 
que [q~(t)1, supposde bornde, est au point t = 0 la ddrivge de son intg- 
grale inddfinie st, et seulement st, quel que soit e ~ 0, l'ensemble des va- 
leurs de t pour lesquelles Iq~(t) l surpasse e est de densitg nulle au point 
t = 0. Mats cet gnoned n'est exact que si lop(t)[ est borage. 

Une autre remarque doit ~tre faite: On ~vut remplac~ darts l'~wncd 7 

(t) = q~ (t) q~ (t) On a, en effet 

~i~ (t + ~) + R(t ) ,  z ( t  + t )  - z ( t )  = [#,(t + ~) - #,(t)] t + 

si 
/~ (#)  = ~ ( t )  r . i ~ ( t +  #) sin q 

L iU{_-~ t j "  

D'aprbs le thdorbme des azeroissements finis, R(~)  est dgal b~ ~ ( t )  mul- 
sin t 

tiplid par la d~riv~e de --/--- prise pour une valeur ~ comprise entre t et 

t-{-& Mats eomme ron  a: 

t im • [~i~ ~ '  = lira "cos �9 - ~i~ 1 

3~ 

on pourra toujours trouver un nombre A tel que, clans l'intervalle (~, ~) 
dont on s'occupe, on air: 

mais on a: 

done 

I R ( 6 )  I < t ~ ( t ) l  �9 ~ .  Av; 

t 
l.R.(a) 1 < ~Aal,~(O I �9 ,~m~" 

a 

i,~(01 ay~ t  ,~e ~ m ' ~ e  a~s  tout m ~ a n e ,  ( I -a (a )  l dt ~nd ve~ 
J 

z~ro avee & Par suite, de l'ggali~ du d~but il rdsulte que les deux quanl;it~ 
1 #'q + '~) -- #'(0 I, J Z (t + ,~) -- Z (t) I, intdgrdes de ,~ ~ ,~, ~nde,~t ve~ z~ro 
en m~me temps. 
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IV. 

Je vais maintenant montrer que l'dnonc~ 7 contient tous ceux prd- 
cddemment examinds; il suffit pour cel~ de montrer qu'il contien~ les 
dnoncds 3, 5, 6. 

Je traite d'abord le cas de l'gnonc6 5; lorsqu'on est dans les conditions 
de cet dnoncd I~p(t -+- ~ ) -  ~p(t) l int~gr~e de 0 ~ a tend vers z~ro avec ~, 
done il en est de m6me ~ plus forte raison si l'on n'intdgre cette quan- 
titd que de ~ b, a. La seconde des conditions de lYnone~ 7 est remplie. 

1 
De plus %(m) tend vers zdro avee ~-, car 

2 m + l  2 m + l  

luo(m) I = I/tO(t)sin(2m q- 1).tdt] ~ f lO(t)ldt , 
0 0 

Mais darts l'dnoncd 7 et cette derni~re intdgrale tend vers zdro avec -~.. 

dtd la condition gdndrale: %(m) tend vers zdro a remplaede par une con- 
dition plus parCiculibre: l'inte'grale de I'qg(t) 1 a une dgrivde nulle pour t-=O, 
et c'est cette condition qu'il faut montrer satisfaite dans le cas de 
l'dnoncd 5. t 

~,(t) ayant une intdgrale darts (0, t), je pose ~ ( t ) = f l ~ ( t ) l d t ;  ~,(t) 
est une fonction continue, nulle pour t -= O. On a: 

t t 1/ 1/ 
T [q~ I P(t)isintdt= 

0 0 

0 

t 

1 f w ( t )  cos tdt; 
t 

O 

les deux termes du ~roisi~me membre tendent vers zgro avec t, cel~ est 
gvident pour '!e premier de cos termes et cel~ se volt pour le second en 
remarquant qu'il fournit ~ la limite la ddrivde pour t----0 de l'intdgrale 
de 0 k t de la fonetion continue ~( t )cos  t. Done le premier membre, qui 

t 

fournit ~ la !imite la dgrivde pour t----0 de j l tp( t ) ld t ,  tend vers zgro 
0 

avec t et les conditions de l'dnoneg 7 sont remplies. 
Dans le eas o~ les conditions de l'un des dnoncds 3 ou 6 sont rein- 

plies, la premiere condition de l'6noned 7 est remplie, fl va suffire de s'oe- 
cuper de la seconde. 

Dans le cas de l'gnoneA 6, la fonction ~p est la diff6renee de deux 
autres fonctions ~p positives e~ ddcroissantes pour t > 0 e~ relat~ives ~ deux 
fonctions q0 continues au point O; eomme l'dnonc~ 7 s'applique dvidem- 
ment ~ la somme de deux loner-ions quand i l  s'applique ~ ces fon.c~iol~ 
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fl va sucre  de montrer que la seconde des conditions de l'dnoncg 7 est 
remplie quand ~p est positive, ddcroissante pour t > 0 et r continue au 
point 0. 

Dans ces conditions, on a: 

a a 25 a q - 6  

6 d d 

La demi~re i n ~ a l e  tend vers zdro; quant ~, la premibre, si L id ) dd- 
sig~e la limite supdrieure de ~ darts (a, 2a), elle v~rifie ]~ relation 

o <   (t)dt < 

puisque cp est continue an point 0, L(~) tend vers zdro avec ~, les con- 
ditions de l'dnonc~ 7 sont remplies. 

On peut prgsenter cette dgmonstration sous une forme ggomgtrique 
assez dlggante. Je trace la courbe on l'ensemble de points y = #J(x), les 
axes'O.x, Oy grant reetangulaires. Soit C cette courbe, C(d) celle qu'on en 
ddduit en ddpla~ant C le long de Ox de la longueur & L'intggrale 

~ l ~,(t + d) -- ~l,(t) ldt est la somme ~les ah'es (prises routes positivement) 

comprises entre C, C(~) et les deux parall~les ~ Oy d'abscisses ~ et a. 
Dans la translation qui change C en C(~) chaque point de C dgcrit un 
segment de longueur ~ parall~le ~ Ox et, si ~p est ddcroissante, deux tels 
segments n'empi~tent jamais run sur l'autre. De sorte que l'aire balayde 
dans la translation par la partie de C correspondant h ~ ~ x ~ a + ~, 
aire qui est toujours au moins dgale ~ l'int~grale ~ calculer, peut ici ~tre 
dvalude en multipliant ~ par la mesure de la projection sur Oy de la 
pattie utilisde de C. Ce qui donne pour l'aire balayde au plus 

~ [ , ( d ) -  ~(a +-~)]; 

or dire que ~ est continue au point 0, c'est dire que aS(a) tend vers 
zdro avec a ,  l'aire balayde-a pour lim]te z~ro, fl e n e s t  de m~me de 

l r  + - , ( 0 1  at. 

Pla~ns-nous maintenant clans les. conditions de l'dnonc~ 3 et l'on va 
voir immddiatement que la 2 i~ condition de l'dnoncd 7, prise sous sa 
:seconde forme,: est v.drifige. # dt~t arbitrairement petit positif, fl hi cor- 
respond (0, ~)clans lequel on a: 

I 
l (t + -  (01 log < 6, 
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e'esg l ' h y p o ~ s e .  On ddduit de 1~ 

1 
t ) ,  

= 1 -4- ~ t ( t A - ~ ) < a  ~ A- 
t log -~- log --~ lo -~- 

done, en supposant t~ < 1, 

F ~ /  log ~- 

1 
- 

~ + ~ .  ~ ~ < 3 6 ;  

la seeonde condition de l'rnoned 7 es~ vrrifige. 
Ainsi l'dnoned 7 eomprend bien tOllS ceux que j'avais eitds. Je pour- 

rais de mrme montrer qu'il comprend tous les  6noncrs donnrs par M. Dini 
aux pages 100 ~ 105 de son livre sur la srrie de Fourier; mais comme la 
vrrifieation ne prrsente pas de diffieult~s je me bornerai "~ faire une 
rem~que.  

Loin d'in~roduire des 6noncrs plus compliquds en rgunissant en un 
seul ces dnoneds de M. Dini on gagne beaueoup en simplicitd; il y a plus. 
Cert~ins des dnoncds de M. Dini permettent d'affirmer qu'il y aura con- 
vergence lorsqu'une eer~aine proprirtd aura lieu, mais on ne salt pas re- 
eonnaitre quand eerie propridt~ a heu. Par  exemple on peut affirmer la 
convergence si l 'on a r q(t)to(t), q et to satisfaisaait h eertaines con- 
ditions; mais on ne salt pas aborder l '6~de du probl~me eonsist~ant 
essayer de reeonnaitre si q0(t) donnde est un tel produit. Au eontraire 
l'dnoned 7 ne suppose que des oprra~ions bien dtudides depuis lon~emps. 
Sans douf~ on ne salt pas effeet-uer ees opdrations darts tous les eas et 
eel~ ne dolt pas surprendre, ear il n'est pas d'oprration~ si simple soif~elle 
en apparenee, que 1'on sache effee~er sur route fonction donn6e: quand 
une fonetion est donn~e on ne salt pas nreessairement, par exemple, cal- 
culer sa valeur en un point. Mais les oprrafions que suppose l'gnone~ 
7 sont de eelles que l 'on a l'habitude d'effeetuer, de eelles, qui sont en 
grndral possibles, sur les fonc~ions qui se prgsen~en~ d'elles-m~mes en 
a,_~!yse et dont' l'dtude a, du moins, ~t~ faite assez pour que 1'on puisse 
aborder le  probl~me consistant ~ reconnaih'e si l'rnoned .7 s'app!ique ou 
non ~- un exemple donnr. 

J e n e  veu~ pas dire que l'rppnc~ 7 enli~ve tout infarct aux ~none~s 
de M. D i n i e t  k ceux que j'ai pr&&lemment~ 6~adi~s; il est5 ~videmment 
boujours a#anf~eux  d'avoir des dnoncds parficuliers moins g~nr rau~  mais 
plus maniables dans cerfains cas; il est aussi avanf~em~ d'avoir plnsieur~ 
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formes des m6mes dnoneds, e'est pourquoi je vais donner une nouvelle 
transformation de la deuxi~me des conditions de l'~noncd 7. 

Pour obtenir eette nouvelle forme, il suffira de reprendre le caleul 
qui a .prouv~ que 7 eont~nait 3. Posons 

p o s o n s  

~ > 0 ,  
on air: 

Je pose 

z(t + ~) - z(O = ~(~ + ~) - r + z(~),  
t 

f / 
d 

t 

(l} 1 (t) =fl r  alors l'intdgration par parties donne 
o 

Supposons remplie la premiere condition de l'dnoncd 7, e'est-~-dire sup- 
que r air tree ddrivde nulle ~ l'origine, alors, quel que soit 
on peut toujours prendre a assez petit pour que, dans (~, 2a), 

d'ofl, puisque l'on a 

Par _suite 

0 < r < ~t 

o < ~ = < t < t + ~ = < 2 t ,  
0 < r + ~) < 2et. 

f - l S O ) l e t <  e ~-___~ + 2~ + 4 ~ t  

nous nous reportons ~ la premiere Si main~enant 
ddduirons 

a 

eeei 

!~0( t + ~) --  ~'(0 I, 

dgalitd, nous en 

~~ 8~; 

montre que clans r d n o ~ ' 7  on peut remplzwer l'une 19ar l'autre 

r 

les 

La demi~re .forme de l'~nonc~ 7 ainsi obtenue serait partieuli~rement 
eommode si l'on vonl~it avoir des ~nonc~s analogues ~ 2 et 3 en assujet- 
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tissant l ep(t § e } ) -  e~(t)I a 6~re infdrieure, non plus ~ une fone~ion de 5' 
comme clans 2 et 3, mais ~ une fonetion de t et ~. Je  ne m'attarderai 
pas ~ reehereher des 6none~s partieuliers rentrant dans l'~noncd 7; il me 
parait probable que de tels dnoncds seraient intdressants seulement dans 
le eas off l 'on auraig souvent ~ dtudier la possibilitd du ddveloppement en 
sgrie de Fourier  de fonetions d'une classe ddterminde de fonetions, et 
l'dnone~ particulier ~ employer d@endrait  de la nature de eette elasse. 

Vo 

Je passe maintenant ~ un sujet assez diffgrent: l'emploi de l'dnonc~ 7 
~. la g6n~ralisation d'un thgor~me de M. Fe jd r* ) .  Voici ce thdor~me: La  sdr/e 
de Fourier, relative d u n e  fonction born& et inte'grable au sens de l~iemann, 
reprdsente cette fonction en tous ses points de continuite" et en tous ses points 
rdguliers quand on somme eette sgrie ~ar le procgdd de la moyenne arith- 
mgti~ze. 

On somme une sdrie 
U o + U ~ + u 2 + " "  

par le proc&td de la moyenne arithm~tique quand on lui attribue pour 
somme la limit~ (quand elle existe) des hombres a~ ddfinis par les ggalitgs: 

S~=%+ ~ + - . - +  % a . =  s~ + s '  + " ' " + s ~ - '  **) 

Pour bien metfre en gvidence toufe l ' imporfan~ du rgsaltat de 
M. Fejdr en ce qui concerne la representation des fonc~ions discontinues, 

je feral quelques remarques pre'limin~ires. 
Soit f (x)  une fonction ayant une int~gTale ~ il importe peu d'ai]leurs 

que ce soit une int~grale au sens de Riemann ou au mien. Soit $ '(x) 

*) Untersuchungen 5her Fouriersche Reihen; Math. Annalen, Bd. 58, S. 51. 
**) D'apr~s les indications de M. Fejdr il semble que ce soiea~ les rdsultats obtenus 

par MM. Borel et M i t t a g - L e f f l e r  relativement aux sdries enti~res qui lui aient 
donn~ l'idde d'entreprendre son important h~vail. I1 est peut-~tre curieux de remarquer 
d'une part ClUe la m~t~ode de sommation des sdries divergentes de M. Borel est une 
g~n~ralisation de la m~thode de sommation par la moyenne arithm~tique et d'autre 
part que, d~s clue l'on eut /maging cette demi~re mgthode, on l'ait appliqud /t des 
s~ries trigonom6triques. C'est ainsi que dans le Premier ~uFpl~men$ au 25i~e 
mdmo/re de ses Opuscu/es Ma "t~nat/ques (tome IV~ Paris 1768)D'Alembert d~montre 
~. peu pros rigoureusement que la sgrie 

cos x + cos 2 x  + cos s x  +...  
1 a pour somme - - ~ ,  saul pour z ~  2k~, quand on lui applique le proc~d* de la 

moyenne arithm6tique. D'Alembext n'apergut d'ail]eurs pas la pottle de ce th*or~mo 
et il s'~leva avec force et non sans raison cont~e l'emploi que eertains vou!alent 
en faire. 
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l'intdgrale indd6uie de f(x); alors on a, d'apr~s un thdor~me que j'ai d$jh 
rappeld et pour lequel j'ai renvoyd aux pages 123 et 124 de rues Lemons 
sur l'Inhigration, 

f ( x )  = =F(x), 

saul pour un ensemble de valeurs de x de mesure nulle. Cel~ revient 
dire que l'on peut trouver une suite de fonctions continues tendant vers 

f(x)~ saul pour les valeurs excep~ionnelles de x~ ou encore qu'il exis~ une 
expression analytique repr~sentant f(x)~ saul pour ces valeurs~ cette ex- 
pression ~t~ut une s~rie de polynomes en x. On ne peut d'ailleurs pas 
esl~rer mieux en s'adressant ~ des expressions analytiques plus g~n~rales~ 
car non seulement i l  existe des fonc~ions qui ne sont pas repr~sentables 
par une s~rie de polynomes, mais il existe m~me des foncfions 6chappant 

tout mode de repr~sention analytique.*) 
Le raiso-nement qui vient d'etre fair mon~re encore que pour que 

deux fonct~ions ne different que pour les points d'un ensemble de mesure 
nulle, il faut e~ il suffit qu'el]es aient la m~me intdgrale inddfinie. Que 
cel~ soit ndcessaire, c'est une consdquence de la ddfinition de l'int~grale; 
d'ail]eurs si deux fonctions correspondent~ ~ la m~me int~grale inddfinie 
F(x), elles ont la m~me reprdsen~tion analytique saul pour un ensemble 
de valeurs de x de mesure nulle. 

.Deux fonctions qui ont la m~me sdrie de F ~ r  ~e different que pour 
un ensemble de mesure nuIle de valeurs de la variable. Cel~ rdsultera 
immddiatement de /a poss/b///te" d'inte'grer t e r m e d  terme route sdrie de 
Fourier m2me divergente, puisque cette possibilit~ mon~rera que les deux 
fonctions ont la m~me intdgrale inddfinie. Je ddmontre la possibflitg de 
l'ink:=gvation. **) 

Soit 
1 

(1) ~ a o +  I %  eospx + b~sin p x ,  

la s~rie de Fourier relative ~ f ( z )  et 

1 + + si .  

*) Pour ce point je renven-ai & mon m~moire du Journal de Math6matiques, 
~-(~e 1905, ,Sur les fonctions repr6sentables analytiquement~." 

**) Ce th6or~me sous sa forme g~n~rale, pour les fonctions int~grables au sens 
de R i e ~ - n .  semble avoi~ ~ d~montr~ 'tou~ d'abord par M. de la Vall~e-Poussin 
(~,n~lvs de l a ~  scientfl~ue de BruxeIles, t ' . .XTI~-I)an~le texte, c~nformG 
maut ~.ce que j'ai suppos~ tout au de'but, je'm'oecupe des fonctions born~es ou non 
et ,ayaRt~ une,'int~g~la~e ~. mort sens, ce qui n'entraino aucun changement dans | a  
d ~ o ~  
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X 

celle qui correspond ~ ~ ' ( x ) d x .  Cette seconde sgrie est convergente, 
o 

X 

tar F(x)  = f f ( x ) d x  est ~ variation bornge. L'int~gration par parties do n-e 
0 

1 1 ao~- F(2:~) A,,~- 1 b,,, B,~=-~a,,--nao; 
7g ~ 

cela monh-e qu'en inh~grant terme ~. terme de 0 ~ x la sdrie (1) on obtient 

a o X si l'on a soin de remplacer le premier terme --2-- pax son ddveloppement 

en sdrie de Fourier. En faisant dans la sdrie (2) convergente x • 0 on a: 
1 F~2~) 

. Ao + 2:Ap= 2 ' 

ce qui montre l'identit6 des sgries (2) eL (3). Par suite l 'intd~ation terme 
terme est possible et conduit toujours ~ une sgrie convergente. 

Ainsi, se donner la sgrie de Fourier d'une function, c'est ddfinir cette 
function saul aux points d'un ensemble de mesure nulle e~ d'ailleurs in- 
connu. On peut par suite espgrer qu'en appliquant ~, ces sgries de Fourier 
une mgthode de summation convenable on saura calculer la function cor- 
respondante, saul pour un ensemble de points de mesure nulle. ]3 faut 
d'aflleurs remarquer que, quel que suit le procgdd de summation employd, 
il arrivera qu'en certains points et pour certaines functions, la m~thode 
de summation s'appliquera et donnera autre chose que la function; cel~ 
est une consdquence dvidente de l'inddtermination de la function corres- 
pondant ~ la sgrie. 

Les points de discontinuitd d'une fonction intggrable au sens de 
Riemann formant un ensemble de mesure nulle~ le rgsul~t de M. Fejgr peut 
s'dnoncer ainsi: Si l'on emploie le 2rocdde" de sommation par la mvyenne 
arithmdtique, la sgrie de _Fourier arune fonction born&, inte'grable au sens 
de t~iemann, fait connafitre la valeur de la fonction sauf pour un ensemble 
de points de mesure nulle. 

Ainsi, pour les fonctions considdrdes, le proc~dd si simple qu'emploie 
M. Fejdr conduit ~ un rgsult~t aussi parfait en un certain sens qu'on 
pouvait le souhai~er. C'est ce rdsultat que je vais essayer d'dtendre aux 
fonctions ayant une int~grale s mon sens. 

Le raisonnement de M. Fejgr s'applique~ sans qu'on y change rien~ pour 
Fdhlde des points de continui~ et des points rdguliers de ces functions 
sommables; mats une fonc~on sommable n'ayant pas en ggndral de points de 
con~uuitg, ni de points rggaliers, nous ne p outruns plus rien en  conc.!m~e 
relativement ~ l'ensemble des points o~) la mgthode de M. Fejdr s'appl~que, 

M a t h e m a t i ~ h e  A~.~lem. T ~ L  1 8  
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Guid~ par les eonsiddrations prdc~den~es j'ai recherchd un cas, un peu 
plus gdn~ral que celui de M. Fejdr, dana lequel la sommation par la 
moyenne ari~hmdtique puisse 6~re employd; voici le rdsul~at que j'ai obtenu. 

La sdrie de Fourier d'une fonetion f est sommable par le proc/dd de 
la moyenne arithmgtique au point x et permet de calculer f(x),  si la fonction 
[r correspondante est la ddrivge de son intdgrale inde'finie pour t = O. 

Je pose t t 
idt; 

0 0 

puisque, par hypoth~se, ~'(t) tend vers zdro avec t, a fortiori - ~  tend vers t 
zdro avec t, c'est dire que r  et q)~(t) ont routes deux une ddrivde nuUe 
pour t = O. 

Ceci posd, on a dvidemment, en conservant les notations indiquges, 

~ . = ~  (So+ S ~ + - - - +  S,_,)  
:q 

2 

, f f (= + 2t> + f ( = -  ~t) [sin t + sin 3t + . . .  + sin ( 2 n -  l)fl 
0 

2 

I f [  �9 -,~;, f(x + st) + f ( x -  2t)] ~ '  ,~t dr; sin~t 
0 

2 

n J q ~ (  sin' nt dr. d. = a . -  f (x )  = t) sin'~ 
0 

Le raisonnement de M. Fej6r nous apprend que d, tend vers zgro 

1 quand (p($) est continue au poin[ t = 0. avec 

En employanL l'infAgra~ion par par~ies*) on a: 

2 

0 

2 

f @  sin2ntdt 
= s in  s t " 

o 

*) Ce mode d'in~m--~ion s'applique aux in~grales considdrdes iei comme ~ celles 
de Riemarm; j~ l'ai dej~ employ6 pr~c6temment. Si l'on a quelques dout~es sat hr 
l~gitimi~ de 17~mploi de cette m6thode on pourra remarquer que l'int~gration par 
parses pout toujours ~tre remplarAe par l'emploi d'in~grales doubles et j'ai ~tudi~ 
ces, i , u ~  d~us m T h ~ .  
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Le premier terme du second membre tend dvidemment vers .zdro 
quand n croit; il en est de m~me du second, car c'est ie double de la 

diffdrence d,, pour laquelle r est la fonetion partou~ continue r 
sin t 

][1 suffit d'dtudier le dernier terme; en le ehangeant de signe et en y rem- 

plagant sin 2 n t  par sin (2n + 1)t' ou aurait l'int~grale I .  du premier 

paragraphe pour le cas off la fonetion ~,(t) qui figure dans I .  s'appellerait 

r I1 est dvident que le ehangement de sin(2n + 1)t en s in2nt  
sin ~ t 

n'aurai~ en rien influd sur les raisonnements des paragraphes prdcddents 
de sorte qu'on pourra employer les rgsultats de ces paraga'aphes ~ con- 

r L'dnoncd 7 ou m6me l'dnoncd 6 va dition d'y remplacer @(t) par s--~-/" 

nous montrer que le deraier terme tend vers zdro. 

~(t) dtant continue, la premiere condition de l'dnoned 6 est remplie 
sin t 

dtudions la seconde et pour ceL~ eMeulons la variation totale de r sin s t 
( , ( t )  ~. 

dans (t, a), variation que nous ddsigaerons par V~\sin,  t ! 

Remarquons d'abord que, quelle que soit la fonction q(t) ayant une 
intdgrale, on a: 

l + h  t -Fh j" y e(t) dt <= e(t) ldt, (h>0); 
t t 

d'o~ 

Or 

t b 

v: f e ( )  f i  ( )  b t d t  =< q t ;dr, 
a 

sin"t est, s une eonstante prbs, dgale "~ 
t 

/ (  ~(t) 2r ~o~t)dt, 
f f~  t she t 

(a < b).*) 

eomme le montre l'int~gration par parties; done on a: 

�9 , f 
Vfl/r < f]q~(t),dt !~176 ' 

t \ s i n ~ t ! = j ~  + 2 sins t 
t t 

o < t < /3  < .-2-- 

*) On peut  ddmontrer que c'est le signe ~ qui convient. CeD ne nous sera pas 
t 

utile, il nous suflit de savoir que f~(t)dt est ~ variation bornde, et d'avoir une ]imite 
2 

sul~rieure de sa variation totale. 
18" 
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Mais on a aussi 

/'1,~(t)l [r l ( ~ s t  
O sin ~ t d t' = l _ ~ _ l t  + 2 1  sin ~ t dr,  
t t 

done, puisque i~(t)] est au plus ~,ale g q)l(t), nous avons 

%(~) r (0 A / r  (t) cos t V~ [ r < + ' dt 
t \ s i n  ~ t ]  = s i n ' #  sin ~ t - ~ J  sin s t " 

t 

Posons r  sin t -0 ( t ) ;  O(t) tend vers z6ro avee t; soit 05 sa limite 
supdrieure clans (0,/~); 05 tend vers zdro avee ft. Alors on peut derire 

V~/r  %@ o(t) ~t ~ /cos tdt  

t 

\ s i n '  t/  = s i n ' #  + s-Tnnt + 4 0 f l  sin t M Sin # " 

D'ofi enfin on peut conelure que la plus grande des limites, pour t = 0, 

de t V.?[r est au plus dgale ~ 4Oe. Ceci dtabli, quel que soit fl dans 
t \sin t/ 

(t, ~), on a: 
= { r 'l 

\ s i n  t/ 

si ron mul~iplie les deux termes par t, quel que soit ~ le second terme 
du second membre donne un produit qui tend vers zdro, le premier donne 
eornme plus grande limite 405 et puisque 0~ tend vers zgro avee 18, on a: 

/ r  = 
lira V, ~ ,~ i~ ]  O. 
t = O  

Los eondiidons de l'gnoned 6 sont remplies, par suite not;re thdor~me est 
ddmont;r& 

Je vais maintenant dtudier l'ensemble des points en lequels la eon- 
di~on supposde est remp].ie. 

Pour t = O  I~(t)i sera dvidemment la ddrivde de son i n ~ a l e  inddfmie 
si la m~.me condition est remplie pour les deux fonetions de 

l f ( x  + t) - -  f(x) l , l f ( x  - -  0 - -  f(x) t ; 
c'est-~-dire si la fonct;ion I f ( Y ) -  ~1 est la ddrivge de son in~grale in- 
ddfinie pour y = x~ quand la cons~mt, e x &gale f (x ) .  Or il est facile de 

que, queue que soit If(Y)--"l est de son in g e i .-  
d ~  pour y ~ . x ,  si cel~ est vrai pour x ra~ionnelle. Soit en effe~ x~ 
mae valeur irrafionnelle de x, x,. tree valeur rationnelle, on a: 

l tf(Y) -- ~,1-  I f (Y) -  ~,l } _--< I ~, - -  ~,)- 
done 
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Y Y 

y _  
~ x 

Si l'on prend y dans un intervalle (x - -h ,  x "t-h) assez petit, le second 
terme du premier membre ne diff~re de If(x)--url que d'une quantitd e, 
prise arbitrairement positive, au plus. Donc, dans cet intervalle, on a: 

Y 

Y r ,. 1 

1 f ( y ) _ u , ] d y _ l f ( x ) _ u , l ! < 2 l ~ , . _ u i l §  
y - - x  i ~  

x 

et puisque ~ et Izr--z~! peuvent ~tre pris aussi petits que l'on veut, il 
est ddmontrd qu'au point x la fonction If(y)--usl est la ddrivde de son 
intggrale inddfinie. 

Mats les nombres :e~ ne forment qu'un ensemble ddnombrable, ~ chaque 
hombre u~ correspond au plus un ensemble E(z~) de mesure nulle pour 
les points duquel !f(y)--u,.  I n'est pas la dgrivde de son intd~ale inddfinie, 
done rensemble E somme des E(u~) est a~ plus de mesure nulle et c'est 
seulement pour les points de cet ensemble qu'il est possible que, pour 
certaines valeurs de z, i f ( y ) -  •[ ne soi~ pas la ddrivde de son int~grale in- 
dgfinie. C'est donc seulement aux points de E que la condition supposge 
sur I (t)l peu  n'  re pas remplie. Do . , :  

La sdrie de _Fourier relative 5 une fo, ction sommable quelvonque est 
sommable par le procgde" de la moyenne arithmdtique et fait con~ia~tre la 
fonction eonsiddrde sauf peut-~tre aux ~)oints d'un ensemble de mesure nulle. 

Je viens d'gtudier quelques fonctions f(x) non borndes, mats je rappelle 
que If(x)] a une intdgrale; M. Fejgr a gtendu son thgor~me ~ quelques 
fonctions non bol~des et son raiso, nement ne suppose pas que If(x)] a 
une intggrale. I1 serait facile de donner un dnoncg comprenant celui de 
M. Fejdr et le mien, je ne m'y arr~terai pas; il serait cependant int~ressant 
de savoir si le thdor~me de M. Fejgr pourrait 6~e dtendu ~ routes les 
sdries que j'ai appel&s sdr/es de /7our/er gdadra/ise~s dans mon mdmoire 
des Annales de l'Ecole Normale et auxquelles les proc~dds utilisds pour 
l'dtude de la convergence (ordinaire) des sdries de Fourier ordinaires ne 

semblent pas s'appliquer facilement. 
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VII 
Je crois que les rdsultats de M. Fejgr pourront ~tre ufilement employgs 

l'gtude des sgries de Fourier les plus gdndrales*); les propridhis des 
sommes 6, de M. Fejgr qui me parai~en~ les plus utiles pour une tel]e 
6tude sont les suivantes: 

1 ~ a~ est de la forme (notations donndes au ddbu~) 

~ . ( x )  = 1 + + px), 
j ~ = l  

1 quel que soit n, et tendant vers 1, 

quel que soit p, quand n augmente inddfiniment. 
2 ~ ~ (x )  tend vers f (x)  saul, tout au plus, pour les points d'un en- 

semble de mesure nulle. 
3 ~ a~(x) tend en particulier vers f (x)  pour les points de continuitd 

de f(x)et cel~ uniformgment duns tout intervalle off f (x)  est continue. 
4 ~ 6~(x) est bornge, quels que soient n et, x,  s i x  est dans un inter- 

valle oh f(x) est born6e. 
11 est facile d'indiquer d'autres procgdgs de sommation des .sgries de 

Fourier prgsentant les avantages ci-dessus gnone~s du procgdg de M. Fej~r 
et: qui ne ngcessitent que des raisonnements plus simples que les prdcX~lents. 

J e  montre tout d'abord que le raisonnement simple de M. Fejgr 
fournlusait un rgsultat ~ peu pros gquivalent ~ celui ddmon~g ~ la fin 
du paragraphe precedent, On a vu que si ~(t) gtai~ pour t = 0 la ddrivge 
de son intggrale indgfinie r  on avait: 

Y$ 

2 

d,,= 6,,-- f(x) = ; , r  sm ~-~ + (t) cos t ~i~'"t~i~'-~- dt 
0 

2 

(~) ~ i - r ~  ~ .  
0 

! . 
Le premier terme tend vers zgro a v e c -  le second auss~ d'apr~s le r6- 

sultat de M. Fejgr; quant au tro~si~me il est, je rai dit, analogue ~ Fin- 

tggrale I~ relative ~ la fonction continue r Don% d'apr~s le rgsultat 
sin 

*) A ~e jmjet je dois renvoyer ~- un t~vail de M. Hurwitz (t:[bex die Fourier- 
~ h e a ~  integH'erbare~ Funkt~onen, Mat~. A.,~len, Bd. 57) off l'on tzouvera 
~ . ~ m s i d d x a t i o n s  fort analogues a certai~es des remarques du paragraphe 
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de M. Fej~r, la moyenne arithm6tique de la somme de ses n premibres 
1 

- - .  En d'autres termes s/ l'on pose valeurs tend vers zgro avec n 

~ tend vers f (x )  en tous les points l~our lesquels l'intdgrale inde'finie 
de cp(t) a une ddrivde nulle pour t = O, c'est-d-dire en particulier en tous 
les points o4 f(x)  est la ddrivde de son. inte'grale indgfinie. Ainsi ~ saris- 
fair h. la seconde des conditions que vgrifiait ~ ,  il est d'ailleurs dvident 
que X~ satisfait_ aux trois autres conditions gnoncdes; au rest~, il dtait 
certain sans nouveaux raisonnements que si l'on peu~ employer une lois 
le procgdg de la moyenne arithmgthique on peut l'employer deux lois. 

Voici maintenant un mode de sommation tout ~ fai~ imm~diat; on 
a vu qu'iI suffisait d'avoir une expression analytique de l'iatggrale ind~finie 
F(x)  de f (x)  pour en ddduire nne expression analy~ique de f(x); il est 
trident que si Yon remplace r par l'une on l'autre des deux fonctions 

- -  ~ [F(x  + h,) + F ( x - -  h,;] 1 [P(x + h~) -  F(x)],  ' ,  
h n 2 h  n 

1 
off h,~ tend vers zdro avec - -  on aura des expressions qui satisferont aux n 
3 derni~res conditions 6noncdes et que vgrifie 6.. 

Mats on a vu qu'on pouvait prendre pour/~'(x) 

F(x) = c + ao~ + ~ ( 5  st. px - b~ ~o~ px); 

donc on peut prendre ~ la place de ~ (x )  la fonction o'(t, x), off Yon fern 
1 

si l'on veug t = -  

a o ~-~(sinpt~ ~' (t, x) = ~ [ F ( x  + t ) -  F ( x -  t)] = ~ + ~ pt j % cospx +b,  sinpx). 

Un des inconvdnients de cette fonction est d'6tre ddfinie par une sdrie 
au lieu d'6~re donnde par ane suite finie; mais cette sdrie dtant unifor- 
mdment convergente~ pour t constang~ on peug la limiter. Le calcul sera 
plus simple si l'on inf~gre encore tree lois. 

La sdrie qui donne F(x)  dgant uniformdment eonvergente~ on peut 
l ' in~grer terme ~ terme eg l'on a ainsi pour la fonction ~'~ (x) qui rdsulte 
de f (x)  inf,6,gr6e deux lois 

x ~ ~ 1 
~', (x) = k t + k~x + a o 2 - ~-~ (a, cos px  + b, sin ~x) .  

Alors on aura, comme on sait, une forme simple en posant 
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a"(t,x) tend vers f(x), quand t tend vers O, en tout point off f(x) est 
la d6rivge de son intggrale inddfinie. 

On reconnait 1~ le procddg de sommation auquel Riemann a eonsacrd 
son ee'l~bre mgmoire off il est ddmontr~ que ee proeddd de sommation 
est plus gdn~ral que le procddd ordinaire. Or il est facile, pour tous les 
cas, de remplacer la sdrie inflnle qui ddfinit ~" par une suite finie, en 
s'appuyant seulement sur la convergence vers zgro des a~ et bp. Si l'on 
ndglige tous les  termes qui suivent le p~=~ dans a'; et si m est la limite 
supgrieure des modules des %+a et b~+h, l'erreur commise esi dvidemment 
au plus dgale ~: 

2 m ~ ,  1 "2m ~dt 2m 
V . _  (p + q)~ < -P-,] ~ = ;ot~" 

q = l  p 

I1 suffira done d'associer p e t t  de mani~re que pg~ ne descende pas au- 
dessous d'une certaine limite. On pourra prendre~ par exemple, 

~:(X) --~ ao ,=7~ / n  sin p ) ~ ~-2:~ p~ (a~cospx+b, sinpx). 
p=-I 

Rien n'emp~cherait d'intdgrer plus de deux lois la sdrie de Fourier 
de f(x), on aurait des rdsultats analogues et des procddds de sommation 
auxquels s'appliquent le thdor~me du w 2 du mdmoire de M. Fejgr.*) 

*) Je n'gbadie pas ici un procgd4 de somraation, plus ancien encore que celui 
de Riemann, le proc4d4 bien connu de Poisson, qui a 4t4 4tudi4 par M. Schwarz, 
duquel M. Piea~d a d4duit une ddmonstzation du thdor~me de Weiers~ra$ sur la 
reprgsentation approch4e des fonctions continues et au sujet duquel Poisson s'ex- 
prime ainsi dans le tome 18 du Journal de l'Ec61e Polytechnique (pages 421--&22). 

~En g4ndral, une s4rie de quantit~s pgriodiques prolongde s l ' i n f i n i e , . . . ,  ne 
peut avoi~ un sens clair et pr4cis, ,qu'aut~nt qu'on la regarde comme la limite d'une 
sdrie eonvergente. Nous multiplierons donc le berme ggn4ral de cette sgrie par l'ex- 
ponentielle e--ki.,, nous change rons ainsi ]a formule en une au~re ,,dans laquelle 
on devra faire k in~niment petite ou nulle, apr~s avoir effectu~ ]es calculs. L'intro- 
duction de cette exponentielle, en rendant la s4rie convergence, f a r  disparaitre les 
difficultgs que 1~ formule de Lagrange p r 4 s e n ~ R ; . . .  ,. 


