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Introduction

1. Soit X une semi-martingale sur un espace (2, (%);5,, %, P). On considére la
mesure aléatoire u sur ]0, oof x (R — {0}) associée aux sauts de X par

wA)= Z 1{Xs“ +x9 14 (s, 4 Xy),
(s)

et le processus X° obtenu en amputant X de ses sauts d’amplitude supérieure a 1:

Xt0=Xt— Z I{IAXSI>1}AXS-XO'
st

On peut montrer que X° s'écrit de maniére unique comme X°=M +0a, ou M
est une martingale locale, et ol o est un processus prévisible nul & lorigine,
localement & variations intégrables.

On appelle P-caractéristiques locales de X le triplet € =(v, &, f) constitué de
(i) la «projection prévisible duale» v de y (c’est encore une mesure aléatoire sur
10, co[ x (IR —{0}) dont la définition précise est connée au paragraphe 1, et qui
par référence aux processus de Markov pourrait s’appeler le «systéme de Lévy»
de X), de (ii) le processus o introduit ci-dessus, et de (iii) le processus croissant
continu f={M°*, M*) associé a la partie continue M° de M.

Par exemple si X est un processus a accroissements indépendants et station-
naires, il est bien connu que c’est une semi-martingale (relativement a sa famille
naturelle de tribus). Ses caractéristiques locales sont v(d¢, dx)=dt F(dx), a,=at,
et f,=b?t, o0 F est la mesure de Lévy de X, a est la dérive et b est le coefficient de
la partie brownienne.

La notion de caractéristiques locales, pour une classe de processus plus
restrictive que les semi-martingales, a été introduite par Grigelionis [9]. La
présentation de cette notion est faite au paragraphe 2.

2. Nous nous intéressons principalement au probléme suivant: supposons
que P et P’ soient deux probabilités sur (Q, #) pour lesquelles X est une semi-
martingale, de caractéristiques locales respectives € et €’; peut-on trouver des
conditions sur ¥ et € pour qu'on ait P<P’, ou P'<P, ou P'~P?
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Lorsque X est a trajectoires continues, ce probléme a été étudié en détails,
et nous ne ferons ici que retrouver des résultats connus. Citons notamment
Ershov [6], Kailath [12], Kailath et Zakai [13], Liptzer et Shyriaev [16], Orey
[22] et Kunita [15]. Pour une bibliographie descriptive, nous renvoyons a Orey
[23], Mémin [18], ou Liptzer et Shyriaev [17].

Lorsque X est un processus non continu, les résultats antérieurs sont beaucoup
plus parcellaires. Citons, en ce qui concerne les processus ponctuels et les
«processus de sauts pur», par exemple Brémaud [1], Kailath et Segall [14],
Orey [23] et Jacod [10]. Enfin Skorokhod [24] a donné des conditions pour
que P~ P’ lorsque X est intégrale stochastique d’un processus a accroissements
indépendants, tandis que Grigelionis [7—9] a étudié certains aspects du probléme
ci-dessus dans le cadre des processus «localement indéfiniment divisibles» (cf.
paragraphe 2).

Signalons enfin que ce probleme débouche sur un certain nombre d’ap-
plications en théorie du filtrage non linéaire: voir Kailath [12], Grigelionis
[9], ou Liptzer et Shyriaev [17].

3. La premicre étape, fondamentale, consiste & prouver que si X est une
semi-martingale pour P de caractéristiques locales €= (v, a, f) et si P’ <P, alors
X est aussi une P’-semi-martingale dont les P'-caractéristiques locales 4’ peuvent
se mettre sous la forme

vi=Y.v

ocizoc,-l—jtzsdﬂs—l—j § x[Y(s, x)—1]v(ds,dx) (%)
0 0 {{x]=1}

p'=5,

ou z est un processus prévisible, et ou Y est une fonction positive «prévisible»
sur 2 x [0, o[ x (R —{0}). Ce résultat fait 'objet du paragraphe 3.

4. 11 est alors naturel de reformuler le probiéme initial ainsi: on suppose
que X est un processus continu a droite, limité a gauche, adapté & (%); soient Q
une probabilité sur (2, %) et €=(v,a, f) un triplet constitué d’une mesure
aléatoire «prévisible» v, d’un processus prévisible o et d’un processus croissant
continu adapté f. On dit quune probabilité P est solution (faible) du probléme
des martingales (X,%,Q) si X est une P-semi-martingale de caractéristiques
locales %, et si la restriction de P a (@, %,) égale Q. Soient également Q' une autre
probabilité sur (2, %), z un processus prévisible, Y une fonction positive
prévisible sur Qx [0, o[ x (R—{0}) et ¥’ le triplet défini par les formules (x).
Si P’ est solution du probléme des martingales (X, %', Q'), a quelles conditions
sur Y, z, Q et Q' a-t’'on P"<P,ou P<P,ou P~P"?

Le paragraphe 4 est consacré a 1'énoncé des résultats obtenus dans cette
direction, leurs démonstrations étant repoussées aux paragraphes 5 et 6. On se
limite au cas o, pour P et P', X est une semi-martingale quasi-continue d gauche.

Enfin dans le cas o P’< P, on donne sous certaines conditions une expression
de la dérivée de Radon-Nikodym E (% F/"t) en fonctionde Y, z, Q et Q.

5. Les résultats précédents conduisent a se poser un certain nombre de
problémes intéressants, notamment sur 'unicité de la solution du probléme des
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martingales (X, %, Q), et sur les relations entre cette unicité et un théoréme de
représentation des martingales. Le probléme de 'unicité est abordé au paragraphe 7,
tandis que dans le paragraphe 8 on montre que si P est 'unique solution du pro-
bléme (X, %, Q), toute P-martingale locale nulle a 'origine est la somme d’une
intégrale stochastique par rapport 4 la martingale locale continue M= (X° — )",
et d’une intégrale stochastique par rapport 4 la mesure aléatoire u—v.

Par contre nous avons pratiquement laissé de coté le probléme de I'existence
d’une solution au probléme des martingales (X, €, Q). Un seul résultat, du type
«théoréme de Girsanov» (énoncé sous deux formes différentes: théorémes (3.8)
et (4.5)), est donné dans cette direction.

6. 11 est évident qu’a des modifications triviales prés, nos résultats restent
valides lorsque X est un processus a valeurs dans R”, dont chaque composante
est une semi-martingale.

Ces résultats resteraient également valides, avec une formulation légérement
différente, si X était un « processus de sauts pur» a valeurs dans un espace mesurable
(E, &): dans ce cas X est entitrement déterminé par la mesure aléatoire u sur
10, o[ x E, définie par p(A)=) 1y, +x,14(s X,) et les P-caractéristiques

®
locales de X sont constituées de la seule projection prévisible duale de u (plus

généralement, d’ailleurs, on pourrait partir d’'une mesure aléatoire y «a valeurs
entiéres»: cf, [11]).

Enfin nous avons supposé, par habitude, que le processus X était défini sur
[0, co[. Sl n’est défini que sur un intervalle semi-ouvert borné [0, d[, il suffit de
remplacer partout dans le texte I'instant + oo par l'instant d. Si maintenant X
est défini sur un intervalle fermé borné [0, ], il convient de prendre plus de pré-
cautions dans l'application de ce qui suit: on définit un nouveau processus X'
sur [0, co[ par X{ =X, 4, et on pose F' =5, , 4; si (X, ) <, <4 €St Une semi-martin-
gale sur (Q,(F)o<i<a>F, P), il est clair que X est une semi-martingale sur
(Q,(F)), #, P), et les P-caractéristiques locales de X sont définies comme les
restrictions & [0, d] des P-caractéristiques locales de X'. A Taide de ces quelques
remarques, la transposition de nos résultats au cas ou X est défini sur [0, d] est
alors trés facile.

1. Préliminaires

1. Quelgues notations. On considére un espace mesurable (2, #) muni d’une
famille (#,),s, croissante et continue a droite de sous-tribus de #. On considére
également un processus X a valeurs réelles, défini sur Q, adapté a la famille (%),
dont les trajectoires sont continues a droite et pourvues de limites a gauche;
ce processus X est fixé une fois pour toutes.

Sauf mention contraire, le terme «temps d’arréty se rapporte a la famille
(#,); de méme le terme «processus» signifie processus a valeurs dans [ — o0, o],
adapté a la famille (£).

Si S et T sont deux temps d’arrét, intervalle stochastique [ S, T] est 'ensemble
{(0,): S(w)<t= T(w), t<ow}; les intervalles [S, T, 1S, T et 1S, T sont définis
de maniére analogue. En particulier, [T]=[T, T] s’appelle le graphe de T dans
Q2 x [0, cof.
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Si T est un temps d’arrét et Y un processus, on note Y7 le processus arrété
en T: ¥,"=Y;,,. Si Y est un processus continu & droite et limité a4 gauche, on
note Y,_ et AY; sa limite & gauche et son saut a l'instant ¢t >0.

Pour tout espace mesurable (4, o), on désigne par &/ ™ 'ensemble des appli-
cations «/-mesurables de A4 dans [0, oo].

Soit P une probabilité quelconque sur (2, #). On dit qu'un ensemble B de
Qx [0, o est P-évanescent si Pensemble {w: 3¢, (w,t)eB} est P-négligeable.
Deux processus Y et Z sont P-indiscernables sil’ensemble {Y & Z} est P-évanescent.

2. Processus et temps d’arrét prévisibles. Nous utiliserons souvent le livre de
Dellacherie [3]. Comme nous ne voulons pas fixer a-priori une probabilité sur
(@, #), 11 nous faut modifier les notions de processus et de temps d’arrét prévisibles.

Définition. (i) Un processus Y est dit prévisible si 'application (w, tv» Y,(w) est
mesurable par rapport a la tribu 2 de Q % [0, oo[ engendrée par les applications
(o, t)»» Z (w) qui sont & -mesurables en o pour tout ¢, et continues & gauche en ¢
pour tout w.

(ii) Un temps d’arrét T est dit prévisible si le processus Y, =11, est prévisible.

Les faits suivants sont bien connus: la tribu 2 est engendrée par les intervalles
stochastiques [0, T], ou T désigne un temps d’arrét quelconque. Si P est une
probabilité sur (Q, &), un processus est prévisible au sens de [3], relativement a
la famille usuelle des complétées des #, par rapport a P, si et seulement s’il est
P-indiscernable d’un processus prévisible au sens ci-dessus. On a une assertion
analogue pour les temps d’arrét et les temps d’arrét prévisibles. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier, a I'aide des assertions ci-dessus, que tous les résultats
de [3] sont appliqués ici de maniére légitime.

3. Processus croissants et martingales. Par processus croissant, on entend un
processus dont toutes les trajectoires sont croissantes, continues a droite, et
égales 3 0 oua + oo al'instant 0. Soit A un processus croissant. Pour tout p,rocessus

z=0 on définit sans ambiguité le processus croissant z- A par z-A4,= jz dA;
si z est de signe quelconque, on définit le processus z - A par

i
zdA, si |z]- A<
z-A,= g ’ t 1

+ o sinon

(la valeur + oo ci-dessus est arbitraire pour les applications que nous avons en
vue; elle permet simplement d’assurer lidentité des deux définitions de z- A
lorsque z = 0). Remarquons que si z et A sont prévisibles, il en est de méme de z - A.
Supposons maintenant fixée une probabilité P sur (Q, #). Soit o *(P) 'en-
semble des processus croissants 4 vérifiant 4,<co P-ps pour tout ¢ fini. Soit
¥+ (P) I'ensemble des processus croissants A pour lesquels il existe une suite
(T,) de temps d’arrét (appelée «suite localisante») croissant P-ps vers + oo, et
vérifiant E(Ay)<oco pour tout n. On note /(P)=s/ " (P)—of +(P) l’ensemble
des différences de deux éléments de .« *(P), et de méme ¥, (P)= 7,5 (P)— 5 (P).
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Bien entendu ¥;, (P)< ./ (P), mais l'inclusion inverse n’est pas vraie; cependant
si Aesf (P) est prévisible, alors Ae ¥}, _(P) (Jacod [10]).

(A, P)={z prévisible, z>- Ae*,
t

loc
Si Ae?;Z(P), on pose I2 Joc

loc

(P)}. Enfin si

loc

Aes/(P), pour tout processus z on écrit z- A,= [z, dA, chaque fois que cette
0

expression a un sens: on étend ainsi la définition (1).

On note .# (P) I'ensemble des martingales continues d droite et uniformément
intégrables (sous-entendu: par rapport a la famille (#%); on identifie toujours
deux martingales P-indiscernables). On désigne par .4, (P) l'ensemble des
martingales locales, ¢’est-a-dire des processus M pour lesquels il existe une suite
(T) de temps d’arrét (suite localisante) croissant P-ps vers + oo, et vérifiant
MTre . #(P) pour tout n. Soient

M (P)={Me.4,

2 (P)={Me.#,(P), il existe une suite localisante (T,)
pour M telle que sup E[(M)*] < co pour tout n}
3

(P), M20},

loc

Ioc

(martingales localement de carré intégrable).

A tout Me 42 (P) on associe, d’aprés Meyer [19], un élément prévisible de
Y.5(P) et un seul (& une P-indiscernabilité¢ prés), noté (M, M), et tel tel que
MZ——<M MYye ), (P). Si M et N sont dans .#,(P), on pose {(M,N)=
I[(M+N,M+N>—-(M—N,M—N>], qui est I'unique élément prévisible de
,.(P) tel que MN — (M, N) e, (P).

Pour toutes les propriétés des martingales et des intégrales stochastiques par
rapport aux martingales, nous renvoyons 4 Doléans-Dade et Meyer [5]. Sur le
plan des notations, on écrira z-M pour Yintégrale stochastique (lorsqu’elle
existe) du processus prévisible z par rapport & M e 4, (P). Rappelons simplement
que si Me#2 (P) et si zel? ((M, M), P), alors {z-M,N)>=z-{M,N) pour
tout Ne.#2 (P). Rappelons également qu’a tout M €.4,,.(P) on associe sa partie
continue M°: c’est un élément de .4, (P) (et méme de /%If,c(P)) a trajectoires con-
tinues, tel que M{ =0 et que M — M° soit une «somme compensée de sauts».

Toujours d’apres [5], une semi-martingale (relativement a P)est un processus
pouvant se mettre sous la forme X =X, +M+ A4, ou Me 4, (P) ou Ao/ (P) et
ou X, est #,-mesurable. Enfin on a le résultat fondamental suivant:

(1.1) Théoréme (Dellacherie [3]). Soit Ae¥]

10C(P) Il existe un élément prévisible

A'e, (P) et un seul (d une P-indiscernabilité prés) tel que A—A'e M, (P).
Le processus A’ s’appelle la projection prévisible duale de A (pour P). Ce
résultat est énoncé dans [3] lorsque A est un processus croissant intégrable

(ie.: tel que E(A )< 00), mais son extension aux éléments de 7;, (P) est immédiate.

loc

4. Mesures aléatoires. Dans toute la suite, (E, &) désigne I'espace R — {0} muni
de ses boréliens. On munit I'espace Q=0 x[0, oo[xE des tribus Z=2Q4¢,
et #=F QAB([0, 0[)QE.

Définition. Une mesure aléatoire est une mesure de transition positive de (Q, %)
dans l'espace ]0, co[ x E muni de ses boréliens.
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Si p est une mesure aléatoire et si Ye#*, on définit une nouvelle mesure
aléatoire Y- p et un processus croissant Y sp par

Y- p(w;dt, dx)=Y(o,t,x) p(w; dt, dx),
t

Yxp(w)=| {p(w;ds,dx) Y(w, s, x).
0 E

Nous allons maintenant étendre la définition du processus Y # p & toute fonction
#-mesurable Y, de signe quelconque. Posons

J(p)={(w,1): p(w; {t} x E)>0},
A4,=| YlJc(p)l *p,+ Z 1J(p)(S) IEj Y (s, x) p({s}, dx)I,

avec la convention 4,= + oo si I'une des intégrales du second membre n’est pas
définie. Soit alors

gﬁf Y (5, %) 15e(,(8) p(ds, dx)+ Z: lj(p)(s)bi Y(s, x) p({s}, dx) si 4,<c0

o= @

+ 00 - sinon.

La encore la valeur + oo ci-dessus est arbitraire, elle permet d’assurer 'identité
des deux définitions de Y  p lorsque Y = 0. Remarquons cependant que, contraire-
ment & ce qui se passe pour les processus z- A définis par (1), on peut avoir
|Y#+p,|<oo et |Y|*p,=+ o0 (lorsque J(p)+0).

On dit que la mesure aléatoire p est prévisible si Y +p est un processus pré-
visible pour tout YeZ*; dans ce cas, Y p sera prévisible pour toute fonction
ZP-mesurable Y, de signe quelconque.

Soit maintenant P une probabilité sur (2, #). A toute mesure aléatoire p
on associe une mesure positive MP sur (@, #) par la formule M, P(Y)=E(Y*p,),
ol Ye#™*. On a alors:

(1.2) Théoréme (Jacod [10]). Soit p une mesure aléatoire telle que la restriction
de MP a (@, P) soit o-finie. Il existe une mesure aléatoire prévisible p' et une seule
(a un ensemble P-négligeable preés) telle que les restrictions de MP et de MP j
(Q, P) coincident.

La mesure p’ s’appelle la projection prévisible duale de p; elle est caractérisée
par le fait que, pour tout YeZ™+ tel que Mf,’ (Y)< 0, le processus croissant Y x p’
est la projection prévisible duale du processus croissant Y s p.

Plagons nous toujours sous I'hypothése du théoréme (1.2). Soit A (p, P)
ensemble des fonctions #-mesurables Y telles que la restriction de la mesure
|Y]- MP a (@, g") soit o-finie. Si Y e "(p, P), on peut définir I'espérance condition-
nelle MP (Y|#), comme une version #-mesurable _quelconque de la dérivée de
Radon-N1kodym de la restriction de Y- M} & (Q, &), par rapport 2 la restriction
de M7 & @, P).

5. La mesure aléatoire associée aux sauts de X. La formule

w; dt, dx)= (Z) L a0+ 0y €, 4%t (15 %), €)
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ou ¢, désigne la mesure de Dirac en g, définit une mesure aléatoire 4. On a montré
dans [11] que

(1.3) Proposition. Soit P une probabilité sur (Q, F).
(a) La restriction de MY a (Q, D) est o-finie.

(b) Pour tout M e, (P), on a AM e 4 (y, P) (par abus d’écriture, AM désigne
la fonction (o, t, x)»> AM,(®)).

Fixons maintenant une probabilité P, et désignons par v une version de la
projection prévisible duale de u pour P. Nous avons également montré dans [11]
que

(1.4) Proposition. (a) Pour qu'un temps darrét T tel que AX, +0 P-ps sur
{T < oo} soit totalement inaccessible relativement d P, il faut et il suffit que [T]NJ(v)
soit P-évanescent.

(b) Pour que X soit quasi-continu d gauche relativement d P, il faut et il suffit
que J(v) soit P-évanescent.

(c) Lensemble {(w, t): v(w; {t} x E)> 1} est P-évanescent,

En ce qui concerne l'intégrale stochastique par rapport d g — v, nous renvoyons
a Jacod [11]. Nous nous contentons d’énoncer ici les résultats qui nous seront
utiles.

Pour toute fonction U, on définit les processus croissants:

BAU)=|U1Lye(py| % v+ g 1y (8) fbj p({s}, dx) U(s, X)—Ef"({s}a dx)U(s, x)|,
B(U)=U?1,.(,) * v, + Z‘ 1y(s) ‘Efv({s}, dx)U?(s, x)— [éfv({s}, dx)U(s, x))?|

avec la convention B,(U)= +oco (resp. B,(U)=+ ) si I'une des intégrales ci-
dessus n’est définie, ou si on arrive & une expression de la forme oo — co. Soient
alors

%! (u, P)={U: fonction #-mesurable, f(U)e?;,.(P)},

@2 (u, P)={U: fonction #-mesurable, B(U)e¥;,.(P)},
Yoot P)={U=U,+U,, U;e% (i, P), U,e %} (1, P)}.

loc loc

Pour tout Ue9, (1, P) on peut alors définir un élément U % (u—v) de 4, .(P),
qui posséde les propriétés suivantes:

(1) Si Ueglloc(:uy P)a ona U= (.u—v)eﬂloc(P)mdyl‘oc(P)'
(i) Si Ue%? (u, P), on a U = (u—v)ed: (P).
(iii) On a [U = (u—v)]°=0 et
ALU * (u=v)1,=U(s, X)) Lz, +.0y— [ V({5}, dx) U(s, x) )
E
(iv) Si les processus U=y et U=xv sont dans o/(P), on a Ux*(u—v)=
Usu—Usv.

Lorsque X est quasi-continu & gauche, nous aurons également besoin des
résultats suivants, montrés dans [11]:
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(1.5) Théoréme. Supposons X quasi-continu @ gauche. Soient Me.#, (P) et U
une version de ME(AM|P). Alors Ue%, (1, P); si de plus MI({AM+U})=0,
la martingale locale M — U » (u—v) w'a aucun saut commun avec X. Inversement
si Ue%,, (u, P) et si M=U = (u—~v), on a U=MF(AM|P).

(1.6) Proposition. Supposons X quasi-continu d gauche. Pour que Ue%,_ (4, P),
il faur et il suffit que U soit P-mesurable, et que le processus [|U| 1,y ., +
U2y <1y] * v soit dans ¥} (P).

2. Caractéristiques locales d’une semi-martingale

On associe & X les processus suivants:

X:=X0+ZAXS1{|AX5|>1}’ XtOZXt—th.
s=t
Chaque trajectoire de X' est 4 variations bornées sur tout intervalle fini.
. Soit maintenant P une probabilité sur (Q, #) pour laguelle X est une semi-
martingale.

(2.1) Proposition. 1 existe une décomposition X°=N+A, on Ned,, (P) et

Aet (P).

loc

Démonstration. Par hypothese X s’écrit X=N+B, ou Ne.#,,(P) et Be(P).
1 suffit alors de montrer que A=B— X" est dans ¥;, (P).
t

ocC

Soient (R,) une suite localisante pour N, S,=inf(t: | |dA|=n) et T,=R, A S,.
0
Tn
Comme T, tend P-ps vers + oo, il suffit donc de montrer que E (j ldAsl) <0
pour tout n. Or par définition de X', 0

|ABy |S|ANR=|+1  si |4Xg |<S1
| AT“l=

|ANf| sinon,
Tn

et ANfr est intégrable. Donc E(j" |dASl) <n+E(4Ag)) est fini.
0
Suivant Grigelionis [9], on pose alors la

Définition. On appelle P-caractéristiques locales de X un triplet €=(v,a, )
constitué de:

(i) une version v de la projection prévisible duale de g,

(il) une version a de la projection prévisible duale de A4,

(iii) une version du processus croissant prévisible f= (N, N).

Lexistence de v (resp. o) est assurée par la proposition (1.3) (resp. le théoréme
(1.1)); on sait que § est P-ps a trajectoires continues, puisque N° est continue.
Le caractére intrinséque du triplet € est assuré par la

(2.2) Proposition. (a) Les P-caractéristiques locales sont définies de maniére
unique, d un ensemble P-négligeable prés, indépendamment de la décomposition
X°=N+4, oi Ne,, (P) et Ae;, (P).

(b) Si X est quasi-continu a gauche, o est P-ps d trajectoires continues.
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Démonstration. (a) L'unicité de v découle du théoréme (1.2). Soient N+ A4 et
N'+ A" deux décompositions satisfaisant les conditions de I'énoncé, et « (resp. &)
la projection prévisible duale de A (resp. A). On a N=A—oae.#, (P) et
N'=A'—o e M, (P). Mais alors o —a' =N'— N+ N'— N e .#,  (P), ce qui implique
la P-indiscernabilité de o et de o/, d’aprés le théoréme (1.1). On en déduit éga-
lement que N'—N=N—N’; or N et N’ sont des sommes compensées de sauts,
donc N'¢=N¢ d’ou I'unicité de f.

(b) Soient M =X°—ae.#,, . (P) et (T,) une suite localisante de temps d’arrét
pour M. Soit T un temps d’arrét prévisible; d’aprés [5], on a E(AM}"| %, )=0;
mais si X est quasi-continu & gauche, on a aussi 4X5=0-et comme Ao, est
Fr_-mesurable, il vient

Aolr=E(doafr|Fp )= —E(AMI*| F,_ )=0 P-ps

sur {T < co}. On en déduit que Aoy =0 P-ps sur {T < co}, pour tout temps d’arrét
prévisible T. Le théoréme de section appliqué & I'ensemble prévisible {4a=+0}
entraine alors le résultat (Dellacherie [3]).

Remarques. 1. Le résultat ci-dessus conduit a une représentation canonique de X :
X=X"+M+o, (5)

ot Med, (P). Remarquons quon a f={(M‘ M. Cette décomposition
canonique sera continuellement utilisée dans la suite. Nous précisons quelques
propriétés de M dans la proposition (2.3).

2. Soit U(w, t, X)=x 1, <;3- On pourrait montrer que U €%,,.(u, P) et que
X=X"+M+Us(u—v)+a, rafinant ainsi la- décomposition (5). Ce résultat ne
sera pas utilisé plus loin.

3. La seconde caractéristique locale o dépend essentiellement de la définition
de X*. Si on avait posé¢ X} =X,+ ZAX Liax, > avec a®1, a>0, on aurait

trouvé un autre processus o. Par contre v et B seraient restés inchangés.

Commentaires. Grigelionis définit dans [9] les caractéristiques locales pour une
classe beaucoup plus restreinte de processus, ceux pour lesquels le triplet €
vérifie en outre:

v est de la forme v(w; dt,dx)=dtIl(w, t; dx),

on a E[} [(x2A1)vds, dx)]<oo,
0 E

t t
a est de la forme o, = [ a,ds, avec E(jafds) <0,
0 0

t
B est de la forme B,= [ b,ds, avec E(B,)< co.
0

Ces processus sont appelés localement indéfiniment divisibles. Bien que couvrant
sans doute la majeure partie des applications, cette classe est trop restreinte pour
ce qui nous concerne, puisqu’elle ne se conserve pas lors d’'un changement
absolument continu de probabilité.

Exemples. Les exemples les plus typiques sont constitués des processus a
accroissements indépendants et des processus de diffusion; ces exemples sont
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traités en détails plus loin. Citons ici simplement le cas des processus d’Ito (dans
la terminologie de Liptzer et Shyriaev [17]), qui sont les processus X se mettant
sous la forme

t t
X,=[a,ds+ [b,dB,,
0 0

ou a et b sont des processus adaptés convenables, et B un mouvement brownien.
t

X est alors une semi-martingale de caractéristiques locales v=0, a,= [a,ds
4 0

et B,= | b2ds.

1}
Terminons ce paragraphe par deux résultats trés simples, de nature technique.

(2.3) Proposition. Soit M =X°—aq.
(@) On a AM=A4X° sur J°(v), en dehors d’'un ensemble P-évanescent.
(b) On a Me.#2 (P), et |[AM|<2 en dehors d’un ensemble P-évanescent.

Démonstration. (a) Soit (T,) une suite localisante de temps d’arrét pour M. Si T est
un temps d’arrét prévisible, on a (cf. proposition (2.2)):

Aoafr=E(AX], ¢, — AMI"Fy )=E(AX7 1,1 F7 ). (6)

Soit alors Tun temps d’arrét tel que [ T] < J(v). Si Test totalement inaccessible
pour P,ona Aoy =0 P-ps sur {T < oo} (puisque o est prévisible), donc AM =4 X3
P-ps sur {T<o}. Si T est prévisible, on a 4X2=0 P-ps sur {T <o} d’aprés la
proposition (1.4) (a); la formule (6) entraine alors que Aay=0, donc AM;=0
P-ps sur {T<oo}. Finalement on en déduit que pour tout temps d’arrét T tel
que [T]1=J(v), on a AX2=AM; P-ps sur {T < co}. Le théoréme de section des
ensembles bien-mesurables [3] prouve alors que J(W)N{AX°+AM} est
P-évanescent.

(b) La premiére assertion découle immédiatement de la seconde. Comme
|4X°|£1 on déduit de (6) que |4a|=<1 sauf sur un ensemble P-évanescent
(théoréme de section des ensembles prévisibles), d’ou le résultat puisque
|[AM|Z|A4X°|+]4al.

(2.4) Proposition. Soit T un temps d’arrét. Alors X7 est une semi-martingale
pour P, admettant pour P-caractéristiques locales le triplet €7 =135, 775 - v,2", B7).

Démonstration. Avec une définition évidente pour (X7)!, on déduit de (5) que
XT=(XT + MT+4". Comme (XT) e/ (P), MT € M,,.(P) et a” € ¥#,.(P), on voit
que X7 est une semi-martingale. Comme o est prévisible, on en déduit que
Cest la seconde caractéristique locale de XT. Comme (MT)° =(M)", la troisiéme
caractéristique locale de X7 est ((MTY,(MT)y)>=p". Enfin la mesure aléatoire
associée & XT par (3) est 1y, ry.p g Comme 10, T]x E€2, sa projection
prévisible duale est clairement 1)y 7y.p V.

3. Transformation d’une semi-martingale lors d’un changement de loi

On fixe dans ce paragraphe une probabilité P sur (@, #) pour laquelle X est
une semi-martingale, ainsi qu’une version ¥ =(v,qa, /) des P-caractéristiques
locales de X, et on pose M=X°—a.
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On va montrer le résultat fondamental suivant: si P’ est une probabilité sur
(Q, #) absolument continue par rapport a P (on écrit P'<P; on écrira P'~P
lorsqua la fois P'<P et P<P’), X est encore une semi-martingale pour P'. On
exprime alors les P'-caractéristiques locales de X en fonction de la dérivée de
Radon-Nikodym dP’'/dP, et on donne une généralisation du théoréme de
Girsanov.

Commengons par des préliminaires.

(3.1) Proposition. Soit Ze My (P). 1l existe YeP* et un processus prévisible z
tels que

MIAZ|P)=Z _(Y~-1) (7)
Z, My =(Z_z)- B. 8

Remarques. 1. Bien entendu, les assertions ci-dessus restent valides, 4 'exception
de la positivité de Y, lorsque Ze .4, (P).

2. D’aprés Meyer [20], I'équation (8) implique que Z_zel? (B, P); de
méme I’équation (7) a un sens d’apres la proposition (1.3)(b), et d’apres [11] elle
implique que la fonction

z
W(t, x)=2Z, [Y(t,x)—1] +1{v«t}xm<1}m£v({t}, dx)[Y(t, x)—1]

soit dans %, (u, P). Nous n’utiliserons pas ce résultat ici.

Démonstration. Soit R=inf(t: Z,=0); on sait que (voir par exemple Doléans-
Dade [4]), en dehors d’un ensemble P-négligeable, Z, et Z,_ sont strictement
positifs si t<R, et nuls si t>R. Donc 4Z=0 sur {Z_=0}, & un ensemble
P-évanescent pres; d’autre part Ze 4} (P) entraine AZ= —Z _. Comme Z _ est
prévisible, il existe une version U = MZ(4Z | #) qui vérifie identiquement U> —Z _

U . » .
et U=0 sur {Z_=0}. Mais alors Y=1 +Z— 1z_ oy vérifie les conditions requi-
ses. -

De méme d’aprés Meyer [20] il existe z’eIZ (B, P) tel que (Z°, My =z -B.

Comme Z=Z~ on a Z°=(ZR et {(Z*, My ={Z°, M°)*. On peut donc choisir z’

nul sur 1R, oo[. Si on pose z=-ZE— l;_ .o, 2 est prévisible et vérifie (8), car

est P-ps & trajectoires continues.

(3.2) Lemme. Soient Ze M5 (P), Uw, t, x)=x1y, <y, €t YeP* vérifiant (7).
(a) Le processus B,=Y AZ AM, est dans ¥;,,(P).
s<t
(b) Le processus B'=[UZ_(Y—1)] =v est une version de la projection pré-
visible duale de B, et il appartient donc a ¥;,.(P).

Démonstration. (a) D’aprés [5], Z se décompose en Z=Z'+Z", ou Z'e ML (P)
et Z"e M, (P)N#,.(P). D’aprés la proposition (2.3), on a alors

t
f[st|§Z]AZ;AMs|-f—ZZIAZ;’I.
0 s=t 8=t

Comme Me.#2,(P), le processus croissant de droite est clairement dans ¥,.* (P).

loc
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(b) On va calculer successivement les projections prévisibles duales des
processus B°=1,.,-B et B’=1,,,-B. Pour simplifier les notations, on pose
V=UZ_(Y—1). Soit V,= jv({t} dx) V(t,x) lorsque cette intégrale existe, et
¥V, = + oo sinon.

Soit T un temps d’arrét tel que E ( jT|stl) < . Dapres (7) et la proposition
(2.3),ona
E(IV 1jewl * vT)=M€(1J°(v)n[O, nlV1)
= M,I:(lJC(v)n[o, T} | U\ IZ—(Y— 1)|)
SM;(Lyegynro, UL 14Z))
=BT Ly 1401 142, = E(j e ()| dB, |)
(rappelons que, v étant prévisible, on a J(v)e #). Cela prouve que
Vel xves e (P).
Le méme calcul, effectué en enlevant les valeurs absolues, conduit a
E[(Vllc(v)) *Vr] =E(1J”(v) “By),
ce qui prouve que V1., * v est une version de la projection prévisible duale de B°.
Drautre part les coupes de J(v) sont dénombrables P-ps (puisque M? est
o-finie). 11 existe donc d’apres Dellacherie [3] une suite (R,) de temps d’arrét de
graphes disjoints, prévisibles, tels que J(v) soit P-indiscernable de ) [R,]. Soit T un
temps d’arrét tel que E ( jT\st|) < oo et que ZTe.#(P) (il existe une suite de tels
temps d’arrét croissant P?ps vers + o). Soit AeF _ ; comme E(AZﬁnlg';zn_)=0
et comme AN{R, =T} et Aoy sont F _-mesurables, il vient:
E(lAn{Rng T)ABR,,)=E[lAn{R,.gT}AZR,.(AXg,._A“Rn)]
=E(1An{R"§T}AZRnAX12,,)
=M, (1,1r,1~10. 1142U)
=M\1J>(1A1[R"]n[0, T] V)=E(1An{Rn§ T} IA/R,)-
Par suite on a
Ve, =E(4Bg |#,) P-pssur {R,<T}.
Comme {V £0} = J(v), on déduit de ce qui précéde que
E(Y |V)<E (§T|st|) <o

s<T
E(SZTV) E (j Ly () dB)
Donc le processus Y. ¥, est une version de la projection prévisible duale de B%.
Enfin d’aprés (2), oiléta V1 *v=2 V,dés que ¥ |V]<oo, et on en déduit le
résultat. st s<t



Caractéristiques et conditions pour les semi-martingales 13

dap’
(3.3) Théoréme. Soient P'<P, Z une version de la martingale E(d_ 9’7),
et Ulw, t, X)=x1y <y

(a) X est une semi-martingale pour P'.

(b) Si X est quasi-continu d gauche pour P, X est aussi quasi-continu d gauche
pour P,

(c) Si YeP™* et si le processus prévisible z vérifient (7) et (8), les SJormules
V=Y-v
o=0+z-f+[UY—-1]*v )
B=p

définissent une version des P'-caractéristiques locales de X.

(d) Si les formules (9), o YeP™ et o z est un processus prévisible, définissent
une version des P'-caractéristiques locales de X, alors Y et z vérifient (7) et (8).

Faisons une premiére remarque, importante: si on n’a pas P’ ~P, il existe
¢galement des versions des P'-caractéristiques locales de X qui ne sont pas de la
forme (9).

Soient R,=inf(t: Z,<1/n) et R=inf(t: Z,=0). On a R=1%I;’1TR,, P-ps, et

n

P'(R<0)=E(lig <0, Zz)=0. (10)
Cela est cohérent avec les faits suivants: d’une part o n’est défini de maniére
unique qu'a une P'-indiscernabilité prés; d’autre part les processus z-f et
TU(Y—1)] * v sont définis de maniére non triviale par (1) et (2) sur l'intervalle
[0, R[, puisque sur cet intervalle on a

Z-B=~ZI—~ [(Z_2)-5] et [UX-1)] *v:ZL-B’.

Avant d’aborder la démonstration, partiellement inspirée par un travail de
Van-Schuppen et Wong [26], de ce théoréme, nous donnons sans démonstration
quelques lemmes classiques. Pour simplifier I'écriture, on écrira N~ N’ lorsque
N —N'e M, (P).

(34) Lemme. Pour que Ne (P'), il faut et il suffit que (NZ)R~e ., (P)
pour tout n (voir par exemple [26]).

(3.5) Lemme. Soient Ne.#,,(P), N'e.(P) vérifiant Ny=0 et Ae¥; (P);
alors

N,N{=N_-N/+N_-N,+(N, N+ Y AN, AN, ~{N, Ny, + Y AN,AN]
ss s=
NA=A_-N+N-A~N-4 = =
(application de la formule d'Tto: voir [5]).

(3.6) Lemme. Si A est un processus croissant adapté (resp. prévisible), on a
E(AL)=E(Z-Ay)(resp. E(A,)=E(Z_- A.)) [3].
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Démonstration du théoréme (3.3). (a) D’aprés la proposition (3.1) on peut choisir
- YeZ™ et un processus prévisible z vérifiant (7) et (8). On définit o par (9), et
B et B’ comme dans le lemme (3.2); on pose D=[U(Y—1)] = v. Il est clair que
1
D =z B’ sur U [0, R,]; comme B’ €./ (P) et d’apreés (10), on a De.o/ (P'); de méme
- (n)
Z - fesd (P puisque Z _zel? . (B, P) d’aprés (8). Par suite o' .o/ (P') et comme o
est prévisible, on a o' e, (P").
Appliquons le lemme (3.5):
(MZ)Bn~ (M, Z°YRn + BRn=(Z _z) - pR"+ BR~,
[z B Z]*~(Zz)- B =(Z _z)- ™,
(DZ)R"~Z - D%,
Comme D est prévisible, on vérifie facilement (4 ’aide du lemme (3.6) par exemple)
que Z _ - D® est une version de la projection prévisible duale de Z - D®» (pour P).
Mais Z_-DRn=B'® ~BR« d’aprés le lemme (3.2), donc [(X°—a) Z}R"~0.
D’aprés le lemme (3.4) on a M'=X°—do ety (P). Comme X=X'+M +o
et comme X' e.o/(P), on voit que X est une semi-martingale pour P'.
(c) D’aprés ce qui précéde, o est une version de la seconde P'-caractéristique

locale de X. Soit Veﬁ’f; appliquons successivement le lemme (3.6) 4 Vxpu et a
(VY) v, et (7):
Mﬁl(V)=M,f(ZV)=M5(Z_YV)=M5(Z_YV)=M€V(YV)=M§V.V(V),

et par suite Y -v est une version de la projection prévisible duale de p pour P’

Par ailleurs le raisonnement de (a) prouve que si M%=M — M, les processus
M*=M°—z-B et M'*=M*—-D sont dans .#,,(P’). Mais M'® est 4 trajectoires
continues, alors que De¥;, (P) et que M? est limite en probabilité pour P, donc
pour P’, d’une suite d’éléments de »Z(P), donc de &7 (P’). On en déduit que M’°

est la partie continue et M’? la somme compensée des sauts de M, pour la pro-
babilité P'. Appliquons alors le lemme (3.5):

(M2 =f+2M°- M,

(M — ) Z]* ~ 20 M7 ME, ZSY = 2M Z_2) - B,

(z- B ZRn=(Z _2) - pRn+(z - B*) - Z7,

[(z- PRy M ZT® ~(MZ _2)- BR+ (M [(2 - BR7) - Z]°)%
=(MZ_z2)- B*+[Z_z(z- f*)] - B,

(z- B*)?=2[z(z- p*)] - B*,

(z- R ZR~20Z _z2(z- BR)] - pR.

En rassemblant ces résultats, on arrive &
[(M')? — ) Z1*»~0,

ce qui prouve que (M'9)?—Be,,.(P’). Donc B est une version de la troisiéme
P’-caractéristique locale de X.
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(b) C’est un corollaire immédiat de (c) et de la proposition (1.4) (b), puisque
J(Y-v)cJ().

(d) Si Ve#*, le méme calcul que ci-dessus prouve que ME(VZ)=MI(VZ_Y).
Donc MX(Z|P)=Z _Y, et Y vérifie (7). Soit maintenant z’ un processus prévisible
vérifiant (8). D’aprés (c), les processus z- f§ et z'- f sont P'-indiscernables. Mais
pour tout ¢, les restrictions des probabilités P et P’ 4 %, sont équivalentes sur
I'ensemble {t<R}. Par suite les processus Z_-(z-f) et Z_-(2'- f) sont P- in-
discernables, et z vérifie (8).

Passons maintenant a la généralisation du théoréme de Girsanov. Commengons
par compléter la proposition (3.1):

(3.7) Proposition. Soient Ze.#,5,(P) et YeP+ vérifiant (7). En dehors d'un
ensemble P-négligeable, on a Z,_ jv({t} dx)[Y(t,x)—1]1=0 pour tout t tel que
v({t} x E)=1.

Démonstration. Soit (T,) une suite localisante pour Z. Soit T un temps d’arrét
prévisible, tel que v({T} x E)=1 P-ps sur {T < oo}. D’aprés (7) on a, si AeFp_

0:E(1Am{T§T,.}AZT)=Mf(lAl[T]m[O, T,.]AZ)
:Mf[lAl[T]n[O,Tn]Z—(Y_ 1)]
=E[l  r<ryZr_ jv({T]a dx) (Y(T, x)—1)].
E

On en déduit que Z;_ [v({T},dx) (Y(T, x)—1)=0 P-ps sur {T<T,} pour tout n.
E

Le résultat découle alors du théoréme de section appliqué a 'ensemble prévisible
M IxE)=1,Z_ [v({-},dx)(Y(-, x)—1) %0} (Dellacherie [3]).
E

(3.8) Théoréme. Soient Ye P, zel?

(B, P) et q e Fyt avec E(q)=1. On suppose
que:

(i) En dehors d’un ensemble P-négligeable, j"v({s} dx) Y (s, x)=1 pour tout s
tel que v({s} x E)=1.
(ii) La fonction W définie ci-dessous est dans 4,,.(u, P):

1
Ws, )=Y(s, )= 1+ 19 xm+1) m}fz"({s}a dx)(Y(s,x)—1).

On pose N=z- M+ Wsx(u—v), et
Z=qe™F B TT[(L+AN)e *N]. (11)

st
Si E(Z,)=1, X admet le triplet €' =(', o', ') défini par (9) pour P’-caractéristiques
locales, pour la probabilité P'=Z - P.

Ce théoréme généralise le théoréme de Girsanov relatif au cas ol X est un
mouvement brownien pour P (on a alors v=a=0, §,=t). On reconnaitra en
particulier lIa «condition de Girsanov» E(Z _)=1.

On pourrait substanticllement affaiblir les conditions sur Y et z, tout en
conservant le résultat (comparer par exemple la condition (i), et la proposition
(3.7)). Nous ne tenterons pas de le faire dans le cas général, mais par contre nous
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ferons dans les paragraphes suivants une étude systématique du cas on X est
quasi-continu a gauche.

Démonstration. Par construction N e #,,.(P), et N°=z - M. Donc d’aprés Doléans-
Dade [4], la formule (11) définit I"'unique élément de .#,,.(P) solution de 'équation
Z=g+Z_-N. On en déduit d’abord que Z°=Z_-N°=(Z_z)- M* donc z
vérifie (8). Un calcul élémentaire utilisant (4), la condition (i) et le fait que
{v({*} xE)>1} est P-évanescent (proposition (1.4)(c)), montre que, en dehors
d’un ensemble P-négligeable,

Y(s, 4X,) si AX,%+0
AN, [v(is}. dx)(Y (5,)— 1)

1 E

(v({s} x E) <1} v({s} X E)—1
On en déduit d’abord que, comme AZ=Z_AN, on a AZ-u=[Z_(Y-1)] -y,
et cela implique clairment que Y vérifie (7). On en déduit ensuite que AN, = —1,
donc Z=0. Par conséquent la condition E(Z_)=E(Z,)=1 entraine que Z soit

sinon.

P’ ' .
la martingale E (EF |9§) . 11 suffit alors d’appliquer le théoréme (3.3).

4. Conditions d’absolue continuité de deux lois en
fonction des caractéristiques locales

Nous étudions maintenant le probléme suivant: soient P et P’ deux probabilités
sur (@, &), faisant chacune de X une semi-martingale quasi-continue 4 gauche.
Supposons que les P-caractéristiques locales de X soient € =(v,a, ff), tandis
que les P’-caractéristiques locales de X sont données par les formules (9). A quelles
conditions sur Y et z a-t’'on P'<P, ou P< P, ou P'~P?

Dans ce paragraphe nous nous contentons d’énoncer les résultats principaux,
les démonstrations étant faites dans les paragraphes suivants.

Pour simplifier les énoncés, et sans que cela nuise réellement a la généralité

des résultats, nous supposerons dorénavant que F =\/ Z,.
®
1. Le probléme des martingales. 1l est clair que, en général, le triplet € ne

détermine pas entiérement la probabilité P, et il faut au minimum lui adjoindre
la «condition initiale».

On considére donc une tribu % contenue dans ,, et fixée une fois pour
toutes; une condition initiale est la donnée d’une probabilité Q sur (Q, %, ).
Bien entendu on peut avoir Z3 = %,, mais nous voulons nous réserver la possi-
bilité que la condition initiale soit la «loi de la variable aléatoire X,»; dans ce
cas il convient de prendre pour % la tribu ¢(X,) engendrée par X,, et cette
tribu est contenue strictement dans %, en général, & cause de la propriété de
continuité a droite imposée a la famille ().

Considérons par ailleurs un triplet ¥=(v, o, f) constitué d’une mesure
aléatoire prévisible v, d’un processus prévisible o et d’un processus croissant
continu f.

Définition. On dit que le probléme (X, %, Q) admet une solution P si P est une
probabilité sur (@2, #) dont la restriction & (Q, #;) est Q, et qui fait de X une
semi-martingale de caractéristiques locales €.
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Pour une telle solution, on écrira Pe(X, €, Q). Par analogie avec le probléme
classique des martingales, on peut dire que P est solution (faible) du probléme
des martingales associé 4 %, avec condition initiale Q.

Remarque. On n’a imposé¢ aucune condition sur la finitude de v, o ou . Cependant
dire que Pe(X, %, Q) implique que a et f soient dans ¥;,.(P), et que la restriction
de M a (Q, 2) soit o-finie.

Définition. Soit T un temps d’arrét; on dit qu'il y a T-unicité pour le probléme
(X,%,Q) si deux solutions quelconques du probléme (X7, %7, Q) coincident
sur (Q, #7_).

(Le triplet ¢”, introduit dans la proposition (2.4), est constitué de 1, TIxE" Vs
al et BT cette proposition implique que toute solution de (X, €, Q) est également
solution de (X%, %7, Q).)

Lorsque T=o0, on parle dunicité au lieu de T-unicité. Comme % =\/7Z,,

®
on retrouve bien la notion naturelle d’unicité. Remarquons que si T'est un temps

d’arrét quelconque, I'unicité n’entraine pas la T-unicité, et la T-unicité n’entraine
pas l'unicité.

Exemples. On se place dans la situation canonique suivante: Q= D([0, o),
espace des fonctions continues a droite et limitées a4 gauche, X est le processus
canonique défini sur Q par X(w)=ow(t); F’=0c(X;:s50), F=F" et
F = \/ g:t s>t
®
1. Supposons que ¥ soit de la forme

v(w; dt, dx)=dt F,(dx)
t

a(w)=[al(s)ds (12)

o

B(w)= [b2(5)ds,
0

ou F est une mesure de transition positive de [0,c0[ dans E vérifiant
t

Jds [ F(dx)(x* A1)< oo pour tout t< oo, et ou a et b sont deux fonctions sur
0 E

[0, o[, de carré intégrable sur tout intervalle fini. Pour toute probabilité Q sur
(Q, #3) il est bien connu (cf. Grigelionis [9] par exemple) que le probléme
(X, €, Q) admet une solution et une seule, faisant de X un processus d accroissements
indépendants. Nous verrons qu’il y a T-unicité pour tout temps d’arrét relatif 4
la famille (£,°).

2. Supposons que % soit de la forme

v=0
t

a,=[a(X,_)ds (13)

0

,Bl:sz(Xs_)ds,
0
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oll a et b sont des fonctions continues bornées sur R. D’aprés Stroock et Varadhan
[25] on sait que pour toute probabilit¢ Q sur (Q, %)), le probléme (X, ¥, Q)
admet une solution et une seule, faisant de X un processus de diffusion. Nous
verrons également qu’il y a T-unicité pour tout (#,°)-temps d’arrét T.

3. Supposons que a=p=0 et que v(]0, f] x E) soit une processus croissant
fini pour tout ¢ fini. Le probléme (X, €, Q) n’admet pas nécessairement une solution
(il en admet une si, par exemple, v(]0, £] x E) est un processus croissant dont les
sauts sont d’amplitude inférieure ou égale & 1, et qui est majoré par une fonction
déterministe finie pour tout ¢ fini). Mais s’il admet une solution, celle-ci fait de X
un «processus de sauts pury, et elle est T-unique pour tout temps d’arrét T [10].

2. Les résultats principaux. Rappelons que nous nous restreignons au cas quasi-
continu & gauche.

Jusqua la fin de cet article, on fixe un triplet ¥ =(v, o, f) constitué d’une
mesure aléatoire prévisible v telle que J(v)=@, d’un processus continu « et d’un
processus croissant continu f. On fixe également Ye#* et un processus prévi-
sible z. On fixe enfin deux probabilités Q et Q' sur (Q, #;). On définit un triplet
%' par les formules (9), rappelées ci-dessous (avec U(w, £, x)=x1, <)

vV=Y-v,
o =a+z-f+[UX—1)]=*v,
B'=5.

On pose également

A=22-B+(Y— 1)1{Y>2} v+ (Y- 1)21_{Y§2} *V
§,=inf(t: 4,z n), S=inf(t:A,=oO)=1%I§lTSn (14)

G={d,<0}={){S,=0}, G={ly_g*v,=0}
(m)

(on a G=Q si Y>0 identiquement). On a alors:

(4.1) Théoréme. Soient Pe(X, ¥4, Q) et P'e(X,%,Q'). Alors
(a) Si P'<P, ona Q' <Q et P(G)=1.
(b) Si P<P’, on a Q<Q et P(GnG)=1.
() Si P~P,onaQ~Q et P(GNG)=P(GnG)=1.

(4.2) Théoréme. Soient Pe(X, %, Q) et P'e(X, %, Q). Supposons que pour tout
n=ng il y ait S,-unicité pour le probléme (X, €', Q'). Alors

(@) Si Q'<Q et P(G)=1, 0n a P <P.

(b) Si Q<Q’ et P(GNnG)=1,0n a P<P.

©) Si Q~Q' et P(GNG)=P(G)=1,0n a P~P".

(4.3) Théoréme. Soient Pe(X, ¥, Q) et P'e(X, ¥, Q). Supposons que pour tout
n>ne il y ait S,-unicité pour le probléme (X, %, Q). Alors

(a) Si Q'<Q et P(GnG)=1, on a P'<P.

(b) Si Q<Q’ et P(GNG)=P(G)=1, on a P<P.

© SiQ~Q et P(GNG)=P(GnG)=1,0na P~P'.
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On remarque que le théoréme (4.3) n’est pas entierement satisfaisant, si on le
compare aux deux théorémes précédents. En particulier on peut trouver des
exemples ot il y a S,-unicité pour (X, %, Q), oit P'<P et ou cependant P'(G)<1:
ces exemples ne rentrent pas dans le cadre du théoréme (4.3).

Pour que les théorémes (4.2) et (4.3) soient réellement utilisables, il convient
d’examiner quelles hypothéses entrainent la condition, inhabituelle, de S,-unicité.
Cet examen est fait au paragraphe 7. En particulier on y donne, sous la seule
hypothése d’unicité, des versions un peu affaiblies de ces deux théorémes, dans
le cadre des processus les plus usuels (notamment les processus a accroissements
indépendants et les diffusions).

Disons ici simplement que, lorsque le processus 4 est borné (ce qui implique
G=10), on peut remplacer de manicre évidente la S,-unicité par l'unicité.

3. Une expression de la densité relative. La encore nous énongons le résultat
principal. Des compléments importants, ainsi que les démonstrations, sont
donnés au paragraphe 8.

Définition. On dit que Pe(X, €, Q) satisfait la condition de représentation des
martingales si tout N e 4, (P) s’écrit

N=E(Ny|F)+z - M +W % (u—v), (15)
ou zeI3 (B, P), oo We%,, (u, P) et ou M° est la partic continue (pour P) de
M=X"—aq.

(4.4) Théoréme. Si P est l'unique solution de (X, €, Q), elle vérifie la condition
de représentation des martingales.

D’apres la proposition (1.6), on sait que si Pe(X,%,Q), on a 1, 5,(Y—1)
€%, (11, P) pour tout n. Donc

N(m)=z - (MY +[ 1o 5,,(Y = D] * (u—v) (16)

est un élément de 4, (P), et N(n+1)=N(n) sur [0, S,]. La formule suivante
définit donc un processus continu a droite Z:

N =322 B [T [(1+ ANy(n)) e~ 4N="] i t<S,
Z,= sst : (17)
lirr(l )iﬂst,, si t=S.
On a alors le résultat suivant, dont la premiére partie améliore le théoréme
de Girsanov (3.8):

(4.5) Théoréme. Soient Pe(X, ¥, Q) et Z défini par (17).

(a) Soit ge(F)* tel que E(q)=1. Supposons que E(qZ,)=1 et que qZ3=0
P-pssur| ) {S,=S<o0}. Alors P'=(qZ ) - P estune solution du probléme (X, €', q-Q)

(n) '
; . . d
et gZ est une version de la martingale E (w— %)

dapP
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(b) Supposons que P'e(X, €', Q') vérifie P'< P, et soit q une version de dQ'/dQ.
Supposons que P'une des conditions suivantes soit réalisée:
(i) P vérifie la condition de représentation des martingales, ou
(i) pour tout n=ng il y a S,-unicité pour (X, €', Q).

Alors on a E(gZ ,)=1, qZ5=0 P-ps sur | J{S,=S <0}, et 4Z est une version

dP’ m
de E ( = %).

Remarque. Lorsque lensemble | ){S,=S<oo} est P-négligeable (c’est-a-dire
(n)
lorsque le processus A est P-ps a trajectoires continues), on peut remplacer (17)

par la formule plus famili¢re suivante:
{eNt(n)—%zz-ﬂ: H [(1 +ANs(n)) e~ANs(n)] si t<S,
Z,=

s=t

Y si S<oo et t=S.

5. Etude des équations (7) et (8)

Etant données les assertions (¢) et (d) du théoréme (3.3), on voit que la démonstra-
tion des théorémes du paragraphe 4 repose sur la résolution du systéme d’équations
(7) et (8), ou l'inconnue est Z.

1. Nous allons commencer par des résultats techniques, venant compléter la
«transformation exponentielle» de Doléans-Dade [4]. On fixe une probabilité P
sur (2, ).

Désignons par 4" la classe des familles N =(N(n), T,) constituées d’une suite
croissante (7,) de temps d’arrét et d’une suite' N(n) d’éléments quasi-continu a
gauche de .#,, (P) vérifiant N(n)=N(n)"*=N(n+1)". Pour une telle famille,
on pose S=lm17T, et N°=(N(n), T,). On définit un processus continu a droite
Z(Nypar ™

z ( ) {eNt(n)—%<N(n)c,N(n)c>: n [(1 +ANs(n)) e—ANs(n)] si t< Tn
t =

< , 18
lin(l)ianTn(N) o=t si t=8. (18)

(5.1) Proposition. Soit N=(N(n), T,)e V.

(a) Pour tout n, Z(N)™* est lunique élément de M, (P) solution de I'équation
Z=1+Z_-N(n).

(b) Si AN(n)= — 1, Z(N) est une surmartingale positive.
Démonstration. Soit Z=Z(N). L’assertion (a) découle de [4]. Si AN(n)= —1,

on a Z=0. D’aprés un résultat bien connu, comme Z™"e 4}, (P), Z™ est une
surmartingale. En appliquant le lemme de Fatou, on obtient alors

Z,=lim inf Z[»>lim inf E(Z",|F)
(n (n

2 E(im inf Z17,| %) = E(Z, .| %),
d’ou le résultat. (n
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On fixe maintenant N =(N(n), T,)e A" vérifiant AN(n)= — 1. Pour tout a=>1,
on pose
B(a)= ), AN/(n)* Ly ansm o>

s=t

Ct(a): Z ANS(I’I) 1{ANs(n)>a}
S=t
si t£T,, B(a)=C,(a)=+ 0 si t>T, pour tout n. Comme B™"(a) et C™(a) sont
dans ¥#,;f (P), il est facile de voir qu’il existe des processus croissants B'(a) et C'(a)

tels que pour chaque n, B'™(a) (resp. C'T"(a)) soit la projection prévisible duale de

BT(a) (resp. C"(a)). De plus sur [ J[0,T,], ces processus sont P-ps continus
()
(a cause de la quasi-continuité & gauche de N) et finis. On pose

A(N)= {<N (nf, N(f> +B'()+C(1)  sur [0,T,]

+ 00 sur ([0, T,])°
(n)

(19

S"=inf(¢: A(N)ZmAT,,

etona Szlzr}l S, P-ps.

(5.2) Proposition. Pour tout n, on a Z(N)S" .4 (P).

Démonstration. Quitte & arréter tous les processus en S,, on peut supposer que
S,=00 et A (N)=n: il nous faut alors montrer que Z(N)e.#(P), ou encore que
E(Z (N)y=1.

Fixons un nombre a>2v(e"—1): on a alors B(@<(1+a)n et C'(a)<n.
On écrit N=N(n), C=C(a), C'=C'{a), et on pose N'=C—C' et NN=N—-N".
Il est clair que N"°=0, que [AN’|<a et que N’ et N” n’ont pas de sauts communs.
Donc si Z'=Z(N') et Z'=Z(N"), on a Z(N)=Z'Z". Nous allons distinguer
plusieurs étapes:

() Montrons d’abord que Z'e.#(P): il s’agit d’un résultat classique lorsque
N'=N'¢, et pour la démonstration nous nous inspirons de Kunita [15]. Si N=
2N +B(a)— B'(a), on a N e 4, (P) et

Z, =" IR T (14 4N, e~ 4¥4]

s<t
est dans .#,,.(P). Un calcul simple montre que AN =24AN+AN? si AN<a—1
et AN =0 sinon. Il sensuit que AN >1, donc Ze M, (P) et on a E(Z)<1 pour
tout r. D’autre part il est facile de vérifier que Z,2 = Z, exp ((N¢, N .+ Bi(a)), donc

E(Z) <+ B(Z)< 2+,
ce qui implique l'intégrabilité uniforme des (Z}), donc Z'e.#(P).

(i) Soit la probabilité P'=Z", - P. Comme Z' et C n’ont pas de sauts communs,
d’aprés le lemme (3.6) on a pour tout temps d’arrét T

E(Cp)=E(Z - Cp)=E(Z'_ - Cp)=E(Z. - Cy)=E/(C}).

Donc ' est €galement la projection prévisible duale de C pour P'. Donc N” e .#(P’)
et il S’ensuit que Z" e 47, (P').
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(i) Comme E(Z_(N)=E'(Z), il nous reste & prouver que Z"e.#(P').
Comme les sauts de C sont supérieurs & a et que C est P'-integrable, si R, désigne
le ni*me instant de saut de C on a 121¥1LP’(R,,< 0)=0.

Posons V"= Z"Rn+1/Z"Rn (avec la convention 0/0=1). Comme Z"e.#},(P’),
il est clair que V"e 4 (P') également. Mais on a

1 si t<R,
Vi=1(1+4Cyg,  )exp—(Cg,,,—Cg) si R St<o0
exp—(C;—Cg,) sinon.

Donc V*<1+4Cy_, qui est P'-intégrable, et les variables (V/") sont uniformément
intégrables par rapport 4 P’; donc V*e.#(P’). Il vient alors

E(Zy,,)=E[Z} E(V"| % )]=E(Zy,Vk,)=E(Zg,)
et par récurrence sur n on obtient
E'(Z3)=1. (20)

Posons D,= 3 1,c 50(1+4C,): D est un processus croissant P'-intégrable

<

1\ o .
(car D§i C), dont on note D' la projection prévisible duale pour P’ (c’est
a

également la projection prévisible duale pour P, pour les mémes raisons qu’en
(ii)). Le processus W,=1 . <r, . Zx, 6Xp —(C;— Cg,) est prévisible, donc

El(l{Rn+1< OO)ZH ): E’(I{Rn+1< w)Z//nADRn+1 exp— (C;{n+1 - Ckn))

Ry41
—F ( | W;st> —F ( | WsdD;)
(4] 1]

Ry+1
_F (I{R,,m}Z}én [ ap; exp—(C;~ c;{n)).

Ra

1
Mais D’ _S_i C’, donc
a

'’ 1 a+1 't tH Rn+1 ! t '
Elliny. e Zin ) S (liycrZh | 4Ciexp=(Ci=Cy))
Ry
a+1

gT El(l{Rn< oo}an [1 —exp— (C;{n+1 - Ckn)])
. a+1 _ . P : 3 4
Sib = (1—e™™, ona b<1, et ce qui précéde entraine (puisque C,, <n):

E’(I{R"+1< oo}Z” )ébE’(l{Rn< oo}Z%,.,)ébnh‘_l

Ryt
(par récurrence sur n). En combinant ce résultat avec (20) on obtient:
E(Z )= I}gl El(l{R,.= m}Zﬁn) = lg}’l [E/(Z}én) - E,(I{Rn< oo}Z}én)] =1

(5.3) Proposition. On a Zg_(N)=0 P-ps sur ensemble ( \{S,<S}={4s_(N)=+o0}.
()
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Commengons par un lemme, qui est 'application a nos besoins d’un résultat
bien connu de la théorie des martmgales Supposons que (N(n)) soit une famille
d’éléments de .#(P) vérifiant N(n)=N(@n)*"=N(n-+ 1.

(54) Lemme. (a) Supposons que sup AN, (n) (w)< co. En dehors d’'un ensemble
(o, t, 1)
P-négligeable, on a soit hm mstn(n) hm Sup NS (n)eRR, soit hm L Sup NS (n)=o0.

(b) Supposons que sup |AN,(n) (w)| < 00. En dehors d’un ensemble P-négligeable,
.m)
on a soit l1m 1anS (n)—hm sup NS (meR, soit lm} )1an5“( )=—0ow0 et
lirr% §up Ns,.(”) + 0.
Démonstration. On pose T,=inf(t: N,(n)>a) s'il existe t et n tels que N,(n)>aq,

et T,=S sinon. La suite (NTa(n))(n) est une martingale relativement a la famille
de tribus #;_, 5. ,etona

E(N;.(m)vO)<Sa+ Sup. AN,(p) (w)< o

Draprés un théoréme clas51que (voir par exemple Neveu [21]) NT (n) converge
alors P-ps vers une limite finie. Mais alors si lm% sup N s, (n) est fini, on a T,=S§

pour a assez grand et on voit que NS (n) N, .(n) converge P-ps vers une limite
finie, ce qu1 prouve l'assertion (a) Pour prouver (b). il suffit d’appliquer (a) 4 la
famille (N(n)) et & la famille (— N (n)).

Démonstration de (5.3). On écrit B=B(l), B=B'(1), C=C(1), C'=C(1), Nn)=
B3»— B’ N"(n)= C5»— C'S* et N'(n)= N(n)— N°(n) — N"(n). On définit le processus
croissant D par D,={(N(#n)’, N(n)), si t=S, et D,=+ o0 si t>S, pour tout n. Les
familles N°=(N(n), S,), N'=(N'(n), S,) et N (N "(n), S,) sont dans 4] et on peut
poser Z°=Z(N°), Z'=Z(N') et Z"=Z(N"). Comme N’ et N” n’ont pas de sauts
communs, il est facile de voir que Z(N)=Z¢Z'Z"; comme chacun des processus Z¢,
Z' et Z" est, d’aprés la proposition (5.1), une surmartingale positive, ces processus
ont une limite 4 gauche P-ps finie en S. 1l suffit alors de montrer que
(i) Z5_=0 P-ps sur {Dg_ =00},

(i) Z5_ =0 P-ps sur {Bg_ = o0},

(ii1)) Z5_ =0 P-ps sur {Cs_ = 0}.

Montrons (i): il s’agit d’ailleurs d’un résultat bien connu (voir par exemple
Orey [23]). On a Zg =exp (N§, (n)—3 Ds,). D’aprés le lemme (5.4), deux cas sont
alors possibles (P-ps):

soit N§ (n) converge vers une limite finie, et alors Z§_ =0 si Dg 1Dg_= + o0,
soit lin(ln )inf N§ (m)=—oo et lin%n)sup N§ (n)=+o0. Mais Z§ converge vers
une limite finie et Dg T + oo, donc la limite Z§_ de Z§, ne saurait étre que 0.
Montrons (ii): si on applique le lemme (5.4) (b) & la famille (N'(n)), qui vérifie
[AN'(n)| £1, on voit que Bg_ = + 00 P-ps sur {B5_= +o}. Maisona
= ), [AN;(n)—Log (1+AN,(n)] 2% } (AN{(n)*=1Bs,,

15 8n t<Syl
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qui tend donc également P-ps vers +cosur {Bg_ = +00}. Or Zg =exp (Ng (n)—7,)
tend P-ps vers une limite finie. Il reste alors a appliquer le lemme (5.4) (b) & (N'(r))
et a raisonner comme pour (i), ce qui montre que cette limite est P-ps 0 sur
{Bs_ =+ }.
Montrons enfin (iii): On a
=exp (—Cjs,+ ). Log (1+4C).
t<8,

Supposons que cette expression converge vers une limite finie non nulle, alors
que C5_=+o0. Cela implique la convergence de ) Log(1+A4C,) vers + o,

t<S,
donc C posséde une infinité de sauts sur [0, S[; cela implique également la con-

vergence de —Cj + Y. Log(l+4C,) vers une limite finie. Mais 4C,>1 dés que
t=8,

AC,%0, et Log(1+x)<x—% si x>1, donc
N'(n)z —Cg, + Z Log(1+ACt)+4 Z 1{ACt¢0}

t=Sn t=Sn
doit converger vers + co. Or cette possibilité est exclue P-ps par le lemme (5.4) (a)
appliqué 2 la famille (— N"(n)).

(5.5) Proposition. On a Z(N)e Mt (P).

Démonstration. Comme Z = Z(N) est une surmartingale positive et quasi-continue
a gauche, elle s’écrit de maniére unique comme Z=Z'—D, ou Z'e.#} (P) et
ol De ¥, (P) est continu (décomposition de Riesz et de Doob-Meyer).

Soit R,=S, sur {S,<S}, R,=+ 0 sur {S,=S}: R, est un temps d’arrét, et
ZRe— 75 4y (P). Comme Z&»=Z'R®»— D& Tunicité de la décomposition ci-
dessus entraine que D®»=0; il S’ensuit que D=0 et Z=Z"sur | J [0, R,]. Si mainte-

)
nant hmR < oo, on a S<oo et §,<S pour tout n; donc Z ( _=0 P-ps d’aprés la
proposmon (5.3), et Z5_ =0 P-ps puisque Z=2Z" sur [0, S[. Mais comme Z et Z’
sont des surmartmgales positives, on sait que Z,=0 (resp. Z;=0) P-ps si t=8,
dés que Z;_ =0 (resp. Z5_=0). On a donc montré finalement que Z=Z2" P-ps,
donc Z e/%ljc( )-

2. Existence d’une solution aux équations (7) et (8). Nous allons maintenant
appliquer les résultats ci-dessus a la situation du paragraphe 4. On part donc
d’une solution P de (X, %, Q), le triplet € étant défini en 4.2. On fixe également
Ye?+* et un processus prévisible z; on définit 4, S, et S par (14), N(n) par (16)
et Z par (17). On remarque que N ={(N(n), S,) appartienta A" et vérifie AN (n) = — 1,
puisque d’aprés (4) ona AN(n)=1,x, +0[Y(s, 4X;)—1]. 1l est alors facile de
vérifier que A=A(N) et Z=Z(N), et que S, a la méme signification dans (14) et
dans (19).

(5.6) Proposmon Soient ge F," intégrable et Z=qZ.

(a) On a Ze%lm_(P) et Z5 e (P) pour tout n.
(b) On a Zg_=0 P-ps sur (| {S,<S}={Ag_=+o}.

N ) N
(c) Si Zg=0 P-ps sur | }{S,=S< o0}, alors Z vérifie (7) et (8).
()
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Démonstration. Les assertions (a) et (b) découlent immédiatement pour Z des
propositions (5.2), (5.3) et (5.5); comme geZ;" elles restent évidemment valides
pour Z.

On montre exactement comme dans le théoréme (3.8) que Z%~ vérifie (7) et (8)
avec Lig 5.1 Y + s, o> €t Lo 5,72- Par suite Z vérifie (7) sur ensemble #-mesurable
U {0,S,1xE, et (8) sur I'ensemble prévisible U [0,S,]. Si maintenant Zg=0

P -ps sur | {S,=S < o0}, on voit en appliquant (b) ue Z=Z_=0sur (| ) [0, S,])".
o )
1l est alors facile d’en déduire que Z vérifie (7) et (8).

3. Unicité d’une solution aux équations (7) et (8). Les résultats ci-dessous seront
utilisés au paragraphe 8. On se place sous les mémes hypothéses qu’en 5.2 ci-
dessus.

(5.7) Proposition. Soit ge F;", intégrable. Supposons que P vérifie la condition
de représentation des martingales. Pour que les équations (7) et (8) admettent une
solution dans M, (P) égale a q en t=0 zlfaut et il suffit que Z =qZ vérifie ZS
P-ps sur |} {S,=S<o0}. Dans ce cas, Z est Punique solution.
(n)
Démonstration. La condition suffisante n’est autre que la proposition (5.6).
Supposons maintenant que Z' €., (P) vétifie Z, = g, ainsi que les équations (7) et
(8). Dapres le théoréme (1.5), on a Z' (Y—1)e%, (1, P), et d’aprés [20] on a
7' _zeI? (B, P). Etant donnée la proposition (1.6) et la definition de A4, cela
implique que 2’ - Ae¥;; (P). Par suite, Z5=0 P-ps sur (J{S,=S< o}
n)
Posons R,=inf(t: Z,<1/n), R—hmTR et T,=R, /iS Soient également

loc

N/(n)=—Zl— (Z) e M, (P) et N"(n)=N'(n)—N(n)™. On a alors

MIAN"(0)| ) =5 MIAZ ™1 P)= Lo, 1, (V= D)=0,

1 5
<N”(n)c, Mc>:7 . <(Z,C)T", Mc> —z. ﬁTn=0

Mais Ny (n)=0; donc d’aprés 'hypothése faite sur P, il existe z'el? (B, P) et
We%,,.(u, P) tels que N"(n)=z"- M°+ W= (u—v); ceci implique {(N"(n), M*> =
2" B et ME(AN"(n)| #)= W (théoréme (1.5)). Par suite z”- f=0, et W=0 M%-ps,
ce qui entraine N (n)=0. Finalement on a montré que N(n)=N'(n) sur [0, T,].

Par définition de Z on a ZTr=g+Z"". N(n)™; par définition de N’(n), on a
2'Tn=q+2Z'T". N'(n). Or d’aprés [4] ces équations admettent des solutions
uniques dans .#,,(P). Autrement dit on a montré que Z=Z' sur chaque
[0,R,AS,].

Sur I'ensemble (){S,<S}ona Zs_ =0 P-ps d’aprés la proposition (5.6); par
suite Z’SMR =75 A,({ )tend P-psvers 0, et ona R,<S P-ps pour tout n. Autrement

dit, & un ensemble P-négligeable pres, on a

Q= {R,<S}+J{R,=S,= 0} + [J{R,=S,=S< w0, Zs=0}
n) (n) (n)
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(puisque Zz=0, donc RZS P-ps sur U {5,=S<o0}). Sur lensemble

~ A n ~ ~
{J {R,=S,=00} on a évidemment Z=Z'. Sur I'ensemble ﬂ {R, <S8}, Zy, =24,
(n)
tend vers 0, donc Z=2’. Enfin sur I'ensemble U {R, S S < o0, ZS~0} on a
(n) A
75=2'S, donc Zy=Z5=0, donc Z=Z2'. Finalement on a bien montré que Z' =2,

et que Zg=0 P-ps sur |} {S,=S<oo}.

)
(5.8) Proposition. Supposons que Y=1 et que z=0. Si Z =1 est lunique élément
de At ,(P) vérifiant (7) et (8) et tel que E(Z,| FL)=1, alors P vérifie la condition
de représentation des martingales.

Démonstration. Soit .4, la classe des Ne.#,, (P) telles que [AN| £ 1, E(N,| %) =0,
(N, M>=0et MP(Ang’) 0.

Soit Ce#y; si q=1.— E(1.| %), la martingale Z,=q+ 1 vérifie les conditions
de I’énoncé, donc égale 1. On en déduit que tout C e, vérifie E(1.|F)) =1,
donc tout Ne.#, vérifie N,=0. Soient alors Ne.#, et Z Punique solution dans
My (P) de Z=1+Z_-N. Comme ANZ=—1, on a Z=0. Mais (Z°, M=
Z_ (N M>=0 et MINAZ|P)=Z_ME(AN|#)=0. Donc Z, vérifiant les

1
conditions de I’énoncg, égale 1. Comme N = NO-I—Z .Z,ona N=0.

Montrons ensuite que tout élément de .4, (P) est quasi-continu a gauche.
Si ce n’était pas le cas, il existerait un temps d’arrét T prévisible et une variable
Fr-mesurable V, intégrable et non nulle, telle que E(V|%#;_)=0. Comme 4X;=0
P-ps sur {T'<co}, il est clair que la martingale N,=V 1, appartient & .#,,
dong est nulle, ce qui entraine une contradiction.
~ Soit alors Ne.#,, (P) vérifiant |AN|<Sa. 1l existe z'el3 (B.P) tel que
(N ,M>=z7-B et We¥, (4 P) vérifiant |[W|Za et MP(AN|9’)=' W. Mais
alors si

N'=N—E(Ny|F—2 - M —W = (u—v),

on a EI—N’G%O. Donc N'=0 et N est de la forme (15).
a

Soit enfin Ne.#,,.(P) quelconque. Comme N est quasi-continu 4 gauche, on

peut Pécrire N=N'+ ) N(n), oit N'e.#,, (P) vérifie | AN'| £ 1 et ol chaque N (n)
nz1

est une somme compensée de sauts vérifiant |AN(n)|e[n, n+ 1[. On a vu ci-dessus

que N’ se met sous la forme (15), et que N(n) s’écrit N(n)=W(n)=*(u—v), ou
W(n)e%,,.(u, P). De plus |W(n)| = v, < j |dN,(n)|, et le processus Z N(n) est dans
(P); donc W=y W(n)e%,.(1, P) et Y N(n)=Wx(u—v), d’ou le résultat.

nz1 nzl

loc

Remarque. Plus généralement, on pourrait montrer I'assertion suivante: Suppo-
sons que Y et z soient tels que P(S<0)=0 et que P(G)=1; supposons que
qe(F)* soit intégrable et vérifie P(q=0)=0. Si les équations (7) et (8) admettent
une seule solution Z .4, (P) telle que E(Z,| #L)=gq, alors P vérifie la condition
de représentation des martingales (et Z=gZ).
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6. Démonstration des théorémes du paragraphe 4.2

Nous utilisons integralement les hypothéses et les notations du paragraphe 4.
Pour toute mesure aléatoire ¥ et toute fonction W sur Q, on pose

B(W, ¥)= [W2 1{|Wj§1}+ [W| 1{]W|>1}:| #9.
Nous commengons par un lemme. Si N e.#,,(P), posons

B(N)= Z Ast 1{|szs|§1>:

sS=t

Cz(N)= ZIANs| 1{|AN5|>1}'
§=t
Ces deux processus sont dans 7, (P), donc admettent des projections prévisibles
duales B'(N) et C'(N).

(6.1) Lemme. Soit Ne.#,,(P). Soient W=M!(AN|%) et z un processus prévi-
sible tel que (N, M>=z-f. On a:

22 B+ B(W, ) SN, NS+ 3B/ (N)+7 C'(N).

Démonstration. 11 est évident que z*- B < (N, N°), donc on peut se restreindre
au cas ou N°=0. On peut écrire N=N'+N", ou N’ (resp. N") est la somme
compensée des sauts prévisibles (resp. totalement inaccessibles pour P) de N.
Comme MZ(AN'|#)=0 et comme B(N)=B(N')+ B(N") et C(N)= C(N')+ C(N"),
il suffit évidemment de montrer le résultat lorsque N=N",

Supposons donc que Ne.#,.(P) soit quasi-continue a gauche. Soit
D,=Y AN, 1j4n,-1;» qui admet une projection prévisible duale D’; posons

st
N'=D-D, N'=N—-N", W'=MI(AN"|P) et W'=MI(AN'|$). Comme
[AN"} %« u< C{N"), on a |[W"|«v< C'(N") (puisque, comme il est facile de le
vérifier, W" % v est la projection prévisible duale de AN" % u); de méme AN'? +
<B(N’), donc W'? x v<B'(N'). De plus N’ et N” n’ont pas de sauts communs;
il en découle que C'(N")=C'(N) et B(N')=B'(N), et que |[AN'|<1, donc |W'|< 1.

Mais un calcul simple, utilisant |W'|<1 et W=W’'+W”, montre que
[W[S3|W7|+2W'? si [W|>1, et W2SW?24+4|W"| si |W|<1. Par suite
B(W,v)<3W'2xv+T7|W"|%v, et le résultat en découle.

(6.2) Soient Pe(X,%,Q0) et P'e(X,%4,Q). Si PP<P on a Q'<Q et P(G)=1
(assertion {4.1)(a)).

. . . dQ’
Démonstration. Le fait que Q' <Q est trivial, et on note g une version de _Q_

dQ
.97,), R,=inf(t: Z,S1/n), R=lm?R, et

’

- dP
Soient Z ion de E[—
olen une version de ( 1P

- 1

N(n)= 5 ZRne i, o(P). La famille N=(N(n),R,) appartient 3 .4 et vérifie
AN(n)= ~ 1. Définissons Z(X) et A(N) par (18) et (19). On a ZR=qZ(R)™, et
d’aprés la proposition (5.3), {Az_(N}= + 0} <= {Zx_(N)=0} P-ps. Or P'(Z,_=0)

=E(Z ;15 —0)=0,donc P'(4z_(N)= +a0)=0. Comme d’aprés le lemme (6.1)
on a A<7A(N), on en déduit que P'(G)=0.
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(6.3) Lemme. Soit ¥ une mesure aléatoire, et supposons que la fonction Y vérifie
- 1 5 N . - R
identiquement 0<Y <co. Alors B (7— 1,Y: @) <2B(Y—1,9) et B(Y-1,V)=
2B (i—1, 17.0).
Y

Démonstration. 11 suffit évidemment de montrer (par exemple) la premlere des
deux relations ci-dessus. On a

R .
3(7—1,Y-v)=(y—1)2? patim* 04 (1= ) Lg%

S(Y=Dlgzy P+2(Y =1 1y g9 0%
F2(Y = 1P Ly ¢
<2B(Y—-1,9),
d’ou le résultat.

(6.4) Supposons que Pe(X,%,0Q) et que P'e(X,4,0). Si P<P ona Q<Q et
P(GNG)=1 (assertion (4.1)(b)).

Cela achévera de prouver le théoréme (4.1), puisque dans ce théoréme les
assertions (a) et (b) entrainent immédiatement (c).

Démonstration. D’ apres le théoréme (3.3), il existe Yed* etun processus previsible
£ tels que si €=(Y-v, o' +2- f+[U(Y—1)] + v, ), alors Pe(X, ,Q).
On a alors Y- v—YY v=y P-ps, donc P(G)=1, et aussi P(G)=1 si
G={Ly_o *v,=0}. On en déduit également que pour Y on peut choisir

1
Y=? Lo <y <oy T Ly 0y (v = ooy- Mais alors sur GnGona(Y—1)-v=—(Y—1)-v;

comme la seconde caractéristique locale (pour P) de X est définic & une P-indis-
cernabilité prés, on voit qu’on peut choisir pour Z le processus Z= — z.

Appliquons alors (6.2) en intervertissant les roles de P et de P': on voit que
0<Q' (ce qui est évident) et que P(22- B, + B (Y—1,v)<c0)=1. Mais £2- =
22 B, et sur GnGona B, (Y—1,v)<2B_(Y—1,v) d’aprés le lemme (6.3), donc
on a bien P(G)=1.

Le théoréme suivant est une formulation (un tout petit peu) plus générale que
celle du théoréme (4.2); cette formulation nous sera utile plus loin. Si 7,=S5,,
on retrouve (4.2).

(6.5) Théoréme. Soient Pe(X, %, Q) et P'e(X, ¥, Q'). Supposons qu’il existe une
suite (T,) de temps d’arrét croissant vers S, telle que T, =S, que G= U{T,=o0), et

(n)
gue pour tout nZny il y ait T,-unicité pour le probléme (X, €', Q'). Alors

(a) Si Q'<Q et P'(G)=1,0na P'<P.
(b) Si Q<Q' et P(GNG)=1,0na P<P.
(c) Si Q~Q' et P(G)=P(GNG)=1,0na P~P.

Démonstration. (a) Soit g une version de dQ'/dQ. Comme gZ5e.#(P) (proposi-
tion (5.6)) et T, <8, la formule P"=(qZ; ) - P définit une probabilité sur (2, #),
qui d’aprés le théoréme (3.8) est solution de (X, '™, Q'). Par hypothése les
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restrictions de P" et de P’ a (2, % ) coincident dés que n=n,. Mais si AeZ,
ona An{T,=c}eF _. Comme P'({J{T,=o0})=1,0na
@

P)=lim P(4n{T, = o0}) = lim P*(Un{T,=0})
=11;? E(Lynir,= 194 1,);

qui est nul si P(4)=0. Donc P'<P.

(b) Commengons par une remarque triviale. Soient % un triplet quelconque,
0 et 0’ deux lois initiales, et a et a’ deux réels positifs de somme 1;si Pe(X, €, 0)
et si Pe(X,%,0), alors aP+aPe(X,%,a0+a0).

Soit ¢ une version de dQ/dQ’. Posons a=P'(g>0). Il est clair que si a<1, la

1 1 .
probabilité (T—a 1{q=0)) - P est solution de (X %, ( L 0)) Q’),tandls que

1 Z;
( 1{z1>0} q ) P est solution de (XT"’ (g’Tn, (ZZ_ 1{q>0}) . Q/) d’aprés le théoréme

(3.8) et la définition de ¢. La remarque ci-dessus montre alors que
Z ,
(1{q>0} qT ) Ptly_o- P

est solution de (X', '™ Q’). Par hypothése les restrictions de P’ et de P" &
(Q, #r,_) coincident donc dés que n=n,. D’apres la définition de P”, on voit
alors que si Ae# vérifie P'(4)=0, on a

ZS
E(lAr\{Tyl win{g> 0} q >=0
Comme P(G)=1, on a M;({Y=0})=0, donc AN(n)>—1 sauf sur un
ensemble P-évanescent, et Z, >0 P-ps. L’égalité ci-dessus implique donc que
PAN{T,=w0}n{g>0})=0. Comme P(G)=1, on a aussi P(An{g>0})=
Enfin

P(An{q=0})=E[1y_o E(Ly| #$)=E'[q 1, 0) E(1L,| )] =0.

Donc P(A)=0, et on en déduit que P <P
(c) Cette derniere assertion découle immédiatement de (a) et (b).
Voici enfin un résultat, un peu plus général que le théoréme (4.3).

(6.6) Théoréme. Soient Pe(X, ¥, Q) et P'e(X, ¥, Q). Supposons qu’il existe une

suite (T,) de temps d’arrét croissant vers S, telle que T,<S,, que G= U {T, =00},
()

et que pour tout n=ng il y ait T,-unicité pour (X, %, Q). Supposons enfin que

P(G)=1. Alors

(@) Si Q'<Q et P'(G)=1, on a P'<P.
(b) Si Q<Q' et P(GNG)=1, on a P<P".
() Si Q~Q et P(G)=P(GnG)=1, 0on a P~P'

Démonstration. Soit G= {liy— ) * v, =0}. Le fait que Y.v soit la projection
prévisible duale de 4 pour P’ implique que (1,y_,,Y)- v=0 P’-ps, donc P'(G)=1.
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Soient Y= Ylocycwyt Ly—opupy=wy €t le triplet €= O, 4, B) défini par
v=Y-v, a=a+z - f+[U(Y—1)]*v et f=p. Comme P(GmG) 1, on a 7=V
et &=« P'-ps; donc P'e(X,%,Q). De plus on a B(Y—1,v)=B(Y—1,v) sur
GmG si alors G={z% B, +B,(Y—1,v)<oo} est I'ensemble associé¢ a (Y )
par (14), on a P'(G)=1 lorsque P'(G)=1 (puisque P'(GNG)=1), et P(G)=
lorsque P(GNG)=1 (puisque P(G)=1 implique évidemment P(G)=1). On peut
donc remplacer Y par Y et 4’ par € sans changer les conditions du probléme.
Autrement dit ce n’est pas une restriction que de supposer 0 <Y < oo partout,
de que nous ferons.

Soient alors Y'=1/Y et z'= —z. Par des formules analogues a (14) on pose

S =inf(t:2'2-B,+B,(Y' —1,v)=n), G' = U{S’ w0} et G'={1y _o v, =0}=0Q.

"
Considérons également le triplet €' =(Y'-v,a'+2' - B+ [U(Y' —1)] = v/, B). Comme
(Y=1)-v'=—(Y—1)-v, il est clair que ¥"=%. Enfin d’aprés le lemme (6.3) on
a G=Get §,58),, donc T,<85,. I suffit alors d’appliquer le théoréme (6.5)
en intervertissant les réles de (P, ¥)=(P, ¥} et de (P’, €"), puisque ce théoréme
reste bien entendu valide si, dans son énoncé, on remplace la condition « T, <S,»
par « T, £8,,».

7. Compléments sur la T-unicité

On part encore des hypothéses du paragraphe 4.2. Comme fréquemment ’ensemble

(J{S,=S< o0} est vide, dans les applications, et comme dans ce cas chaque S,
(n)
est un temps d’arrét prévisible, nous nous contenterons d’étudier la T-unicité

pour les T prévisibles.

1. Commengons par des résultats généraux
(7.1) Proposition. Soient Pe(X, %, Q) et P'e(X, %", Q). Soit T un temps d arrét
prévisible tel que Ap_ soit borné.

(@) Si Q<Q et si P(ly_o, *vp=0)=1, la T-unicité pour (X, %', Q') entraine la
T-unicité pour (X, %, Q).

(b) Si Q' <Q et si {ly_q *vr=0}=0, la T-unicité pour (X, €, Q) entraine la
T-unicité pour (X, ¥, Q).

Démonstration. (a) Soit q une version de dQ/dQ’. On montre exactement comme
pour le théoréme (6.5)(b) que

- Zr
P= (l{q >0} q

est solution de (X7,%'T,Q"), puisque ZTe.#(P) d’aprés la proposition (5.6).
Mais T étant prévisible et X quasi-continu a gauche pour P, on a 4X,;=0 P-ps,
donc Z,=Z,_ P-ps puisque par construction Z ne peut étre discontinu qu'aux
temps de saut de X. Thypothése entraine alors que les restrictions de P’ et de

Zr
(1{q>0} p ) P a (@, & _) coincident.

) P+ly_g-
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Soit d’autre part Pe(X", 4", Q). Comme M”e.#,,.(P) et comme 1 -V est
la projection prévisible duale de 1 - p pour P, les processus N (n)T définis
par (16) sont également des éléments de .#,,.(P), et ZTe.#(P). Par suite, pour

les mémes raisons que ci-dessus, les restrictions de P’ et de (1{q>0} -ZL) ‘Pa
(Q, Fr_) coincident. 1

Comme g et Z,_ sont %, -mesurables, et comme ni P, ni P, ne chargent
{g=0}, on en déduit que les restrictionsde 1, ., -Petdel - Pa@,7;.)
coincident. Or P(ly_g *vy=0)=1 entraine que P(Z;_>0)=1, donc
P(Z;_>0)=1; comme P(Q)=1on a P(Z,_ =0)=0, et finalement les restric-
tions de P et de Pa (2, #7_) coincident, ce qui achéve de prouver (a).

(b) Définissons Y et € comme dans la démonstration du théoréme (6.6).
Comme 1y _g, * vp=0, il est facile de vérifier que toute solution de (X7, ¢'7, Q)
est solution de (X7, %7, Q). Autrement dit nous pouvons supposer, et nous
supposerons, que 0<Y < co.

Soit encore € le triplet défini dans le théoréme (6.6). D’aprés (a), la T-unicité
pour (X, €, Q) entraine la T-unicité pour (X, €, Q). Or €' =%, d’ou le résultat.

Nous avons déja souligné qu’il n’y a pas, en général, d’implication entre la
T-unicité et I'unicité. Cependant on a:

(7.2) Proposition. Soit Pe(X, %, Q). Supposons qu’il existe une suite (T,) de temps
d’arrét telle que P(| J{T,=o00})=1 et quil y ait T,-unicité pour le probléme

(n)
(X, %, Q) pour chaque n. Alors P est 'unique solution du probléme (X, €, Q).

Démonstration. Soit P'e(X, %, Q). Par hypothése, les restrictions de P et de P’ a
({T,= w0}, # n{T,=c0}) coincident (rappelons que F \/ %,). Donc les restric-

tionsde Petde P'a (( J{T, =0}, # n({ J{T,=0}) coi'ncident. Or P(|J{T,=0})
(n) (n) (n)
=1, donc P'({ J{T,=o0})=1 et on en déduit que P'=P.
)

2. Nous allons montrer maintenant que, pour une classe raisonnablement vaste
de processus, I'unicité entraine la T-unicité pour tout temps d’arrét prévisible
T>0.

On se place dans le cadre des hypothéses canoniques: Q=D([0, oo[), X est le
processus canonique sur Q, #°=0(X,:s51), F=( £ et (020 désigne le

s
s>t

semi-groupe des translations sur Q, défini par X, =X,06,. On note Q, la
probabilité sur (2, #) chargeant d’une masse 1 l’atome {X,=x}.

Etant donnée une mesure aléatoire p, on définit une nouvelle mesure aléatoire
7,p par la formule

tp(w; A= [ plw;ds,dx)1(s—1,x) 1,

ot 4e2(]0, o[)RE.

Condition (C). On dit que le triplet € =(v, a, p) vérifie la condition (C) s’il existe
une famille [p,€=(p,v, p,a p,f)];>0 de triplets vérifiant:

(i) Si 4€2(]0,0[)®¢ (resp. s20), p,v(w; A) (resp. p,oay(w) et p,f(w)) est
A0, o) ® F-mesurable en (t, w).
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(ii) On a identiquement

P O(); )=1(; )
p.o(0 (@) =0, , (0)—a(w) (avec la convention o0 — 00 = + o0) (21)

P B0 (@)= B, () — B ().
(iii) I1 existe une probabilité de transition P**(dw) de
(R x [0, o[, Z(R x [0, oo]))
dans (2, #) telle que P*'e(X, p,%, Q.) pour chaque (x, t).

Exemples. Reprenons les deux premiers exemples du paragraphe 4.1: tout triplet
donné par les formules (12) ou (13) vérifie la condition (C). Dans le second cas
(formules (13)) on peut choisir p, ¥ =%, et prendre pour P*’ l'unique solution du
probléme (X, %, Q,), la mesurabilité en x étant bien connue. Dans le premier
cas (formules (12)), on peut poser

p:v(w; ds,dx)=ds F,_(dx),
t+s

b= jl auduﬂ
t

t+s

ptIBsz j bl%du
t

p,% est donné par des formules analogues a (12), et le probleme (X, p,%,Q,)
admet donc une solution et une seule P*'; nous laissons au lecteur le soin de
prouver que P*(B) est mesurable en (x, t) pour tout BeZ.

Remarques. 1. La formulation un peu compliquée de la condition (C) permet
de rendre compte a la fois des processus a accroissements indépendants non
stationnaires, et des processus de diffusions. En fait cette formulation est adaptée
a tous les cas ou la solution est un processus de Markov (éventuellement non
homogene).

2. Dans les exemples ci-dessus, la transition P*‘(dw) est unique; mais cette
unicité n’est pas imposée par la condition (C).

(7.3) Théoréme. Supposons que le triplet € vérifie la condition (C), et que P soit
Punique solution du probléme (X, 4, Q). Pour tout temps d’arrét T>0 relatif 4 la
famille(#°), il y a T-unicité pour le probléme (X, €, Q).

Remarque. On démontrera en fait le résultat suivant, un peu plus fort que la
T-unicité: si P'e(X7, €7, Q), alors les restrictions de P et de P’ 4 (2, #°) coincident.
Au prix de quelques complications, on pourrait supprimer ’hypothése « T >0».
Par ailleurs, remarquons que tout temps d’arrét prévisible T pour la famille
(%), tel que {T=0}eZy, est un temps d’arrét pour la famille (£°).

Commengons par deux lemmes, qui sont des conséquences faciles de résultats
dis a Courrége et Priouret [2]. T désigne un (£,°)-temps d’arrét.

(74) Lemme. On a #P N 07 (F)=0a(X;).

Démonstration. Il est clair que X, est mesurable par rapport a Z; et a 071(Z).
Inversement soit A€ 2 07 (F): il existe Be F tel que A=0;"'(B). Soient alors
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w et @' vérifiant X,(w)= Xy(w'); comme Q est I'espace canonique, il existe &
et &' tels que T(d®)=T (&), que X (@)= X,(®') pour tout s < T(d), et que 8 (®)=w
et 04(@")=w'. D’aprés [2], I'hypothése AeZ; implique alors que 1,(&)=1,(0"),
donc 15(w)=1z(w’). Toujours d’aprés [2] il en découle que BeF=0a(X,), d’ou
le résultat.

(7.5) Lemme. Soit W une Jonction P-mesurable sur Q. Il existe alors une fonction
FP & B-mesurable W sur Qx Q, telle que W(w,.) soit P-mesurable pour tout ©
et que W(w, T(w)+t, x)= W, 0,(w), t, x) pour tout t>0.

Démonstration. D’apres un argument de classe monotone, il auffit de prouver
le résultat lorsque West de la forme W=1y g, ,, o0 S est un temps d’arrét
(pour la famille (#)), et ol Ae&. Mais d’aprés [2] il existe une fonction %P ® 7 -
- mesurable § sur 2 x @, telle que

(1) pour tout w, S(w,.) est un temps d’arrét,

(i) on a identiquement S(w)v T(w)= T(w)+ S(w, O,(w)). (22)

Une vérification ¢lémentaire prouve alors que

W(CI), CU/, S, x) = 1{s§§(w,w')} lA(x)
répond a la question.

Supposons alors que ¥ vérifie la condition (C), et soit P'e(X”, 7, Q). Comme
PeTe(X =x)=1 et comme F =% vO;(F) daprés [2], le lemme (7.4)
implique que la formule

P(4n 07" (B)=E[1,P*"T(B)], (23)

ot AeFy et Be#, définit sans amblgmte une probabilité P sur (@, ). De plus
les restrictions de P et de P’ 4 (@, #7°) coincident. Comme JT~ < Z7, le théoréme
sera prouvé si on parvient & montrer que Pe(X, %, Q), puisqualors on aura
P=p.

(7.6) Lemme. Soit N'e.#,,.(P'). Soit (p,N),», une famille de processus continus
adroite et limités d gauche, dont les sauts sont bornés par un nombre a fini. Supposons

que pour tout 520, p,N(w) soit B([0, co[)® F-mesurable en (t, w), et que pour
tout (x,t), p,Ne#,,.(P*"). La formule
. N/ (w) A si t£T(w)
Riw)=1," = 24)
(@) {NT(Q))+ PryN— (@)~ PrwNol e Op(®w)  si t2T(w) (

définit alors un élément de M, (P).
Démonstration. Soit (R;) une suite localisante pour N'. Posons
R{n, )=1nf(s: [p,N;|2n)
et
R "(w):{l;g)ﬂz(n T()) o 04(w) znfiwkﬂw)’
Comme P (hmR 0)=1 et comme P“(hmR(n t)=co)=1, il est clair que

(hmR oo) 1. Dautre part |NX» |<|N,’ATAR [+a+n, donc les variables
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(NR "o sont uniformément intégrables pour_ P. 1l nous reste alors & prouver
que pour tout n et tout temps d’arrét S, on a E (Ns " Ny)= 0

Soit alors la fonction § associée & S par (22). Soit AeF2. D’aprés (24) et le
fait que p, N*R™9e #(P*"), on a

E[lA(NsT:rﬁ("’ T)ooT—NT)] =E[1A(PTN§((" oTT)(O)T prNo) o ]
=jP’(dw) 1A(w)EXT(m)'T(w)(PT(w Nﬁ(‘é‘, T)(w»—pT(w) No)=0.

Comme {R,=T}e %, il vient alors, puisque N'*e.#(P'):
E(NSR" - No) = E/(Nél,{\hT —No)+ E [l{Tgk,,}(NsTv+TR(n Debr )] =0.

Démonstration de (7.3). Soit We 2+ tel que W =0 sur [0, T] x E. Soit W la fonction
associée & W par le lemme (7.5). En utilisant (23), le fait que P*'e(X, p,%, Q,),
et enfin (21), on voit que

M}:’(W)=E[(§ Lax.oopso W, T+s,4X,007)]
=E[(SZ) Laxyeors0y W (e, 0(.) 5, 4 X0 07)]
=[P (d@) EXT@TOT 1y oW (®,., s 4X,)]
={ P'(dw) EX7(®» T [}s;)T(w)V(.; ds,dx)W(w,., s, x)]

=E[[prv(07(); ds, dx)W(., T+s, x)]= M (W).
D’autre part si We2+ est nul sur 1T, oo[ x E, il est clair que
M(W)=M (Wlo, 1) =M (W lgo, 1)= MY(W).

Par suite M, (W)?Mf (W) pour tout We#*, donc v est la projection prévisible
duale de u pour P.

Soit M=X%—0a. Posons p,M X°—p,a; un calcul simple basé sur (21)
montre que (p,M,—p,My)e6,= —M,. On par hypothése MTe.#, (P,
pMed, (P, et 1a famille (p,M ) verlfle les conditions du lemme (7.6). Comme
on peut définir M a partir de M7 et de (p,M) par la formule (24), on en déduit
que Me.#,, (P). Cela implique d’une part que X est une semi-martingale pour P,
et d’autre part que o est la seconde P-caractéristique locale de X.

On a AM=A4X1,x<y;- Donc st Ulw, t, x)=x1g, <1y, on @ AM - u=U-p,
ce qui implique M} (AM |2)=U. D’aprés le théoréme (1. 5)onadonc Ue¥,.(u, P),
et exactement pour les mémes raisons on a Ue%, (i, P). On peut donc trouver
un processus qui soit une version de I'intégrale stochastique U = (u—v) pour P
et pour P. Par suite M‘=M—M,— U (u—v) est la «partie continue» de la
martingale locale M pour P et pour P. Comme P et P’ coincident sur (Q, #),
(M) est la partie continue de M pour P'. Enfin une démonstration analogue
prouverait que p,M‘=p,M —p,M,—U = (u—p,v) est la partie continue de p, M
pour P,

Posons N'=[(M)?—B]T et p,N=(p,M)*>—p,B. Par hypothése, N’ et (p,N)
vérifient les conditions du lemme (7.6), donc N défini par (24) est dans .#,,.(P).
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Or on vérifie aisément que p, M{ o 0,=M;  —M;, donc
N_ (Mzc)z"ﬁt si t=T
UM =B 2(ME -2 MM si 2 T.

Mais le processus M,:I{Tét}M‘T(Mf—M”T) est une martingale locale pour P,
donc (M2 — =N —2Me.#,,(P). Par suite § est la troisiéme P-caractéristique
locale de X, et Pe(X, %, Q). D’aprés la remarque précédant le lemme (7.6), la
démonstration est achevée,

On pourrait ensuite combiner le théoréme (7.3) et la proposition (7.1), de
fagon a montrer que I'unicité entraine la T-unicité pour tout (% °)-temps d’arrét 7T,
pour une classe bien plus vaste de processus que ceux qui vérifient Ia condition (C):
c’est le cas par exemple des processus «de type markovien» définis par Grigelionis
[8]. Nous laissons au lecteur le soin de formaliser de telles généralisations.

Par contre nous allons énoncer & nouveau les théorémes (4.2) et (4.3) lorsque
la condition (C) est remplie:

7.7 Théoréme. Supposons que €' vérifie la condition (C) et que P’ soit l'unique
solution de (X, 4, Q). Supposons que Pe(X, %, Q) et que | ) {S,=S<o0}=0.

(n)
(@) Si Q'<kQ et P(G)=1, 0ona P'<P.
(b) Si Q<Q et P(GNG)=1, 0ona PKP"
(c) Si Q~Q' et P(G)=P(GNnG)=1,0na P~P.

(7.8) Théoréme. Supposons que € vérifie la condition (C) et que P soit l'unique
solution de (X, %, Q), Supposons que P'e(X, %', Q') et que | ) {S,=S<o0}=4.

~ (n)
() Si Q'<Q et P(GnG)=1, 0on a P'<P,
(b) Si Q<Q' et P'(G)=P(GnG)=1, on a P<P.
© Si Q~Q et P(GnG)=P(GnG)=1, on a P~P.

8. Dérivee de Radon-Nikodym et représentation des martingales

Nous allons maintenant démontrer les résultats du paragraphe 4.3, et donner
quelques compléments.

(8.1) Théoréme. Si le probléme (X,¥,Q) admet une solution et une seule P,
celle-ci vérifie la condition de représentation des martingales.

Démonstration. D’aprés la proposition (5.8), il suffit de montrer que l'unique
élément Ze. #f,(P) vérifiant E(Zy|F)=1, ME(AZ|P)=0 et {Z°, M°)=0, est
Z=1.

Soient alors Z'e.#} (P) un élément vérifiant les conditions ci-dessus, et (T))
une suite localisante pour Z'. 1l est clair que Z’'™ vérifie encore les conditions
ci-dessus, donc d’aprés le théoréme (3.3), la probabilité Z7, - P est solution du
probléme (X, %, Q). Par suite Z;_- P=P pour tout n, et on en déduit que Z'=1.

(8.2) Démonstration du théoréme (4.5). L'assertion (a) est un corollaire de la
proposition (5.6) et du théoréme (3.3). Lorsque la condition (i) est vérifiée,
lassertion (b) découle simplement du théoréme (3.3)(d) et de la proposition (5.7).
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Lorsque la condition (ii) est réalisée, on a vu dans la démonstration du théoréme
(6.5)(a) que

P'(A)=1%§ E(14ns,-03dZs,);

comme gZ est une surmartingale, on en déduit d’abord que

1=P(@)=lmE(ls, . )qZ)<E(@Z,)=1.

Donc E(gZ )=\ et gZe.#(P). Il en découle également que E(qulm{Sn< o)) =0,

(n)
donc gZg=0 P-ps sur | J{S,=S<w}, et P(4)=E(gZ,1,), ce qui achéve de
)
prouver l'assertion (b).

(8.3) Théoréme. Supposons que Pe(X, €, Q) vérifie la condition de représentation
des martingales. Alors toute probabilité P' <P vérifie également cette condition.

Démonstration. 11 existe un triplet €' donné par les formules (14) et une loi initiale
Q' tels que P'e(X, ¥, Q). Dans la démonstration du théoréme (8.1) on a prouvé
(il suffit d’y remplacer P par P’) que, si P’ ne satisfait pas la condition de représen-
tation des martingales, il existe une autre probabilité P” < P’, solution de (X, %',Q).
Mais si g=dQ’/dQ, le théoréme (4.5)(b) (condition (i)) entraine que les martingales

dpP’ dP"
E|—|%, E|—
(dP ‘/’) o ( dP
qui engendre une contradiction.

57,) sont toutes deux égales a gqZ. Par suite P'=P", ce

Remarque. La condition P’ < P est relativement forte, puisque si les P'-caractéris-
tiques locales de X sont données par (9), elle implique P'(G)=1. Cependant le
théoréme (8.3) (ainsi d’ailleurs que le théoréme (3.3)) reste évidemment valide si
on remplace P’ <P par: pour tout ¢ fini, la restriction de P’ a (L2, %) est absolu-
ment continue par rapport a la restriction de P & (Q, 4,); cette condition implique
seulement P'(4,<o0)=1 pour tout ¢ fini.

Les théorémes (8.1) et (8.3) ont les conséquences importantes, et plus ou moins
classiques, suivantes: soit (@, (#,), %, (X,), P) une semi-martingale quelconque, la
famille (%) étant la plus petite famille continue & droite rendant X adapté.
Supposons que pour tout ¢ fini, la loi de (X))o <<, Soit absolument continue par
rapport & la loi d’un processus d accroissements indépendants (¢ donné par (12)),
ou d’'un processus de diffusion (¥ donné par (13)) sur [0, t]; alors la condition de
représentation des martingales est satisfaite.
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