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Summary. In this paper we calculate Hellinger integrals of order « for the
distribution laws of processes with independent increments. We consider
the problems of absolute continuity, mutual singularity and contiguity in
further applications. By using Hellinger processes the above problems can
be treated in a new systematic manner.

§ 1. Introduction

1.1. Pour des mesures A et 1 o-finies, données sur un espace mesurable (A4, .<7),
la distance de Hellinger-Kakutani [8] est définie par la formule:

H2(2, Z)=%)J;((di)%—(di)%)2 1

ou «l'intégrale» a droite désigne
[(@d2/dp? —(dA/dp)*) du 2)
E

@ étant une mesure o-finie dominant la mesure i+ (A+1<py). La définition
(1) comme distance entre les mesures A et 1 est cohérente, puisque la valeur de
Iintégrale en (2) ne dépend pas du choix de la mesure ¢-finie y dominant A+ /1.

Pour tout a, 0<a <1, on définit I'intégrale de Hellinger d’ordre o ([1, 8, 13,
18]) de /4 et A par:

p(a 4, /T)=£(di/du)“(di/du)““du-

relativement & une mesure o-finie 4 dominant 1+ 4.
Si 4 et A sont des probabilités, on a évidemment:

H?*(A, D)=1-p@&, 4, ).

Le but de ce travail est de calculer H?(P, P) et p(a, P, P) pour des probabilités
P et P, apparaissant comme lois de deux processus X =(X )5, et X=(X Jizo @
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accroissements indépendants, et d’écrire ensuite des critéres d’absolue conti-
nuité, de singularité et de contiguité. Pour mener a bien ce programme,
[utilisation d’une famille de processus dits de Hellinger apparait adéquate.

1.2. Soit (Q, #,IP) un espace de probabilité; (ID, Z) I'espace mesurable des
fonctions X=(X,),., continues a droite et admettant des limites a gauche, a
valeurs réelles, avec la tribu & des boréliens associée a4 la topologie de
Skorokhod sur ID. Soit X =(X )5, et X=X Jrzo deux processus stochastiques
définis sur (Q, #,1P), admettant des trajectoires dans ID; dans la suite X et X
désignent des processus a accroissements indépendants tels que pour chaque
AeR, en posant f,(t)=IE[exp(i1X,)] et f()=IE[exp(ilX,)], t=f,(t) t—F,(0)
sont & variation finie. Sous cette hypothése les processus X et X sont des semi-
martingales, [4], et Ton a [4] pour f, et de fagon analogue pour f, la
représentation:

Elexp (A(X,—X)]=exp(G) [ (1+4G, (1) exp(—4G,(2) 3
avec o
G,(A)= iABt—l— Ct—i-j I (exp(idx)—1—idxly, <) v(dt, dx) (4)
2 0 Ro -

ot R,=R —{0}, et le triplet T=(B, C, v} possede les propriétés suivantes:
(i) B=(B,);», est un €lément de ID, (non aléatoire) a variation finie, B,=0.
(i) C=(C),5, est une fonction continue a valeurs réelles, croissante avec
Cy=0.
(iii) v=v(dt,dx) est une mesure sur (R* xR, % ® % ) telle que v({0}
t

xRg)=0, [ [(x*Alv(ds,dx) <o, a=v({t}xRy)S1 et 4B,
0 Ro

= | xIyy<yyv({t}, dx) ou 4B,=B,~B,_, B,_=0.
IR,

0
Si 'on note B¢, v¢ les composantes continues de B et v, c’est-a-dire B;=B,
Y 4B, v(dt, dx)=1,, _qv(dt,dx), alors la formule (3) peut encore
O<s=t
s’écrire:

2
E[exp (4(X,— X o))] = exp (iwg—

A
5 G

+§ [ (exp@iix)—1—idxl <)V C(dt,dx))

Ro

H [1+ f (exp(iix)—1)v({s}, dx)].

Oty

Lorsque X est continu en probabilité, on a: v({s}),dx)=0 et on obtient la
forme classique de la formule de Lévy-Hintéin: (voir par exemple [17])

2

A
IE[exp(iA(X,— X,))]=exp (iiB,—7 C,

t
+§ | (exp(idx)—1—idxl, <) v(ds, dx)) :
0 Ro
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De fagon analogue on a la représentation de IE[exp (iA(X,—X,))] relativement
au triplet T=(B, C, ).

Lorsque V est un processus, V* désigne le processus arréte en z.

Soit maintenant P et P les lois des processus X et X, cest-a-dire:

P(4)=IP[Xed], P(A)=P(Xed), Aeg.

Puisque P et P sont définies de fagon unique par les triplets T=(B, C,v) et T
=(B, C, , V) il est souhaitable d’obtenir une expression pour H?(P, P) et pour
o(a, P, P) en termes de T et T. Remarquons que dans le cas des processus
gaussiens 4 accroissements indépendants, un tel résultat figure dans [9].

Pour la formulation du résultat essenticl de cet article, on introduit les
notations suivantes.

Soit Q=%(P+P); 9° est la tribu o{X:X,, s<t} augmentée des ensembles
de Q-mesure nulle de ; soit 2,= A &, (la famille (9,),5, est alors continue a

s>t

droite); L="Plg,, t=13| Q,=0lg, sont les restrictions de P, PetQa g,
=(z,, 9,, Q) et 2=(Z,, 9,, Q) sont des martingales & trajectoires dans ID telles
que

z i Z —dpt +Z,=2
:—, Z,= . = .
t th t th Zt Zt
. dp _ dP
Posons aussi z,,=——, £, =——.
dQ dgQ

En relation avec la définition donnée précédemment:
H*(P, P)=3[E,[(z}, —25)*]
p(e, P, P)=1IE olZ% Fl-o,

De fagon analogue:
H(B, B)=3}E,[(z} )]

ple, B, B)=TE, [ 2 ~*].

Remarque. Comme 9 peut-étre différent de 2,, P et P ne sont pas
nécessairement les lois P' et P' des P.AJI X* et X' considérés sur I'intervalle
[0,£]; ainsi, soit par exemple X,=(t—1)l,,,, et X,=0; P, et P, sont

étrangéres, alors que P!(dx)=¢,(dx)=P"'(dx).
t

On note aussi: 4,=B=B—{ | x1y, <1, (v =) (ds, dx) lorsque I'integrale a

t 0 Ro

un sens (i.e.: si j f|x|ll{Mél}}|vc——\7cl|(ds,dx)<oo, |v¢—7¥¢| désignant la varia-
0 Ro

tion de (v —7° ) .
0F=¥) A,=o0 sinon. )
Soit Y=(Y),», une semi martingale avec Y,=0. Considérons I¢quation

stochastique: t
U=1+fU,_d¥Y,
0
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Il est connu que cette équation admet une solution unique, semi martingale,
notée &(Y)=(£(Y)),»o ([3, 4]) donnée explicitement par la formule de
Doléans:
&(Y),=exp[Y,—3<¥*,] [] (1+4y)exp(—4Y) (6)
0<s=st
ou {Y*) est la variation quadratique de la partie martingale locale continue Y*
de Y, ([3, 4]). Indiquons également que ’équation

t
U=Uy+[U,_dY, admet la solution unique U,&(Y). )
0

En relation avec ces notations, et tenant compte de ce que la fonction G(4)
=(G,(4));z, définie en (4) est a variation finie (C’est par conséquent une semi
martingale), on peut écrire la formule (3) sous la forme:

IE[exp ((A(X,— X )] =&(G(A)),.

En plus de la mesure v, définie sur (R* xIR,, %+ ® %y, introduisons la
mesure y sur (R* xR, Bp+ ® %) par les relations:

1({0} xI')=0 ()

et pour t>0, x([0,]xD)=v([0,) x "R+ Y I oyl—a,) ot I'eBy, ag
O<s=t
as+0

=v({s} x R,). On définit de fagcon analogue la mesure 7.
Considérons la distance de Hellinger-Kakutani H(y, 7) et H,(x, ) définie

par: ) )
H (D=3 | (@P-p?

[0,6] xR

il n’est pas difficile de voir que I'on a:

th (Xa Z) = th (V, V) +% Z ((1 - as)% - (1 - ds)%)2 ]l{as+ﬁ§S) +0}
O<s=t
ou
HX v, 9)=% [ (@v)i—@v*
[0,t] xIRo
Posons enfin lorsque C,=C,, s<t et lorsque la mesure sur. ([0, ¢], Bro,n) dA,
est absolument continue par rapport a d C, (dA*<d CY)

. —a) b (dA,\2
o, T, 1= § (j =) dcraodynan ©)
0 s

ou 5

est la densité de Radon-Nikodym de A par rapport a C avec la
convention ﬁ=0 si A,;=0 et C,=0 pour s<t et ou

s

d a3 dv \*
@,(a,dx,d1)=ad—ﬁ+(1_a)l_ (_JQ)

(ﬂl)l‘“
dp  \du du

avec u dominant y et ¥; (lorsque a=3 @,(3,dy, d)=HZ2 (% 7).
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1.3. Théoréme 1. Soit P et P les lois de deux processus X et ~X' a accroissements
indépendants de triplets caractéristiques T=(B, C,v), T=(B, C, 9) respectivement.
a) Si C=CetsidAd<dC
p(oc,P,f’)=p(oc,P0,I~’o)é”(—h(a, Ta T))oo (10)
et p(a, P, PYy=p(a, B, B)=p(o, Py, P) & (—h(a, T, T),.
b) Soit 0=inf{t: C'+ C* ou dA*&d C'}
p(OC, Pea PO)Zp(aa POa FO)(g)(—h(O(, T, T))B
p(o, B,P)=0  pour tout t=0

et
p(a, P', PY=0  pour tout t>0.

Corollaire. Soit ||[P—P| =2 sup |P(A)—P(A4)| la distance en variation de P et de
Ae@

P, on a de fagon classique 2(1—p(, P, P)<||P-Pl<Y/8(1—p@&, P, P). Cest
pourquoi si C=C et si dA<KdC

2(1=pG, Py, B)&(—h(3, T, T))
<|P-P|<Y8(1-p@&, Py, B)E(—hE, T, T),));

si C+=C ousidA4kdC |P—P|=2.
Remarques. 1) La relation C+C (resp: C'+ (') signific qu'on peut trouver un
§>0 (resp: 0<s<y) tel que C,+C..

2) La formule (10) peut encore s’écrire:

plo P, Py=p(a, Py, By exp(—he (o, T, TH ] (1 — Ahy(e, T, T))
=p(a, P, ﬁl)p((x, P2, 132)

ou P!, P! P2, P? sont des lois de processus & accroissements indépendants
(continus en probabilité pour P! et P! de triplets T, =(B¢, C, v), T, =(B, C, %),
P} =P}, et constants par morceaux avec des sauts & des temps fixes pour P2 et
P2, de triplets T,=(B—B",0,v—v°), T,=(B—B,0,7—¥) avec P?=P,, P?=B)).
En outre P=P!x P?, P=P'x P? (+ désignant I'opération de convolution).

3) La relation p(a, P, P)=0 est équivalente & la singularité des mesures P et P.

Exemple 1. Soit v=7=0; Cest-a-dire que X et X sont deux processus gaussiens
avec [E[X,—-X(]=B,, ¢ 2(X,—Xq)=C,, E[X,— X,]1=B,, 6*(X,— X,)=C,. Soit
C=C et d(B—B)<dC. Alors:

o, B, B)=p(d, B B ex (- %i(d(B B)) ac,) (i1)

(Voir aussi [9]).
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Example 2. Soit X et X deux processus a accroissements indépendants,
homogeénes; T, T peuvent s’exprimer sous la forme:

B,=b-t, =c-t, v{dt,dx)=dtF(dx)
B,=b-t, C,= ¥(dt, dx)=dt F(dx)

si C=C>0,etsi | |x]ﬂ{|x,§1}|F—F|(dx)<oo
Rg

o 1 ~ ~ 3 .
s T 1) =t | - [6=B)— [ Xz (F-P@xP +4 ] (@D -@h¥?| (12
Ro Ro
et
o, B P)=p(d, Py, P exp[—h3, T, T,

En particulier pour des processus X et X de poisson d’intensité (de paramétre)
/ et A respectivement avec X ,=X,=0. On a le résultat classique:

PG, B, By=exp[ —t/2((2* — 1%?)]. (13)

Exemple 3. Soit X et X deux processus ponctuels (simples) & compensateurs
déterministes respectifs D et D (voir [7] ou [4]) alors B=D, B=D, C=C=0,
A=0, v(dt,dx)=dD,e,(dx) et ¥(dt,dx)=dD,e,(dx)

t
PR H=8 | ~3](@D}~dD—} T (1-4D)—(1—4B)| (14
0 O<s<r
Exemple 4. Soit £=(¢,,¢&,,...) et E=(£,,&,,...) deux suites de variables
aléatoires indépendantes; notons:

F(x)= IP[fk<X]
X=Y¢&. Z avec £,=E,=0.

k
kst k=t

(x)=TP[£,<x], et posons

Dans ce cas on a:

x({k} x J—c0, x])=F(x)
2({k} x ] =00, x))=F,(x)

et HX(y, )=% Y. dFf—dF$)?=Y H?(F,, F) par conséquent
k=t

k=t

p(%,Pnﬁ,)=f§(—kZ<: (R, F))= H(I_Hz(FkaFk)) [10G.F. B (15)

k=t

ce qui évidemment peut étre obtenu directement en utilisant I'indépendance
des variables.

Dans ce qui suit, I'accent est mis sur le réle joué par les processus de
Hellinger h(x, T, T) dans les questions d’absolue continuité, de singularité, de
contiguité, de distance en variation. (Cette notion étudiée aussi dans [5]
apparait dans [11] explicitement pour a=% et implicitement dans [2, 4, 6, 7, 9,
12, 14, 16].)
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La méthode suivie peut étre utilisée pour I’étude des lois correspondant a
des processus ponctuels simples ou multivariés ou a des processus de diffusion.

La démonstration du théoréme 1 sera donnée dans le paragraphe 3; dans le
paragraphe 2, on va introduire les processus de Hellinger d’ordre «, 0 <a<1.

Ensuite, dans le paragraphe 4, on s’intéressera aux critéres d’absolue conti-
nuité (P < P) et de singularité (PLP) pour les lois P et P de deux processus a
accroissements indépendants. Enfin, on donne dans le paragraphe 5 un critére
de contiguité et un critére de séparabilité compléte.

§ 2. Integrales et processus de Hellinger d’ordre «

Les propriétés des intégrales et processus de Hellinger d’ordre «, que nous
donnons dans ce paragraphe ont un caractére général; aussi nous partons d’'un
espace mesurable (2, #), muni de deux probabilités P et P (nous ne supposons
pas ici que ce sont les lois de 2 processus a accroissements indépendants). On
note Q=21(P+ P), (%) une famille de sous tribus de &, continue a droite, avec

F. =% et %, contenant pour chaque t les ensembles de O-mesure nulle de
t 1 p q
t

7.
De méme que dans le paragraphe 1 on introduit les martingales
Z=(Zt> ’97}’ Q)xgo’ Zz(Zt’ g;tﬂ Q)@o avec Zt+§t=2

! et Z_ désignant encore — et ——~ respectivement
4 € .
2.1. Intégrale de Hellinger dordre a. O<a<1.

Le but de ce paragraphe est de donner en termes «prévisibles» une
représentation de p(a, P, P).

Pour cela, il est nécessaire d’étudier la structure du processus (z22'7%),, ,, et
utile d’introduire un processus dit «de Hellinger» d’ordre o. -

2.2. Soit rn=inf{t: zt§%}, fnzinf{t: Ztgé}, F———knjl[O, 7,1, f:Lﬁ)l[O, £,] ou
pour tout temps d’arrét T, [0, T'] désigne I'ensemble

{(w,1): 0=t=T(w)}; il est facile de voir que

I'={w,t): z,_(0)>0}, F={w,1):%_(w)>0}.
Posons aussi

t=limz,=inf{¢: z,=0}

T=lim7=inf{t: Z,=0} on a:

[0, =l = {{w, 1); z,(w) >0},
[0, 71 = {(w, 1); Z,(w)>0}.
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tATh dZ
Pour chaque n=1, on peut définir Plintégrale stochastique M= | :
o Z

§—

1 .
(car <n, si S§‘cn>.
Zs_.

Le processus M"=(M}, (%)), Q) est une martingale locale, (on écrira sou-
vent: M" est une Q-martingale locale) et

tATn

t
Zyne =20+ | z,_ dMI=z,+[z_dM!
0 0

en vertu de (6) et (7)

Zype, =206 (M"),. (16)
tAfh 1
De fagon analogue on peut définir M”= j —> et l'on a:
0 Zs_

ZtAfn=ZO£(Mn)t'
2.3. Utilisant la formule (7), on obtient:

Z{ nen= 20 (6 (M"))* = 25 € (N" (),
ou
/ a(a—1)

N/ (@)y=aM}+ M™> 4+ Y [(1+AMI)Y—(1+adM2] (17)

2 0<s=<t
et de fagon analogue
Ba=2 (N (L -2,
avec:
a(e—1)
2
+ ¥ [(+AMH = (1+(1—0) AMY)]. (18)

0=<sst

N'(l-a)=(1—a)M"+ (M"Y,

Remarquons que chacun des processus N”"(x) et N"(1—a) est une Q-
semimartingale; en effet, M" est une Q-martingale locale, (M"> est un proces-
sus croissant continu et Y [(1+adM")—(1+4M")*] est croissant et locale-
0=s=-
ment Q-intégrable puisque
AM!z -1
et
0=(1+adMH—(1+AM?Y

§(1—“)(AM:)21{1M3-|§1)+|°‘AM;|]1{|AM;‘I>1}>
ce qui montre le résultat puisque, M" étant une Q-martingale locale, le

processus
Z (A M;')z ll{lAMH <1} + |A M;'l ﬂ{lAM?I >1}

O<s=-

est localement Q-intégrable (voir par exemple [4] p. 49).
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Remarquons maintenant que d’aprés la formule de Yor ([4] p. 191)
EN"(@), &(N"(1—0), = E(N"(@) + N"(1 — )+ [N" (o), N"(1 —)]),
ot [N"(«), N*"(1—a)] est la covariation quadratique de N"(x) et N"(1—a); a
partir de (17) et (18) on trouve que:
N™(o)+ N*(1 — o)+ [N"(a), N"(1 — )]
06( —0)

=M™+ (1 —ay M — (M =My~ Y O, 1+AM" 1+ 4M")

O0<sst

avec (o, x, y)=ax+(1—a)y—x*y'~* x=0, y=20.

1 5
Notons W"(a)=i€7a—)<M"c—M"“>,+ Y @ 1+AM", 1+AM"). On a
O<s=t
alors:
E(N"(@), E(N"(1 — ), =& (@M" + (1 — o) M" — W"(@)),,
et
2, B A= 5T S aM (1 — o) M" — W (w)), (19)

Le processus W"(«) est croissant car pour tout a, 0<a<1, tout x=0, tout y=0
®(n, x, y)=0; ensuite il est aussi Q-localement intégrable: on a en effet:

ax+(1—o)y—x*y' ~*<max(a, 1 —o)|x—y|

2
. folx—
et <min [—E—1
X

-2
y

ainsi

Y [a(+AM)+(1—a) (1 +AM— 1+ AMD*(1+ AM?) ]

s=<t

- ~ n___ “rn
= Z L anzl> pintastz) > o ame— btz > 3714 Mg — A M|

+Zﬂ[{|AM?l<l}n{|AM" aftsl a0 24 M; — AM)?

sst

+ 2 Vigaste s ppnganrz— avz s 24 Mg — —AM).
s=t

Les trois sommes du c6té droit de Pinégalité sont Q-localement intégrables
puisque M"— M" est une Q-martingale locale.

24. On note h"()=(h;(®)),», le compensateur prévisible de W"(x) (pour la
mesure (Q)); h"(a) est bien défini d’aprés ce qui précéde. De (19) on déduit que
sl—a

(ZF r e Zi )iz o €St une Q-surmartingale bornée; utilisant (6), sa décomposition
de Doob-Meyer s’écrit sous la forme:

t
a gl—a__ azl-a n o si-a n
Zt/\t,.zt/\t ZO ZO +Lz(“)—fz(s1\tn)— Z(SAtn)— dhs((x)
0
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ou L*(a) est la Q-martingale locale:
LH0) = e 2 A+ (L= T+ (1) = W),
On en déduit, en posant 6,=7, A%,:
E, [z 2~ = [ 5]~ [E, [j 7 1_“"dh;‘(oc)] . 20)

Remarquons maintenant que pour t<¢, on a:
My=M*',  Mp=M;*', Wr@=W't'(%), hE@=htN);
puisque ¢—h} est croissant, la limite lim A}(«) existe; on note k(o) =1im A} ().
n n

De (20)-on déduit alors:

On
IEQ[ZznZ;:“]=IEQ[Z°{) 7177 -IE, [f z5 Fl-2dh (oc)] 21

0]
Notant o=lim g,, €t remarquant que z% 21 L»z Z1=2 (en effet: soit il
existe n avec g, =0, soit on a pour tout n ¢,<¢ et alors z% Z1- "—Qp—w(,“ gl-

—#31-2=0)
Eylz5 2, Z, = Eplle 125 0y 2 Z
=IEy[1,_ . 222, 7"]
=IE,[22Z.*] carsur {o<o0}ziZl™*=0
=IE [hmz“ 1= "‘]—hmlE [z2 zi-°

{o=0o0

Ainsi, d’aprés les remarques précédentes et utilisant (21), on obtient

IEQ[ZOOZ “1=IE [Zof(l) “1— IEQ[f z2 leadhs(oc)]
ou encore

ol P, P)=p(e. Py, F) =T | [ 7 Bt dh ). @2

On appelle h(x): processus de Hellinger d’ordre a. On appellera également ainsi
tout processus h'(x) croissant prévisible coincidant avec h(x) sur l’ensemble
I'nI" Q.ps. Le processus de Hellinger h(x) ne depend pas de Q au sens
suivant: soit § une autre probabilit¢ dominant P et P, notons Z=dP/dQ, Z
=dP/dQ; soit h(oc) un processus prévisible croissant tel que I'on ait la formule
(22) avec, Z,Z,h,Q au lieu de Z,Z, h, Q, alors h(x)=h(x) & un ensemble Q-
évanescent prés sur I'nI” (voir aussi [5] théorémes 2.8 et 2.13).
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§ 3. Démonstration du théoréme 1

Lorque P et P sont des lois de semi-martingales a accroissements
indépendants, nous allons montrer que Pon peut obtenir un processus de
Hellinger k() déterministe, donné par la formule (9).
Le processus canonique (%, (2,), Z) est une semi-martingale pour la loi Q
P+P .
=~—;— ([3] p.235). On . notera T9=(B2 C2%v9) le triplet de ses
caractéristiques locales ([4], 3-46 ou [6]). On a P<Q clest pourquoi ([6]
théoréme 3-3) on peut trouver Y=Y (X, s, x) tel que pour tout t< o0

dv=Ydv? en restriction a [0,{]xIR, P.p.s. (23)
avec a2=v¢({s} xRy)=1=a,=v({s} xRy)=1
C=C? sur [0,f] P.ps. (24)

Ensuite, on peut trouver un processus prévisible f=(8,) tel que fﬁdeQ soit P-
localement intégrable et pour tout < oo

t T
B,=B2+ (B, dC2+[xly, <, (Y—1)dv® P.ps. (25)
V] 0

En considérant comme précédemment I'={(cw, s), z,_ (w) >0}, les formules (23),
(24), (25) sont vraies aussi Q.p.s. sur 'ensemble {w; (w, t)el'}.
On a aussi P<Q et les formules correspondantes tiennent pour B, C, 7.
Introduisons les processus croissants prévisibles K(P, Q), K(P, Q) avec

K,(P, Q)= “32 dce —1—[ FaA=v5Hdvl+ Y (1—ad*—(1—a)?)?
0 Ro 0<sst
(resp: la formule analogue pour K (P, Q)).
Comme P<Q et P<Q, on a K_(P,Q)<o P.ps. et K_(P,Q)<w P.p.s.
(voir [4] (th 12.39 p.382) et [7] th 13).
On commence par montrer le lemme de singularité suivant:

3.1. Lemme. Si C+ C, ou si dA non absolument continue par rapport d d C, ou
encore si hy(3, T, T)=+ 0o P et P sont singuliéres. Plus généralement, soit 6
=inf{t: C'+ C' ou dA'%d C'}; alors si 0< oo, P, et P, sont singuliéres de méme
que P et P* pour tout t>0. P er P* sont singuliéres pour t<0 lorsque h(G, T, T)
= + 0.

Démonstration. Notons I, (resp: ;) lensemble {w:z_(w)>0} (resp:
{w: %,_(w)>0}; sur I,n[, on a daprés (24) C'=C" et dA'<d C' Q.p.s.; si donc
t>0 C'+C' ou dA'«d C' ce qui implique Q(I;n;)=0 d'ou la singularité de P,
et de B, pour t>0 donc aussi de P, et P, d’aprés la continuité & droite de
s—z.Z; enfin si O<t<t P79, de sorte que les lois P et P' sont aussi
singuliéres; le cas r= + o0 donnent la singularité de P et P.
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Plagons nous maintenant en t<0; sur I;nI;, on a Q.p.s. K,_(P, Q)< et
K, (P,Q)<co. Utilisant I'inégalité élémentaire:

Kt— (P, Q)J’_Kt—(ﬁa Q)ghz_ (%7 T’ T)ght(%a T’ T)—l

on en déduit h,(L, T, T)< oo sur I, I, Q.p.s.; d’ou le résultat.
Le lemme précédent donne donc une partie du point b) du théoréme; on va
maintenant exhiber un critére de domination pour les probabilités P et P.

3.2. Proposition. Soit P et P deux lois de semi-martingales d accroissements
indépendants de triplets caractéristiques T=(B, C,v) et T=(B, C, V), il existe une
loi P* de processus a accroissements indépendants dominant P et P si et seule-
ment si on a les trois relations suivantes:
C=C
dA<dC
heG, T, T)< 0.

Quand ces propriétés sont satisfaites, on peut prendre pour P* la loi correspon-

B+B ¥
dant au triplet T* =(B*, C*,v*) ou B*=—;— C*=C, *:v—;—v, avec la distri-
P+ PR,
bution initiale P = O; 2,
Démonstration. a) L’hypothése est suffisante: on remarque d’abord que le triplet
B
(B*, C*,v¥*) défini par B¥* ——;—, C*=_C, v*:‘jzi est bien un triplet

caractéristique d’une loi de processus & accroissements indépendants (C’est a
dire satisfait les propriétés (i), (ii), (iii) de 1-2), on a évidemment v<€v¥, V< v¥
par construction;

e L i dv \7
On vérifie immédiatement en notant =, ue
dv* = 4

dA
B=B*+%jdcs dC+ [ x1 <y, (f =1 dv*

dA,
dc,

o]

=B* =3[ d Cot [xTq <y (1= f)dv*

de sorte que ayant:

WG, T, =1 (d :) P3P TP + T 0= (-2

et écrivant:

2
(dA ) QC,+| f (-1 v Y (- )~ (1 -a)*y

0 Ro

(d )dc [ fa=gye dve+ T (- at) = (=)

0 Rg

K, (P, P¥)=%

K (P, P¥%

1
4
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on a 4h(3, T, T)2K (P, P*)+ K (P, P*) ce qui découle, compte tenu de la
relation f+f=2 de

(=T z(f -1+ (2 1)
et de

(1=a)? —(1 =3 Z(1—a) — (1 —a P + (L a2~ (1 —a)H>.

L’hypothése faite implique donc K_(P,P*)<o et K_ (P, P¥)<oo, et donc
P<P* et P<P* Qaprés ([7] th. 15 ou [4] th.12.49 p.387). Indiquons que la
méthode de démonstration de cette domination consiste & considérer les P*
martingales M, M définies par

2§ ZAS d%c"’jl j. (f 1+ ﬂ{a+a*2}) d(ﬂ_v ) (26)

M,= —M,; u est la mesure des sauts du processus canonique x et 2 montrer
que &(M), £(M) sont des P*-martingales uniformément intégrables, définissant
donc des densités de probabilités, les probabilités z,&(M)d P* et Z,&(M)dP*
coincidant avec P et P.

b) L’hypothése est nécessaire. Soit P* une probabilit¢é dominant P et P;
appliquant les relations (23), (24), (25) entre P et P* et entre P et P*, il est clair

que l'on doit avoir C=C et dA<dC; ensuite un calcul simple donne la
relation: - N
ho(G, T, T)SK (P, P*)+ K (P, P¥)

d’ou le caractére fini de h (&, T, T).

3.3. Démonstration du théorémel. On a vu que si C+C ou si dA4dC ou
encore si h (%, T, T)=oo le résultat voulu est démontré. On suppose mainte-
nant que on n’est pas dans un de ces cas; on considére alors P* loi de P.a.i.
dominant P et P, définie comme dans I'énoncé de la proposition 3.2. Notons z,,
dp

dP*|g, dP* @t. _
définies par (26), z=z,& (M), 2=5,£(M) de sorte que:

Z, les densités On a donc utilisant les P*-martingales M et M

25 n= g8 5L & (MY & (M)~

On peut définir par analogie aux processus W"(a), h*(¢) du paragraphe 2 les
processus W (), h(x) et on obtient:

Bel 2 1= En D3 1 En [ (2 2000h@] @)
0

h(x) est le P*-compensateur prévisible de W () ou:

oz(l )

W,(2)= (M—M+ Y @0, L+ AM,, 1+ AM,)

s<t

- _ _
_ell=o) (dAS) dC+ Y (@, 1+ AM,, 1~ AM,).
> ) \ac,

s=t
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Il reste a calculer la partie de h(x) compensant la somme Y ®(a, 1+4M,, 1
—AMS)Z st

posons D={1: AX,+0}={r: p({t} xRy)=1}
et J={t:a**0}.

AW (@) =a(l+4M)+(1—a)(1 —AM)—1A+AMY(1—AM,)" "
=a(lp,; () +AM)+(1 =), (1) — A M)
—(p )+ 4 My (p,, )4 Mt)l_m: ®(o, U, U)

ou U=1,,,(t)+4M,, U,=1,,,()~4M,.

0
En convenant encore que —==0, on a:

0
0104 (=152 ) u. )
_]Ig (f_1+2a,—&,a)v+v({t} dx)

o0+ (114520 ) w4

[a—d a-—a . a,—d,
[ 2 +2—at—a", ( 2 )]

=ﬂmu@+f(f—1+5%§g%);dﬂhdﬂ—

a,~a,
2—a,—4,

ey 0+ [ fih dx)+1p(0 (—1 4570 ) -4

Ro —a4,— a4 —a,— 4

B

! 1
2-24,
2—a,—a,

=ng&Ldﬂ+lmm@

On fait un calcul analogue pour U, et on obtient:

. 2-24,
Uz=n§o 2=t} dx)+1;.p 2 a—a,’
enfin

A W,(oc)sz B(o, f, 2= ) u{t}, dx)

2-2 2-2a4a
1,00 @ (a, % & )
1

2—a,—a, 2—a,—a
2-2q, 2-23 )
2—a,—a, 2—a,—a,

= | @@ f,2— N p({t}, dx)+ @ (a,
Ro

2—2a, 2-24,
_I@( '2—a,—4,"2—a,—

)u({t} dx).
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Le P*-compensateur de Y &(o, 144 M., 1—AM) est alors:

: 2-2a 2—2d a+a
Do, f,2—fydv*+ cD(, LR S)(l—i——s>.
gmo (@ f, Sydv qu % 2—a,—d, 2—a,—a, 2

On en déduit

_ zoc(l—oc) } (dAs>

() 2dcs+j" [ &, f,2—f)dv*

2 \dC, R,
+ Y P l-a,l-d)=h(T,T). (28)
0=s=t

Utilisant maintenant P’égalité (27), comme h(x) est déterministe, d’aprés I’égalité
(28), on obtient:

t
p.(o, P, PY=py(o, P, P)+ [ p,_(a, P, PYdh(a, T, T)
0

en notant p,(«, P, P)=p(a, P, P)=1E,.[2z%5} ~*] de sorte que utilisant (6) et (7),
on déduit: i
()= po(x) & (—h(a), (29)
d’oui le résultat attendu, pour p(a, B, B).
Ensuite comme 20 =(V Z,)v 2¢, et comme P'=P'~ @P", P'=P'~ QPY
s<t ~ ~ ~
ou P¥ P% sont les lois des variables X,, X, et P'~, P'~ sont les lois de X et X

sur [0, t[, on a:

p(a, P', PY= Lim p(a, B, P)p(a, PY, P¥)

ste,s<t

=po(@) E(—h(a)),_ plo, v{t}, ¥{t})

=po(®) &(—h()),=p(a E, F).
Pour terminer la démonstration, il reste a considérNer le cas ot 8<oo; on peut
appliquer ce qui précéde aux processus arrétés X° X?; on obtient pour r <6

p(a, B, B)=p(0, By, Py} & (—h(w)),

et comme

P°=po~ @ P

P= P~ @ PO
on a encore

p(O(, Poa PG):p(a’ PO’ PO)éa(—_h(a))G

§4. Criteres d’absolue continuite ou de singularite pour les lois P et P
de deux processus a accroissements independants

Pour la simplicité de Pexposition on donne maintenant le critére d’absolue
continuité (figurant déja dans [4] et [7]).
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4.1. Théoréme 2. Pour que P <P il est nécessaire et suffisant que soient satisfai-
tes les quatre propriétés suivantes:

(AC)): By<Ph,

(AC,): C=C et dA<dC

(AC,): 7<y (ie. ¥<v et pour tout t <o a,=1=ad,=1)

(AC): h 3, T, T)y< .

Voici maintenant un critére de singularité nouveau (semble t’il) dans ce

cadre général sans hypothése d’absolue continuité locale; ce critére compléte le
lemme 3-1.

4.2. Théoréme 3. Pour que P et P soient singuliéres, il faut et il suffit quau
moins une des conditions suivantes soit satisfaite:

(Sy): B, LB,

(S,): C+C ou dA%kdC

(S3): Il existe s < oo tel que: H*(x({s}, dx), #({s}, dx))=1

(Sa): holh, T. T)=c0.
Démonstration. La suffisance de la condition P, L P, est évidente; si C+C,
d’aprés le théoréme 1, on a H(P, P)=0 et donc P L P. Si (S,) est satisfaite, alors
Ah&, T, T)=1, et en vertu de la formule (7) on a &(—h(, T, T)),=0 et donc &
nouveau d’aprés le théoréme 1 P_L P. Enfin si (S,) est satisfaite, (%, T, T)= 0
et £(—h&, T, T)),,=0 d’ou encore une fois la singularité de P et de P.

La nécessité: Soit PLP et supposons quaucune des conditions (S,), (S,),
(8;), (S,) ne soit remplie. D’apres le théoréme 1,

pG. P, P)=p(, P, B)E(—h(3. T, 1)),

avec p(3, Py, P), >0 et &(—h(3, T, T)),,>0, on en déduit p(3, P, P)>0 ce qui
contredit la singularité de P et de P.

4.3. Considérons le probléme de lalternative P<P ou P LP. D’abord remar-
quons quen général, méme en partant de Py=P,, on n’a pas cette alternative,
la condition (S;) du théoréme 3 n’étant pas la négation de la condition (AC;)
du théoréme 2.

Donnons deux cas classiques ot I'on a dichotomie:

1) Soit P localement absolument continue par rapport & P (voir [7]).

Alors (AC,), (AC,), (AC,) sont satisfaites et (S;) ne peut donc pas se
présenter et 'on a: . .

PgPeh (1 T, T<x

PilPeh, & T T)=c0.

2) Supposons que P et P soient des mesures gaussiennes, alors Py~P, et on
a la dichotomie:

P~Pe C=C, |a,—ad|=0 pourtout s,h,3, T, T)<wo
PLP<(C+C) ou (il existe s avec |a,—d,|+0) ou h &, T, T)=oo.
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{Le seul point & vérifier est que la négation de S; est AC;: dans le cas gaussien
v*=0 de sorte que si a,#0 nécessairement a,=1 et la relation Non(S,;) impli-
que d,=1.

Ensuite, soit s avec a,+0 et d +0; notons

F(x)=P[4X ,<x] F(x)=PP[4X <x]
ona:
v({s} x]—o0, x]nR)=F(x), T({s}x]—o0,x]NnIR,)=F,(x);

AX, et AX, sont des variables gaussiennes, elles sont donc mutuellement
absolument continues, F,(dx)~ F,(dx) et donc v~ d’ou (AC,).

§5. Critere de contiguite

On considére dans ce paragraphe une suite (P", P") de couples de probabilités
sur (ID, 9), telle que pour chaque n P" et P" munissent le processus canonique
d'une structure de processus & accroissements indépendants; on notera les
triplets caractéristiques correspondants T"=(B", C",v") et T"=(B", C", ").

On se propose de donner un critére de contiguité de (P") relativement a
(P™), critére portant sur le comportement asymptotique relatif de T" et 7". Ce
critére généralise celui de Oosterhoff et VanZwet [16] qui concernait des
sommes de variables aléatoires indépendantes (voir aussi Liptser, Pukelsheim,
Shiryayev [12]) et celui de Eagleson-Mémin [2] ou figurait une hypothése
d’absolue continuité locale. Rappelons d’abord que (P") est contigue & (P") (et
on note (P")<a(P") si pour toute suite (F”) d’éléments de & on a I'implication:
P'[F*]-0= P"[F"]—0.

Nous utiliserons le critére suivant de contiguité tiré de Jacod [5], et portant
sur le comportement des intégrales de Hellinger d’ordre «, p(a, P", P").

5.1. Lemme. (P") est contigue d (P") si et seulement si: lim, |, liminf, p(a, P, P
=1

5.2. Lemme. Si (P"y<a(P") alors liminf, p(%, P", P")>0 et on a:
(a) (F)=(Fp)-
(b) limsup, k&, T, T" < .

Démonstration. L’implication (P")<a(P") = (B)<a(PY) est triviale.

Ensuite on a (P")<a(P")= limsup, | P"— P"|| <2; sinon, on pourrait trouver
une suite (F") d’¢léments de & avec P"[F"]—0 et limsup, P"(F")=1, ce qui
contredirait hypothése de contiguité ((P")<a(P™).

On en déduit donc liminf, p(4, P", P")>0 et de méme liminf, p(3, P7, P)>0
d’ot compte-tenu du théoréme 1, limsup, h, (&, T", T") < 0.

On va maintenant faire intervenir directement les composantes de 7" et 7™
Notons " et ¥" les mesures o-finies définies & partir de v et " respectivement
par (8), et A" définie & partir de B, B", v", #" par (5).
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5.3. Proposition. Soit (P"y<a(P"). Alors il existe n,eN, il existe K>0, tels que
pour tout nzn, on ait les propriétés:

(a) C"=C"

(b) A" définit un processus d variation finie; la mesure dA" est absolument
continue par rapport a d C" et

@ dAn 2
>} dC*<K.
[ (7c;) 42

© @)=(") et H*(x", IM<K.

Démonstration. De la formule (9) définissant h(, T", T"), et du lemme (5.2)
précédent, on déduit immédiatement les points (a), (b) et la bornitude
h, T", T <K a partir d’'un certain rang n,,.

Il reste seulement a montrer la contiguité (7)<a(x”); c'est-a-dire les
contiguités (¥"}<a(v") et (7" — V)<a(}"—v").

1) (™)y=a(v™.
Notons f" la densité de Lebesgue de # par rapport & v* (pour tout

A€ By, ® By, T(A)=[f"(s,x)V"(ds, dx)+ V' [A{f,=0}]).

On commence par montrer que, sous 'hypothése H?(v", )< K pour n=n,, on
a:
()< (v") <= lim, lim sup, 7" [ f"(s, x) > k] =0. (30)

Cette équivalence est classique lorsque ¥ et v* sont des mesures finies (voir par
exemple [2, 12]); ici on aura la méme propriété grice a [Phypothése
H*(v, ") <K sin=n,.

En effet on a alors {((f™(s, x))* — 1)*v"(ds, dx) < K pour n=n, d’ou

limy [ g ysiy V' (ds, dx)=0  si n=n,.

(<" = lmy [ 1m0 7°(ds, dX)=0  si n=n,.
Dans Pl'autre sens, soit A"e %, ® %y avec v'[4"]-0;

LAY = Jﬂf"(s, X)L e, 0 <ty V(AS, dX)+ " [A" A { f"> k}].

Le premier terme du membre de droite tend vers 0 quand n— oo car vV'[A4"]—0
et le second d’aprés Phypothése lorsque k— oo, d’ou I'équivalence.

Montrons donc (P")=<a(P") = lim, lim sup, [ /"> k] =0.

Or (P<a(P") = [((f")*—1)*dv=K si nZ=n,, et donc d’aprés de qui précéde:

(P")=<a(P") = lim, lim sup, v"[ f">k]=0.
Mais
viLf*>k]l= ]EP"[ﬂ(f"(s,x)>k} plds, dx)]
et
lim lim sup, IEpu[1; fns 15 1y #(ds, dX)]=0
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entralne que pour tout ¢>0

lim, lim sup, P"[1; in(s 45 5y #(ds, dX)>] =0
par la contiguité (P")<a1(P"), on déduit:

lim, lim sup, P*[1; ns 1o 1 #(ds, dx)>£] =0.

Prenons ¢=1, et n et k étant fixés, soit 7} le temps d’arrét

t
*cz:inf{t: [ ll{f,.>k}u(ds,dx)gl}.
0 Ro

N 1
P"[ﬁﬁﬁ[f”>k]>s]§E IEp. [f j" PRI R dx)].
. 0 Ro
Mais

Pn[f [ e ads, )| P <o) <P | Ity gdnz1].

Ensuite on a: #[ f">k]<Z¢ si

P [(v — k] > ]+P"[~" [f">k]> ]
Mais
P"[(ﬁ" T Lf"> k1> ]g "t <oo].

On en déduit

Pl -mprrsk]> ]+ RAGEGE
< (1+) <l (142) P J1gmndnz1l

Ainsi, soit >0 il existe n, et il existe k, tels que 'on ait:

2

N &
pr 1 pnduzl]<
[gﬂi sk Gh= 1 2ie

on a alors [ f">k]<e dou lim,limsup, V[ f">k]=0, et la propriété de
contiguité de (V") relativement a (v*).

2) (" =)= ("= V")

Soit maintenant ¢” la densité de Lebesgue de 7"—¥" par rapport & y"—v";
de la propriété de contiguité (P"y<1(P") on déduit d’aprés le lemme 5.2 que pour
n=n, H*("—V", 7"—9)<K; et avec cette derniére propriété on a
Péquivalence:

(7" — )< (" — v") <> lim, lim sup,, (7" — ") [¢" > k] =0 (1)
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et on doit seulement montrer:
(P"<a(P") = lim, lim sup, (7" — ) [¢" > k] =0.

On procede exactement comme précédemment pour (%) et (v*). On a
(PM<a(P") = lim, lim sup, (x"—v") [¢">k] =0

cette derniere égalité s’écrit:

lim, limsup, 3 1, 5 (1 — a5 14 6)=0.

Soit I, ={s: at+0} I~"=—-{~s: ds +0}.
On a sur 'ensemble I"\I" ¢% <1 et par conséquent pour k> 1

(Y lgyond—an)=0.

sel~In

Nous voulons donc montrer seulement que:

lim, limsup, (3. L4y, (1 —5)=0.

sen

Y Vgl =a)=TEp[ 3 Ly, (1 =19 ro)-1))]

seln seln

lim, limsup, IE p.[ Z Ligeoig (1 =19 Re = 1)1=0

sel,
entraine pour tout ¢>0
limy limsup, P"[ Y, 1ign. (1 =190 = 1) >€1=0
seln
et par contiguité de (P") par rapport a (P")

lim, limsup, P"[ Ligns g (1 =1 5.m0) = 1) > €1=0.

seln

On peut alors procéder de la méme fagon que dans la partie 1) de la
démonstration, en définissant (n et k étant fixés) le temps d’arrét

oy avec oy=inf{t: ) Ty (1 —Tggmry-1) 21}
seln
sst

on trouve:
IEz.[ z} ]1{q>;l>k}(1 _H{M{s},mo):x})]
seln

2N . 2
§(1+;) P"[a;<oo3_s_(1+ )P"[z Liygo (=T mey 1) 2 1]

seln

et on termine de la méme fagon que pour le 1).
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On peut alors énoncer le critére de contiguité suivant qui manifestement
genéralise le critére d’absolue continuité énoncé au théoréme 2 (prendre P"=P
et P"=P).

5.4. Théoréme 4. (P") est contigue d (P") si et seulement si il existe noelN, K>0
tels que pour tout n=n, on ait les propriétés:

(CTY): (F)=(Pp)

(CT2): C"=C" et A" est un processus a variation finie avec dA"<d C".

(CT3): ()= (r')

(CT4): w3, T", THEK.

Compte tenu du lemme 5-2 et de la proposition 5-3, on a seulement a
montrer que les conditions données sont suffisantes pour assurer la contiguité
(P<(P).

Utilisant (CT2) on a d’apreés (29)

p(a, P", PYy=p(a, P}, BN E(—h(e, T, T™),,
la condition (CT1) implique (lemme 5-1) limlim,inf, p(e, P7, P¥)=1; il suffit
donc de montrer:
lim, liminf, &(—h(a, T", T"), =1, Cest-a-dire
lim, lim sup, h(«, T", T"),, =0.

Notant la représentation (27) de h(x, T", T™) et utilisant la propriété (CT3) de
I’énoncé, on se raméne 4 montrer:

lim, lim sup, [j [ @, dv,d™)+ Y & 1-dl, 1—&;')] =0,
0 Ro selnun

En considérant f" et ¢" les densités de Lebesgue de #" par rapport a v* et 7"
— 7" par rapport a y"—v" respectivement on obtient:

[ &, dv,dm+ Y &, 1—a’, 13
Ro seInuIn

Yo f7) - dv' 4+ (1= [ f"= 0]
Y Wl ¢N(1—a)+ Y (-0l gy, (1—a)

selruIn seln

ou Yo, x)=o+(1—a)x—x'"*
Utilisant (CT 3) et les équivalences (30) et (31) on a:

limsup, 7 [ f"=co]=limsup, ¥, 1jyn_ (1 —a})=0
seln
puis
lim, limsup, (Y, (/" —1)* 1, 1y dV"'=0

seln

lim, limsup, (Y (¢")? —1)* 14, (1 —a})=0.

seln
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Donnons une majoration de (o, x) pour 0<a =i et x>0: on a:

¥
W(cx,x)=x1‘°‘Logx+1—x

>y
5.7 =—(Log x)*x'=* d’ou 'inégalité:

Yo, x)<af[xLogx+1-—x];
pour 0=<x=4 on peut montrer la majoration:
xLogx+1—-x=Z4(x*—1)>2
et pour 4=<x=Zexp (k) (k=2)
xLogx+1—xZ(k—1)x+1=22(k—1)(x*—1)2
enfin on a directement pour k=2 et x=exp(k), a <%
Yo, x)<2(xt—1)2
ainsi en résumé pour a <+
si xZexp(k), P(o,X)<Qa2(k—1)v4) P(3,x) (32)
si x=exp(k) P(o, x) <4PE, x).

On déduit alors de la majoration (32) pour a <%

fim, lim sup, (j i l,b(oc,f")]l{fn>k}dv")=0

0 Re

lim limsup, () ¥(a, @)Ly (1 —al))=0.
selI”
Compte tenu maintenant de (32) appliqué a f"<k et ¢"<k, on obtient le
résultat limite désiré.

On peut aussi donner un critére de compléte séparation pour les suites (P")
et (P"); on a cette propriété ¢il existe une sous-suite (F,,) d’ensembles oi F, € &
tels que: R
P.(F,)>1 et B.(F,)—0

n
ce qui revient a écrire: liminfp(%, P", P")=0.
n
Le théoréme 3 s’étend alors aisément a cette situation:

5.5. Théoréme 5. (P") et (P") sont complétement séparables si et seulement si une
au moins des conditions suivantes est vérifiée:
(CS,): (Pr) et (P) sont complétement séparables,

(CS,): pour n appartenant & un sous-ensemble infini de N C"+C" ou
dA%dC",
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(CS3): pour n appartenant 4 un sous-ensemble infini de N, il existe t, tel

que
H(x({t,}, dx), 7 {t,}, dx) =1,
(CS,): limsup, h, (&, P", P)= + .

Les auteurs tiennent a remercier J.Jacod et les referees: leurs remarques ont permis
d’améliorer la premicre version de ce texte.
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