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fallsebene senkrecht steht, ganz analog der hier durchgefuhr- 
ten, I d  endlich erhellt aus der Form der Fortpflanzungs- 
gesetze, dass jede Spur einer Einwirkung verschwindet, wenn 
das Licht in den Magnet senkrecht zur Axe eintritt.') 

Bonn,  im November 1882. 

VIII. Zur l'heorie der LichtstrahZen,; 
vom G. E $ r c h h o f f .  

(hus den Berl. Ber. vom 22. Juni 1882 mitgetheilt vom Hrn. Verf.) 

Die Schlusse, durch welche man, hauptsachlich gestiitat 
auf Betrachtungen yon H u y g e n s  und F r e s n e l ,  die Bil- 
dung der Lichtstrahlen, ihre Reflexion und Brechung, sowie 
die Beugungserscheinungen zu erklaren pflegt, entbehren in  
mehrfacher Beziehung der Strenge. Eine vollkommen be- 
friedigende Theorie dieser Gegenstande aus den Hypothesen 
der Undulationstheorie zu entwickeln, scheint auch heute 
noch nicht moglich zu sein; doch lgsst sich jenen Schlussen 
eine grossere Scharfe geben. Ich erlaube mir, der Academie 
Auseinandersetzungen vorzulegen, melche hierauf abzielen, 
und deren wesentlichen Inhalt ich in meinen Universitats- 
vorlesungen seit einer Reihe von Jahren vorgetragen habe. 
Das gleiche Ziel in Bezug auf die Beugungserscheinungen 
ist inzwischen in einigen veroffentlichten Abhandlungen von 
den Herren F r o h l i c h  2, und Voig t  3, verfolgt. 

Es sol1 angenommen werden, dass das Licht in 
Transversalschwingungen des Aethers besteht, und der Aether 
in Bezug auf diese in dem Mittel, in dem die Lichtbewegung 
betrachtet wird, sich wie ein fester elast,ischer, isotroper 

5 1. 

1) Im ersten Theile dieser Abhandlmg sind die irrthiimlich stehen 
gebliebenen Passus p. 415 Z. 17-39 und p. 419 Z. 15- 21 zu streichen. 

2) Fr i jhl ich,  Wied. Ann. 3. p. 376. 1878; 6. p. 414. 1879 u. 1.5. 
p. 592. 1881. 

3 )  Voigt ,  Wied. Ann. 3. p. 532. 1878. 
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und homogener Korper verhalt , auf dessen Theile keine 
anderen Krafte wirken, als die durch die relativen Ver- 
riickungen hervorgerufenen. Sind u ,  v, w die Componenten 
nach den Coordinatenaxen der Verruckung eines Aether- 
tlieilchens, dessen Gleichgewichtslage die Coordinaten x: y, z 
hat, zur Zeit t ,  so geniigt dann jede dieser Grassen der 
partiellen Differentialgleichung: 

wo d die Snmme der zweiten Differentialquotienten nach 
x, y, z, und a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes 
bedeutet. Doch durfen nicht beliebige Losungen dieser Glei- 
chung 21, v, rv gleichgesetzt werden, da auch: 

au au aTo 
~ + -- + - = 0 a x  ay a z  

sein muss. Sind V, V, W beliebige Losungen derselben, so 
entspricht aber : 

einer moglichen Lichtbewegung, und nmgekehrt gibt es fur jede 
Lichtbewegung Eunctionen V,  V, W, die diesen Gleichungen 
geniigen.I) Es soll im Folgenden unter sp eine der Grijssen 
U, V, W oder u,  v ,  w verstanden werden. T sei die 
Schwingungsdauer des als homogen vorausgesetzten Lichtes, 
dann ist jede dieser sechs Grossen eine lineare, homogene 
Function von : 

cos r22n und sin -2n .  

Als Maass fur die Intensitat des Lichtes im Punkte 
(x, y, z) soll das arithmetische Mittel der Werthe genommen 

wahrend der Zeit T erhalt, d. h. wenn man: 

-ti = u cos- 2n  + u'sin---2n, 

t 5 
T 

werden, welche : UO' + 212 + 1UZ 

t 1 t t 
I )  = 

T T T 1 cos-22n + O' sin,2n: 

t 1 
zv = tr, cos-22n +- D' sin-9-z T T - *  

t (n? + ~ ' 2  + Oz + b'? + m' + m'l).  setzt, 2 _ _ _ _ ~  - 
1) C l e b s c h  in Borchard's Journ. 61. p. 195. 1562. 
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1st der game unendliche Raum von dem betrachteten 
Medium erfiillt, befindet sich in demselben ein leuchtender 
Punkt an dem Orte des Punktes 1, dessen Coordinaten P,, 
yl, z1 sind, und bezeichnet man durch r1 den Abstand der 
Punkte (x, y, z )  und (sl, yl, zl) voneinander, durch il die 
Wellenlange des Lichtes, d. h. das Product a T ,  so ist die 
einfachste Annahme, die man uber y machen kann, und 
die erlaubt ist, wenn man unter y eine der drei Grossen 
U. V. W versteht: 

(3) 
1 

cp = -cos(?-;)2n. T1 

Aus diesem Ausdruck von y kann-man einen allgemei- 
neren, der auf denselben Fall sich bezieht, ableiten, indeni 
man zu ihm einen constanten Factor, zu t eine additive 
Constante hinzufiigt, nach xl, y1 oder z1 einmal oder wieder- 
holt differentiirt und die Summe so gebildeter Ausdrucke 
nimmt. Das Resultat dieser Operation vereinfacht sich 
wesentlich, wenn man die Annahme einfuhrt, die fiir die 
Optik von fundamentaler Bedeutung ist, dass die Wellen- 
lange I als unendlich klein betrachtet werden darf. Man 
erhalt dadurch, indem man nur die Glieder hochster Ord- 
nnng berucksichtigt: 

wo D und D' von arl /ax, ,  drl/dyl, a r , / d z l ,  oder, was das- 
selbe ist, von arllax, arlldy, i3rl/dz, d. h. yon cler R i c h -  
t u n g  der Linie r1 abhangen, im iibrigen aber constant sind. 
Ausdrucke yon derselben Form gelten dann nach (2) auch 
fur u, v, 70;  bezeichnet man die Werthe von D und D' fiir 
den Fall, dass y = u, = v oder =7u gesetzt wird, durch 
A ,  A', B, B' oder C, C', 1asst a.lso diese sechs Zeichen 
Grossen bedeuten, die von der Richtung der Linie rI ab- 
hangen, im ubrigen aber constant sind, so wird die Inten- 
sitat des Lichtes im Punkte (a,  y, z ) :  

1 = (A3 + A'2 + BZ + B'2 + + P). 2 r1 
Dadurch ist ausgesprochen, dass diese Intensitat dem 

Quadrate der Entfernung vom leuchtenden Punkte umge- 
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lrehrt proportional ist, dabei aber mit der Richtung der 
Linie 1; in einer Weise variirt, die durch die Bewegung im 
lenchtenden Punkte bedingt ist. 

Ein leuchtender Punkt, wie der gedachte, soll bei den 
folgenden Betrachtungen als Lichtquelle vorausgesetzt, und 
es soll untersucht werden, wie das von ihm ausgehende Licht 
clurcli einen fremdartigen Eorper, der in seine Nahe gebracht 
ist, modificirt wird. Ein wesentliches Hulfsmittel bei dieser 
Untersuchung wird ein Satz darbieten, den die Anwendung 
des Green’schen Satzes nuf Functionen, die der fur y auf- 
gestellten I)iflerentialgleichung genugen, ergibt, und der eine 
Pracisirung und eine Verallgemeinerung des sogenannten 
Huygens’schen Principes bildet. Hr. H e l m h o l t z  hat 
clenselben schon in seiner ,,Theorie der Luftschwingungen 
i n  Rohren mit oi-fenen Enden“ l) abgeleitet und seine Wich- 
tigkeit gezeigt; es soll dieser Satz auf einem snderen Wege 
und in einer anderen Form in dem folgenden Paragraphen 
entwickelt werden. 

3 2. Sind U und 23 zwei Functionen von I ,  y, z ,  die 
init ihren ersten Diflerentialquotienten nach 2, y, z innerhalb 
cines vollstandig begrenzten Raumes (der auch aus mehre- 
ren getrennten Theilen bestehen kann) eindeutig und stetig 
sind, ist dt ein Element dieses Raumes, ds ein Element 
seiner Oberflache (die gleichfalls aus getrennten Theilen ZLI- 

sammengesetzt sein kann) und N die nach dem Inneren des 
Raumes gerichtete Normale von ds, so ist nach dem Green’-  
schen Satze: 

Hier setze man U = y und nohme in Bezug auf 2.3 zu- 
nachst an, dass es auch der Gleichung (1) genugt. Man 
erhalt d a m  : 

l i  Hcl inhol tz ,  Borcliardt’s Journ. 57. p. 1. 1859. 



Diese Gleicliung inultiplicire man mit d t  und integrire 
zwischen zwei Werthen der Zeit, von denen der eine nega- 
tiv, der andere positiv ist, und die - t' und t" genannt wer- 
den mogen. Bei einer gebrauchlichen Bezeichnungsweise 
wgibt sich dadurch: 

Nun sei: 

wo T,, die Entfernung des Punktes (2, y, c )  von einern be- 
liebig gewaiilten Punkte, dem Punkte 0, bedeutet und P eine 
Function ist, die fur jeden endlichen, positiven oder nega- 
tiven, Werth ihres Arguments verschwindet, nie negativ ist 
und der Bedingung geniigt, dass: 

pci., d j  = 1, 
wenn die Integration von einem endlichen negativen bis zu 
einem endlichen positiven Werthe yon 5 ausgedelint wird. 

Es sei jetzt ein vollstandig begrenzter Raum gegeben, 
der von homogenern Aether erfullt und frei von leuchtendcn 
Punliten ist; s sei seine Oberflache und ds ein Element der- 
selben. Der Punkt o werde im Inneren des Raumes ange- 
nommen und die Gleichung (5) auf d e n  Raum angewandt, 
der von jenem iibrig bleibt, wenn eine unendlich kleine 
l h g e l ,  deren Mittelpunkt der Punkt o ist , ausgeschlossen 
wid. d S  sei ein Element der Oberflache dieser Kugel. Es 
sei t' so gross gewahlt, dass: 

ro - at' 
fiir den grossten Werth, den ro in der Flache s, also uber- 
haupt in dem gedachten Raume, erhalt, negativ und endlich 
ist ; m t e r  dieser Bedingung kommen auf der rechten Seite 
Je r  Gleichung (5) nur Werthe von 23 und a @ / d t  vor, fiir 
welche ro+at endl ich ,  positiv oder negativ ist, und welche 
claher verschwinden. Die Gleichung (5) gibt daher: 

t "  



Das zweite von diesen beiden Integralen lasst sich aus- 
fiihren. Bezeichnet man durch R den Radius der unendlich 
kleinen Kugel, auf die es sich bezieht, und vernachlassigt bei 
der Berechnung des mit d S multiplicirten Ausdrucks, was 
mit R2 mnltiplicirt unendlich Kleines gibt, so kann man 
setzen: 

wo yo den Wer th  von v fiir den Punkt  o bedeutet. Da 
ferner F(at) nur fur unendlich kleine Werthe von t von 
Null verschieden und der Gleichung (6) znfolge: 

t" 

1 tEtF(at) = - s 
- t '  

ist, so wird das zweite Glied der Gleichung (7): 

wo yo (0) den Werth yon yo fur t = 0 bezeichnet. Auch bei 
ihrem ersten Gliede lisst sich die Integration nach t mit 
Hiilfe der G-leichung (6) ausfiihren. Zunachst hat  man: 

t " 

wo in dypldiV nach Ausfiihrung der DifTerentiation: 
t = - l ' o  n 

zu setzen ist. Macht man: 

so wird dieser Ausdrnck also : 
1 -f 9'0 (- 2) 

Ferner  ist: 
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und daher: 

wo 40 (- ro/u) den Werth von fiir t = -?=,,/a bedeutet. 
F o r d  man das letzte Integral durch partielle Integration 
um und erwagt, dass die Function F fur jeden endlichen 
Werth ihres Arguments verschwindet, so findet man den- 
selben Ausdruclr : 

wo in dyplat ebenfalls t = - ro/a zu setzen ist. Substituirt 
man diese Resultate in die Gleichung (7) und verlegt zugleich 
den Anfangspunkt der Zeit so, dass der bisherige Anfangs- 
pnnkt der Zeitpunkt t wird, so erhalt man: 

Die beiden ersten Glieder des hier mit ds multiplicirten 
Ausdrucks lnssen sich in das eine: 

.. -. ax?- 
zusammenziehen wo die Differentiation so auszufiihren ist, 
dass nur ro als variabel angesehen wird, den Grossen, von 
denen q ( t )  abhangt, aber die Werthe gelassen werden, die 
ihnen in dem Elemente ds zukommen. Man hat hiernach: 

(10) 4ny0(t) = I d s  12, wo: 

und wo die Function f durch (8) definirt ist. 
Hieraus ist zu schliessen, dass die Bewegung des Aethers 

in dem von der Flache s umschlossenen Raume angesehen 
werden kann als hervorgebracht yon einer Schicht von leuch- 
tenden Punkten in der Elache s, da ein jedes von den beiden 
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Gliedern, aus denen 9 zusammengesetzt ist, sicli bezeichnen 
lasst als einem leuchtenden Punlrte entsprechend, cler am 
Orte von cls sich befindet. 

Die  foolgende Betrachtung bemeist, dass unter einer ge- 
missen Bedingnng, die spater immer als erffLllt angenommen 
werden soll, die Gleichung (10) auch gilt, wenn die leuch- 
tenden Funlrte innerhalb des von der Flache s umschlossenen 
Raumes liegen, und der Punkt  o ausserhalb desselllen sich 
befinclet; nur muss die Normale iV dann nach nussen ge- 
kehrt  sein. Man wende in cliesem Falle die Gleichung (10) 
anf den Raum an, der nach innen durch die Fliiche s, nach 
aussen durch eine unendlich grosse Kugelflache begrenzt ist, 
deren Element dS genannt werden moge. Man erhiilt cladnrch: 

4 R f p o ,  (t) = S d S  !! f JdsJJ .  

Nun nehme man an,  dass bis zu einem gewissen, end- 
lichen Wer the  der Zeit uberall Ruhe herrsche, sodass fiir 
unendlich grosse, negative Wer the  von t uberall, also auch 
an der unendlich grossen Kugel, rp (t) und f (1) verschwinden. 
Wahlt man den Punlrt o im Endlichen und fasst nur encl- 
liche Werthe der Zeit  ins Auge, so verschwindet dann R 
fiir jedes Element c l S ,  weil hier t - .,/a negativ unendlich 
ist ;  man erhalt also die Gleichung (10). Die Beschrankung: 
dass der Punkt  o im Endlichen liegen und die Zeit endlich 
sein soll, ist dabei nur  eine scheinbare; welches die Lage 
des Punktes o und der Werth von t sein moge, man kann 
den Radius der Kugd so gross wahlen. dass die angestellte 
Betrachtung ihre Gultigkeit behiilt. 

Wendet  man die Gleichung (10) auf zwei geschlossene 
Flachen an, die einen Theil gemeinsam haben und Leide den 
Punkt  0, aber nicht die leuchtenden Punkte - oder auch 
die leuchtenden Punkte,  aber nicht den Yunkt o - um- 
schliessen, und zieht die Resultate, die man dadurch erhalt. 
voneinander ab, so sieht man. dass das Integral f d s  J2, ansge- 
dehnt uber eine geschlossene Flache, welche weder die leuch- 
tenden Punkte noch den Punkt  o umgibt, verschwindet. Es 
verschwindet auch fur eine geschlossene Blache, welche den 
Punkt  o und die leuchtenden Punkte umgibt. wie man er- 
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kcnnt,  wenn man die Gleichung (10) fur zwei geschlossene 
Flachen bildet, die einen gemeinsamen Theil haben, und von 
denen die eine den Punkt  o und nicht die leuchtenden 
Punkte ,  die andere die leuchtenden Punkte und nicht den 
P u n k t  o umgibt. 

Die  Anwendung, die von der Gleichung (10) bei dem 
vorliegenden, am Ende des vorigen Paragraphen bezeichneten 
Problem zu machen ist, liegt auf der Hand. Man denlre 
sich in dem homogenen Aether,  der den nnendlichen Raum 
erfiillt, einen leuchtenden Punkt  1; auf die Bewegung, die 
er hervorbringt, bexiehe sich die Function y". Wird ein 
fremdartiger Korper in den Ranm gebracht, so wird die Be- 
wegung geandert; es werde dadurch 'p aus y * ;  es handelt 
sich darum, cp zu ermitteln fiir irgend einen Punkt  O, der 
ausserhalb des Korpers liegt. E s  sei ds ein Element der 
Oberflache des Korpers, d S  ein Element einer unendlicli 
kleinen Kugelflache, die um den leuchtenden Punkt  beschrieben 
ist; der  Gleichung (10) zufolge ist d a m :  

4ny0 = JdS.Q + J d s 8 .  

Das erste dieser beiden Integrale hat einen leicht an- 
gebbaren Werth. Die Aenderung der Bewegung an  dem 
Elemente d S ,  die durch die Einfiihrung des Korpers hervor- 
gerufen wird , is t  (bei Ausschluss eines gewissen, speciellen 
Falles) nicht unendlich gross, und da die Kugelflgche, der 
d S  angehort, unendlich klein ist, so ist  ihr  Einfluss auf den 
W e r t h  des Integrals unendlich klein. Es kann in diesem 
also y+'- fur sp gesetzt werden, wodurch dasselbe nach der 
Gleichung (10) = 4ny,,* wird, wenn yo* den Werth von q* 
im Punkte  o bezeichnet. Man hat daher: 

(12) 4nq0 = 4nrpOy f S d s  9. 
Nach dieser Gleichung kann yo  allgemein berechnet 

werden, wenn man q* und fiir die Oberfliiche des Korpers 
die Werthe von q und t ? y / d N  kennt. 

Fur die spater anzustellenden Betrachtungen ist 
es nothig, den Werth zu kennen, den das Integral J'ds 52. 
ansgedehnt uber eine b e g r e n z t e  Flache, unter gewissen Be- 

4 3. 
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dingungen hat. Dieser Werth soll jetzt abgeleitet werden. 
Vorausgesetzt soll dabei werden, dass die Wellenlange un- 
endlich klein ist, dass y von einem leuchtenden Punkte 1 
herriihrt, also den in (4) angegebenen Ausdruck hat, dass 
fiir keinen endlichen Theil cler Flache s, iiber die das In- 
tegral auszudehnen ist, oder ihrer Grenze r1 + ro constant, 
oder bis nnf unendlich Kleines constant ist, und endlich, 
dass die gerade Verbindnngslinie der Punkte 1 und 0 nicht 
durch die Grenze der Fliiche oder unendlich nahe an ihr  
vorbei geht. Es wird bewiesen werden, dass dann das ge- 
nannte Integral vsrschwindet , falls die gerade Verbindungs- 
linie von 1 und 0 die Fl'ache s nicht schneidet. Die Rech- 
nnng wird ergeben, dass, wenn ein solcher Schnitt stattfindet, 
clas Integral = & 47~93~ ist, wo das obere oder unterezeichen 
gilt, j e  nachclem die Normale N in Clem Schnittpunkt einen 
spitzen ocler stumpfen Winkel mit der von 1 nach 0 ge- 
zogenen Geraden bildet; was, wenn die erste Behauptung 
bewiesen ist, schon aus der Gleichung (10) folgt. 

Alan nehme zuerst fur y den in (3) gegebenen Ansdruck 
an, setze also: 

dann wird: 

1 '  
(f = ,'1 cos i"l - !-) 2n; 1. 2' 

- 

femer nach (8): 

rl 1. a LV A T 
nnd daher nach (11): 

Um bei diesem Werthe von J2 clas genannte Integral 
z u  finden, gehe man von dem folgenden Satze aus. 
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Bezeichnet F(5) eine Function von 5 ,  die stetig ist in 
dem Intervall, in  dem 5 von c,, bis 5’ wachst, und 6 eine 
Constante, so verschwindet das Integral: 

wenn k unendlich gross wird. 
Die Richtigkeit dieses Satzes folgt aus Betrachtungen, 

die denen, ganz ahnlich sind, welche D i r i  c h l  e t bei seinen 
Untersuchungen iiber die F o u r i  er’sche Reihe in Bezug auf 
ein ahnliches Integral angestellt hat. Man zerlege das In-  
tegral in solche Theile, dass innerhalb eines jeden d F / d l ;  
weder sein Vorzeichen wechselt , noch vom Abnehmen ins 
Zunehmen oder umgekehrt iibergeht; von jedem dieser Theile 
(deren Anzahl als endlich vorausgesetzt wird) beweist man, 
dass er verschwindet, wenn k ins Unendliche wachst, indem 
man ihn weiter in Theile zerlegt der Art, dass alle Werthe 
von 5, fiir welche sin ( k j  + J) = 0 ist, als Zwischengrenzen 
auftreten, und die Ungleichheiten benutzt, die fur die abso- 
luten Werthe dieser Theile sich nngeben lassen. 

Aus ‘diesern Satze ergibt sich leicht der folgende. 
Wenn die Function F(5) die Eigenschaft hat ,  dass ihr 

erster Differentialquotient in dem Intervall von 5 = c,, bis 
j = j’ stetig ist, so wird fur k = CO: 

In der That wird die linke Seite dieser Gleichung durch 
part,ielle Integration : 

5 ‘  t’ 
dF d2F 

= - [,;cos(n5+ a,] +Ip c o s ( k i +  d ) d < ;  
i o t  

das neue hier auftretende Integral ist aber von der Form 
des Integrals (14), verschwindet dso,  wenn k ins Unendliche 
w achs t.. 

Je tz t  denke man sich eine stetig gekriimmte, vollstandig 
begrenzte Flache s, deren Element ds sein soll, nenne r1 

Ann, d. Phy?. u. Chem. N. F. YVIII. 43 
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und r,, die Entfernungen dieses Elementes von zwei festen 
Punkten 1 und 0, setze: 

+TI), 
bezeichne durch G eine sich stetig aindernde Function des 
Ortes von ds, durch 6 eine Constante, und untersuche den 
Werth,  den das Integral: 

(16) JG sin ( k c  + 6) ds 

annimmt, wenn R unendlich gross wird. 

deren Gleichung: 
5 = const. 

ist, also die Rotationsellipsoide, deren Brennpunkte die Punkte 
1 und 0 sind, und die Schnittlinien dieser mit der F h c h e  S;  

dann setze man: 

Zu  diesem Zmecke stelle man sich die Flikchen vor, 

(1 'i) F ( j )  = + 1 Gds, 

wo die Integration fiber den Theil der Flache s auszudehnen 
ist, der zwischen den zwei Schnittlinien liegt, von denen die 
eine Clem variabeln Werthe j, die andere einem beliebig ge- 
wahlten, festen Werthe Z entspricht, und wo das-Zeichen + 
gelten soll, wenn j > 2, das Zeichen -, wenn 5 < 2 ist. 
Bei dieser Festsetzung ist, wenn d c  posibiv gewahlt wird: 

wo die Integration uber den Theil der Flache s auszudeh- 
nen ist ,  der zwischen den beiden Schnittlinien liegt, welche 
den Werthen 1st c0 der kleinste, 
5' der grosste Werth von c in  der Flache s, so ist hiernach 
das Integral (16): 

und j + d j  entsprechen. 

also = dem Integral (14); es verschwindet daher fur k = GO, 

falls F((t;) in der Flache s stetig ist, d. h. falls fur keinen 
endlichen Theil der Flache s ein constanter Werth von j 
stattfindet. 

Es werde jetzt bei gleicher Bedeutung der Zeichen der 
Ausdruck: 
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(19) 
ins Auge gefasst. Dieser ist: 

k l  G sin (R 5 + 6) ds 

also gleich dem linken Theile der Gleichung (15). Er is t  
daher fur k = co auch gleich dem rechten Theile derselben, 
falls das durch (18) definirte d F / d <  innerhalb der Flache s 
stetig ist. Dieser Differentialquotient ist unstetig, sobald { 
fur einen endlichen Theil der Grenze von s constant ist; 
wird dieser Fall  ausgeschlossen, so kann eine Unstetigkeit 
nur  eintreten, wenn fur einen Punkt  der E’lBche d j  ver- 
schwindet. Es wird besonders untersucht werden, was dann 
stattfindet. Sonst hat  die Gleichung (15) Gultigkeit, und 
aus dieser folgt weiter, dass der Ausdruck (19) verschwindet. 
Unter den gemachten Voraussetzungen findet namlich so- 
wohl der grosste als der kleinste Wertli von j in einem 
oder einigen Punkten der G r e n z e  yon s statt, und fur einen 
jeden solchen Punkt  ist das IntegralJGds,  clas man be- 
rechnen muss, urn nach (18) das entsprechende d F / d <  zu 
ermitteln, unendlich klein von hoherer Ordnung als d [ ;  es 
verschwindet also dieses d F l d j .  

Nun ist der Werth von (19) fiir den Fall  zu suchen, 
dass d i  fur einen Punkt  in  der Flache s verschwindet. Es 
geschehe das fur den Punkt  (x, y, z), und g (x, y, z) = 0 sei 
die Gleichung dieser Flacfie; dann ist: 

wo L einen unbestimmten Factor bedeutet. Bezeichnen ul, el, y l ,  u,,, pol yo und u, p, y die Cosinus der Winkel, welche 
die Coordinatenaxen bilden mit der Linie, die von dem 
Punkte  1 nach dem Punkte (5, yl z )  gezogen ist, der Linie, 
die von dern Punkte 0 nach dem Pnnlrte (x, y, z )  gezogen ist, 
und einer Normale 1%’ der Flache s in diesem Punkte ,  SO 

lnssen diese Gleichungen sich schreiben: 

(20) U] + uo = M a ,  p1 + /3, = M , 3 ,  yl + yo 7: X j f ,  
43 
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wo iM einen neuen Factor bedeutet. Es ergibt sich aus 
ihnen einmal, dass die Linien r, und ro und rV in e i n e r  
Ebene liegen; dann folgt auch: 

und diese Gleichung sagt aus, dass entweder &I= 0, d. h. 
cco = -ul, Po = -PI ,  yo = -yl ist, also der Punkt (2, y, z )  
zwischen den Punkten 1 und 0 ,  auf ihrer geraden Verbin- 
dungslinie liegt, ocler die Richtungen jul, /I,, y l )  und (go, Po, yo) 
mit der Richtung von N gleiche Winkel bilden. I m  ztveiten 
Palle mussen die Linien r1 und ro auf entgegengesetzten 
Seiten der Normale N liegen, wenn sie nicht mit dieser 
ocler ihrer Verlangerung zusammenfallen; denn durch cco = ccI, 
Is, = Pl , yo = y1 werden die Gleichungen (20) nicht erfullt, 
es sei denn, dass r1 und ro mit il' oder cler Verlangerung 
von N zusammenfallen. 

Es werde jetzt die Bedeutung der Zeichen z, y, z ge- 
anclert und durch (z, y, z )  ein variabler Punkt der Flache s 
in Bezug auf ein Coordinatensystein bezeichnet , dessen An- 
fangspunkt der fruhere Punkt (z, y, z )  und dessen z-Axe die 
Normale iV ist. Es sollen ferner die Dimensionen der Pl iche s 
als unendlich klein (aber als unendlich gross gegen 1/R) an- 
genommen werden; es ist ausreichend, unter clieser Annahme 
das Integral (19) zu bereclinen, da sein Werth durch Hin- 
zufiigung neuer Theile zur Flache s nach dem, was bewiesen 
ist, nicht geandert wird. Die Gleichung der Flache s ist 
dann : 

wo a,, , a12 , aB2 Constanten sind, und zugleich ist: 

W U %  + PPl + YY1) = l+l(aGo + @Po + YYO), 

(21) : = U l 1 2 ?  + 2 q 2 x y  + a&, 

ds = dxdy. 
Urn die Schnittlinien der Flache s mit den Flachen 

= const. zu finclen, muss nun der Ausdruck von j gebildet 
und nach Potenzen von x und y entwickelt werden. Es 
seien zo , yo, zo die Coordinaten des Punktes 0 und: 

dann i s t :  

- 
po = lJ.co' + go' + .zoz ; 

)'o = f ( X  - r0)? -+ (y - y,,)? + ( 2  - z,,)2 

)',, = 1/po2 - 2.czo - 2yyr, - 2 Z q )  + .$ + y? + G .  

___- 

_ _  . __ 
oder: 
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Bezeichnet man x und y als unendlich klein von der 
ersten Ordnung und entwickelt ro bei Benutzung von (21) 
bis auf Grossen der zweiten Ordnung inclusive, so ergibt sich: 

xxo+yyo ai,x2+2alnmyfa,2y2 xa+y9 ( x ~ ~ + y y , , ) ~ ~  
Qo Qo %Of-- 2qO3 

To= po - ~ - -  
oder, da die in (20) vorkommenden Grossen E C ~ ,  Po ,  yo den 
Gleichungen: 

Y o  z o = -  
49 

P o  7 
4 = - a0, y o = -  
00 Qo 

geniigen, 
To = po + uoz + P0y + (ol1z2 + 2a12zy + Q ~ ~ ~ ~ ) Y ~  

1 + b2 (1 - a07 - 2 v a o P o  + Y2 (1 - Po,,) * 

Setzt man entsprechend: 
01 = vz12 + .v12 + 212, 

so findet man ebenso: 
7.1 = 91 + u1.z: + ,TI!/ f f 2a1,zy + al?y2)yi 

+-((""(1-u12)-21ya1p1 1 + y 2 ( 1 - & 2 ) ) *  

Qi 

Bei dem gewahlten Coordinatensystem ist aber u = 0 
und /3 = 0 ,  und daher nach (20): 

a1 + uo= 0 )  p1 + / 3 0  = 0 .  
Man hat daher: 

5 = A, + Al12' + 2AI2zy  + AZ2y2, wo : 

Die Schnittcurven der Flachen 5 = const. mit der Flache 
s sind hiernach ahnliche und Bhnlich liegende Kegelschnitte, 
deren gemeinsamer Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coor- 
dinaten ist. Ihre Gleichung, bezogen auf die Hauptaxen, sei: 

d. h. es seien pl und p, die (stets reellen) Wurzeln der 
quadratischen Gleichung : 

C - A, = pixz + ii2y3, 
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(23) ( 4 1  - i U . ) ( 4 2  - P) - 4 2 2  = 0 .  
Haben ,til und pp gleiches Vorzeichen, so sind die KegeI- 

schnitte Ellipsen; A, ist das Minimum von 5, wenn pl und 
p2 positiv sind, das Maximum, wenn diese beiden Grossen 
das negative Vorzeichen haben. Im  ersten Falle ist die 
Flache der Ellipse, die einem Werthe yon 5 entspricht: 

n( i  - A,) 9 im zweiten: = ~ _ _  -~ 7 m i d ,  - <) - ____ - 
Viu1,us Vp ,  I(12 

wo die Furze1  positiv zu nehmen ist, wie uberhaupt die 
Wurzel a m  einer positiven Grosse hier positiv verstanden 
werden soll. Nach der Gleichung (17) ist daher, wenn die 
dort mit Z bezeichnete Grosse = A, gewahlt mird, fur Werthe 
von j , bei denen die entsprechenden Ellipsen ganz innerhalb 
der Flache s liegen, in beiden Fallen: 

wo G sich auf den Punkt (2 = 0 ,  y = 0)  bezieht, also: 

Fallt kein Theil der Grenze von s mit einer der Ellipsen 
zusammen, so ist c&Fld< in dieser Flache stetig und fur den 
zweiten Grenzwerth, den j hier erlnngt, = 0. Danach ist 
der Aasdruck (19) fur k = 03, wenn 

71 = G -== cos ( k i l o  
VPl P2 

(24) 

und, wenn pL1 und p2 negativ sind: 
n = - G -= cos (kA, + 8) 

I/Pl P2 

Weniger einfach gestaltet sich die Rechnung, wenn p1 
und pa entgegengesetzte Vorzeichen haben, die Eegelschnitte 
also Hyperbeln sind; in welchem Ealle d F / d <  bei j= A, 
unstetig ist. Man wahle hier die Bauptaxen als Coordinaten- 
axen und gebe der Flache s eine bestimmte Gestalt, n&mlich 
die eines Rechtecks, dessen Seiten den Hauptaxen parallel 
sind und die Gleichungen: 

2 = + a ,  y = & b  
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haben. Die Ecken sollen auf den Asymptoten liegen, es  
sol1 also: 

a& = b l / - p 2  = c 
__ 

sein, wo y, positiv, pa negativ, c positiv ist. Die reelle Haupt- 
axe der einem Werthe von j entsprechenden Eyperbel fallt 
dann in die x-Axe, wenn 5 - A, positiv, in die y-Axe, wenn 
j - A, negativ ist. Setzt man wieder die bei der Gleichung 
(17) definirte Grosse 2 = A,, so hat man daher fur 5 > A,: 

F ( j )  = G (2 a b  - - =  1/p1z2 - j + &dz , 
V-P? * i  I 

Y?? 
wo G wiederum anf den Punkt (x = 0 ,  y = 0) sich bezieht. 
Daraus folgt: 

z 
d z  oder, da: 1- = 1% (2 + vJz2 - 1) , 

1 

_ -  d F  c +VC’ -  + A ,  
d c  - G e - l o g  Pi Pa ~7/ t - i l ,  

Ebenso findet man fur j < A,: 

Erwagt man, dass der kleinste Werth von j in den 
6 )  stattfindet, und = A, - ca ist, wah- 

a ,  y = 0) vorkommt 
Punkten (z = 0 ,  y = 
rend der grosste in den Punkten (2 = 
und = A, + ca ist, so ergibt sich der Ausdruck (19): 
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Setzt man i n  dem ersten dieser beiden Integrale: 
A, - j =  i, 

in dem zweiten: 6 -  4=%,  
so wird derselbe Ausdruck: 

-- C2 

=I G& k J l o g d 5 3  (sin(kt+k A,+ 8) - sin (AE-AA,- -  s)> d t ,  
VqGG VT 
oder : 

Y? 

c + ]/FAT * sin (kA, + 3) l log  -___ cos k E  dE . =GF==k Pl P2 0 VT 
Nun ist aber: 

Das erste von diesen drei Gliedern ist fur jeden Werth 
von k gleich Null, da der in den Klsmmern stehende Aus- 
druck sowohl fur = 2, als fur 6 5 0 verschwindet; das 
zweite ist von der Form des Ausdrucks (14) und verschwin- 
det daher fur k = co, da log (c -t l /cz - 6) auch bei = c2 

stetig ist, obwohl sein Differentialquotient nnendlich wird; 
das dritte endlich ist fur k = CO: 

m - 
’il sin u d  u =4s7 0 

d. h. = -. 4 

Der gesuchte W erth des Ausdrucks (19) ist daher, wenn 
,u1 und ,uz von entgegengesetztern Vorzeichen sind: 

= G &sin(kA0 + 5 ) .  
v - , P l P  

(26) 

Bei der weiteren Discussion der Ausdriicke (24), (25) 
und (26) ist zu benutzen, dass, da pl und u 2  die Wurzeln 
der Gleichung (23) sind: 
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(2 7) Pl P2 = 4 4 z  - AH2 
is t ,  wo A,,,  A12, A,, die in (22) angegebenen Werthe 
haben. 

Wie aus den Gleichungen (20) geschlossen ist, beziehen 
sich die nun durchgefiihrten Betrachtungen auf zwei Falle; 
der erste von diesen ist der, dass die Flache s von der geraden 
Verbindungslinie der Punkte 1 und 0 geschnitten wird, der 
zweite der ,  dass es in der Flache s einen Punkt gibt, der 
die Eigenschaft hat, dass die von ihm nach den Punkten 1 
und 0 gezogenen Linien gleiche Winkel mit der Normale 
der FlSiche s bilden und mit dieser in e i n e r  Ebene liegen. 
Der erste von diesen Fallen sol1 hier noch weiter unter- 
sucht werden. I n  ihm ist: 

die Gleichungen (22) geben daher: 
u1 + a0 = 0 ,  p1 + P o  = 0 ,  Y1 + Yo = 9 ,  

4 1  1 1  A , , =  -t(,+,)a,p,, , I  1 1  

1 
A,, =a(, + ;) (1 - Pl? ,  

und nach (27) ist: 
l 2  

w i p  = I(; + G) y13. 
Die Wurzeln der Gleichung (23), p1 und p2, sincl: 

also beide positiv; daher ist der Ausdruck (19) dem Aus- 
druck (24) gleichzusetzen ist; er ist also: 

= GZn*-cos(K(p, 1 + po) + a), 
PI + PO rl 

wo das positive oder negative Zeichen zu wahlen ist, j e  nach- 
dem y1 positiv oder. negativ ist. 

Bei diesen, iiber den Ausdrnck (19) angestellten Be- 
trachtungen ist 6 als eine Constante angenommen; sie gelten 
aber auch, wenn 8, wie G, sich stetig mit dem Orte von ds 
anclert; dann muss in den Ausdrucken (24), ( 2 5 ) ,  (26) und 
(38) 8, sowie G, auf den Punkt (x = 0,  y = 0) bezogen werden. 
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&fan sieht das ein, wenn man erwagt, class das Integral.(19) 
bei variablem 3 durch die Formel: 

s in(kc+ S )  = cos$sink<+ siniScoskg, 
in die Summe zweier Integrale von gleicher Form zerlegt 
werden kann, in denen 6 die constanten Werthe 0 und Jn  hat. 

Mit Hulfe der gewonnenen Resultate ist es nun leicht, 
die im Eingange dieses Paragraphen in Betreff des Integrals 
f ds J1 ausgesprochene Beliauptung zu beweisen. 

Es habe zunachst 52 den in (13), also 'p den in (3) an- 
gegebenen Werth;  man setze: 

t % =  k und - - i 2 m  = 3 ;  I. 1 

man sieht d a m ,  class d e r  Theil des genmnten Integrals, der 
von dem ersten Gliede von .Q herruhrt. verschwindet, I d  

class auch d e r  Theil clesselben, den das zweite Glied von $2 
ergibt, gleich Null ist .  wenn es nicht in der Flache s einen 
Punkt der Ar t  gibt, dass die von ihm nach den Punkten 
1 uncl 0. gezogenen Linien glciche Winkel mit der Nor- 
male cler Flache bilden und mit dieser in e i n e r  Ebene 
liegen, uncl wenn die Flciche nicht von der Verbindangslinie 
der Punkte 1 und 0 geschnitten wird. 1st die erste von 
diesen beiden Bedingungen nicht erfullt , so verschwindet 
das betreffende Integral aber auch; nm seinen Werth zu 
finclen, hat man niimlich in dem Ausdruck (24), (25) oder 
( 2 6 )  fiir G den Werth zu setzen, den: 

in dem bezeichneten Punkte snnimmt, und dieser Werth ist 
gleich Null, da d r , / d N  und dr,/diV die Cosinus der Winkel 
sind, die einander gleich sein sollen. Es verschwindet daher 
f cls .!?. nur dann nicht, wenn die Flache s von der Verbin- 
dungslinie der Punkte 1 nnd 0 geschnitten wird. Der Aus- 
druck (25) gibt in diesem Falle seinen Wer th ,  wenn man 
in ihn fur G d e n  Werth setzt, den (29) in dem Schnitt- 
punkte hat. Lasst man die Richtung von 37, die in (13) 
vorkommt, mit der Richtung der %-Axe zusammenfallen, auf 
die yl in (25) sich bezieht, so w i d :  
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und daher der Werth von (29): 
- - ?rL, 

61 e o  

also : J d s J L =  +- 4n cos i7 el + eo - T )  2 2n 
81 + Po 

oder : = & 47Gyo, 
wo die positiven oder negativen Zeichen gelten, je  nachdem 
y1 positiv oder negativ ist, d. h. je  nachdem die Normale N 
mit der von 1 nach 0 gezogenen Linie einen spitzen oder 
einen stupfen Winkel bildet. 

Hierrnit ist die in Rede stehende Behauptung fiir den 
Fal l  bemiesen, dass ty den durch die Gleichung (3) ange- 
gebenen Werth hat;  sie bleibt richtig, menn man von dieser 
Gleichung in  der dort angegebenen Weise ZLI der allgemei- 
neren Gleichung (4) iibergeht. 

Urn aus der Gleichung (12) Folgerungen ziehen 
z u  konnen, ist es nothig, die Werthe von sp und dyjdiV an  
der Oberflliche des Korpers, den die Gleichung voraussetzt, 
zu untersuchen. 

Fallen in einem durchsichtigen Mittel auf die Ebene, 
in der dasselbe an ein zweites Mittel grenzt, ebene Licht- 
wellen, so bilden sich reflectirte und gebrochene ebene Wellen. 
Dass  diese entstehen und d i e  Richtnngen haben, die sie er- 
fahrungsmassig besitzen, kann als eine Folge davon ange- 
sehen merden, dass zwischen den Verriickungen der Aether- 
theile an der Grenze in beiden Mitteln und deren Differen- 
tialquotienten lineare, homogene Gleichungen mit constanten 
Coefficienten bestehen. Es beziehe sich y e  auf das ein- 
fallende Licht,  q. auf das reflectirte im Punkte ( E ,  77, 5) ;  
fur das erste Mittel sei j < 0, fur das zweite 5 > 0 und: 

4. 

mobei 1, m, n die Cosinus der Winkel bedeuten, die die Co- 
ordinatenaxen mit der Richtung der Wellennormale des ein- 
fallenden Lichtes bilden, in cler dieses fortschreitet. Es is t  
d a m  : 
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wo c und y Constanten sind, deren Werthe abhangen von 
der Bedeutung des Zeichens cp, dem Einfallswinkel, dem 
Polarisationszustande des einfallenden Lichtes und der Natur  
der beiden Mittel. Fiir j =  0 ha t  man daher, wenn man 
die Zeichen p ( t )  und p ( t )  als gleichbedeutend mit y e  und 
sp. gebraucht , 

und : yr ( t )  = Cye (t + 7)  

(301 a <  - a 5  
a y e  i t  i- y) 

- - c  
a Or ( t )  ___ - 1 

von welchen Gleichungen die zweite auch geschrieben merden 
kann: 

menn N, wie fruher, die nach dem Inneren des ersten Mittels 
gekehrte Normale der Grenze bedeutet. 

Sind im einfallenden Lichte gleichzeitig Wellen yon ver- 
schiedenen Richtungen vorhanden, sodass sowolil ye als y, .  
eine Summe solcher Ausdriicke is t ,  wie sie eben diesen 
Zeichen gleichgesetzt sind, so bestehen entsprechende Glei- 
chungen fur die einzelnen Glieder dieser Summen. 

Diese Satze konnen eine Anwendung nuf den Fal l  finden, 
auf den die Gleichung (12) sich bezieht, wenn man die Wellen- 
l’ange k als unendlich klein voraussetzt und die Kriimmung 
der Oberflache des gedachten K6rpers als nirgends unendlich 
gross annimm t. 

Die Gleichung (12) stellt y o  (d. h. den Werth von y fur 
einen beliebigen Punkt  0 des betrachteten Raumes) als eine 
Summe von Gliedern dar,  die herriihren yon dem leuch- 
tenden Punkte 1 und von leuchtenden Punkten, die in der 
Grenzflache jenes Rnumes liegen. Man nehme den Punkt 0 
unendlich nahe an dieser Grenzflache an, und zwar so nahe, 
dass sein Abstand von ihr  auch gegen il unendlich klein ist. 
Die Lichtwellen, die ihn treffen, konnen d a m  theils als ein- 
fallende , theils als reflectirte oder gebrochene bezeichnet 
werden, je  nachdem sie nach der Grenze hin, oder von ihr  
fort sich bemegen. Die leuchtenden Punkte,  von denen die 
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ersten herruhren, sind diejenigen, die sich auf der e i n e n ,  die 
leuchtenden Punkte, von denen die letzten herruhren, die- 
jenigen, die auf der a n d e r  e n  Seite der unendlichen Ebene sich 
befinden, die durch den Punkt 0, dem nachsten Element der 
Grenzflkche parallel gelegt ist. Sind, wie angenommen werden 
soll, in dem zweiten Mittel einfallende Wellen nicht vorhan- 
den, so existiren in dem ersten nur einfallende und reflectirte; 
es moge y e  auf die einfallenden, cpr auf die reflectirten Wellen, 
y auf die ganze Bewegung in dem Punkte, der hier der Punkt  0 
genannt ist, sich beziehen, sodass: 

a9- 39 e 8 %  
a N  + x v  9 = ye + ( ~ r  und a- 

ist. Dabei gelten dann die Gleichungen (30), wenn das ein- 
fallende Licht nur aus e inem Wellensysteme besteht und 
die entsprechenden, dort angegebenen, wenn mehr einfallende 
Wellensysteme zu unterscheiden sind. 

Ein Fall, der besonders einfach, und fur den die Vor- 
stellung leichter ist, als fur den allgemeinen, ist der, dass 
ein s c h w a r z e r  Korper das zweite Mittel bildet, d. h. ein 
solcher, der Licht weder reflectirt , noch hindurchlasst. Ein 
Korper, in dem das Licht dieselbe Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit hat, wie in der durchsichtigen Umgebung und hin- 
reichend stark absorbirt wird, muss, der Erfahrung zufolge, 
diese Eigenschaft besitzen. In einem solchen Korper, wie in 
jedem undurchsichtigen, sind einfallende Wellen an seiner 
Oberflache nicht vorhanden, wie es oben vorausgesetzt ist; 
iiberdies ist die mit c bezeichnete Grosse bei ihm immer 
gleich Null; die an der Oberflache des schwarzen Korpers 
zii erfullende Bedingnng ist daher die, dass: 

Wenn der bei der Gleichung (12) gedachte Korper ein 
schwarzer, und seine OberBache uberall convex ist, so lassen 
sich hiernach die Werthe von (P und 8cpl8N fur die Ober- 
flache mit Leichtigkeit finden. Denkt man sich eine Ebene, 
die, einer Tangentialebene parallel und unendlich nahe , bei 
Clem Korper vorbeigeht, so liegt die ganze Oberflache auf 
der e i n e n  Seite dieser Ebene, der Art,  dass jedes Element 
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ds immer nur einen Beitrag zu (F,., aber keinen zu y e  liefern 
kann. Man stelle sich den Kegel vor, der seine Spitze in 
dem leuchtenden Punkte 1 hat und die Oberflache beriihrt; 
die Beriihrungslinie desselben theilt die Oberflache in zwei 
Theile, von denen der eine dem leuchtenden Punkte zuge- 
wandt, der andere yon diesem abgewandt ist; fur einen Punkt, 
der Clem ersten Theile unendlich nahe ist, liefert der leuch- 
tende Punkt  1 zu rpe den Beitrag y*, fur einen Punkt,  
der unendlich nahe an dem zweiten liegt, liefert er diesen 
Beitrag zu y,., wo y* wieder sich auf die Bewegung bezieht, 
die stattfinden wiirde, wenn der schwarze Korper nicht vor- 
handen wiire. An dem ersten Theile ist daher: 

und hieraus folgt nach (31j: 
fp = o ,  2- a 0 .  (33) aiv - 

Bei einer beliebigen Gestalt des schmarzen Korpers ge- 
niigt man der Bedingung (31), indem man fur diejenigen 
Punkte der Oberflache, in denen diese zum e r s t e n  ma1 
von Geraden, die vom Punkte 1 ansgehen, getroffen mid ,  
die Gleichungen (32), fur alle anderen Punkte der Oberflache 
die Gleichungen (33) festsetzt. Unter dieser Annahme folgt 
namlich &us einem im 6 3 bewjesenen Satze, dass das In- 
tegral J d s Q ,  ansgedehnt iiber die ganze Oberflache, ver- 
schwindet, menn der Punkt  0 unendlich nahe an dem e r s t e n  
Theile, und dass es = - 4 nyo* ist, wenn der Punkt 0 un- 
endlich nahe an dem z w e i t e n  Theile der Oberflache ge- 
wahlt wird; woraus dann mit Hiilfe von (12) die Gleichungen 
(31) fur die ganze Oberflache sic,h ergeben. 

Aus clem eben angezogenen Satze folgt aber auch meiter, 
dass, wo auch der Punkt  0 in dem durchsichtigen Mittel an- 
genommen wird, y,, = y,,* ist, falls die gerade Verbindnngs- 
h i e  von 1 und 0 die Oberflache des Korpers nicht trifft, 
und yo = 0 ,  falls diese Linie die Oberflache zweimal oder 
ofter schneidet. Da man unter y irgend eine der Ver- 
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ruckungen u, v, w verstehen kann, so ist hierdurch ausge- 
sprochen, dass in dem ersten der beiden unterschiedenen Falle 
die Lichtbewegung im Punkte 0 dieselbe ist, wie wenn der 
schwarze Korper fehlte, im zweiten aber am Orte von 0 
Dunkelheit stattfindet; damit ist gesagt, dass der schwarze 
Korper einen S c h a t t e n  wirft, dass das Licht des leuchten- 
den Punktes sich g e r a d l i n i g  fortpflanzt, in S t r a h l e n ,  die 
als unabhangig voneinander betrachtet werden konnen. 

$ 5. Der  eben benutzte, im Anfange des $ 3 ausge- 
sprochene Satz gilt nur unter gewissen, dort angegebenen 
Voraussetzungen; sind diese nicht erfullt, so sind auch die 
hier aus dem Satze gezogenen Folgerungen nicht richtig, es 
treten dann R e u g u n g s e r s c h e i n u n g e n  auf. 

Man denke sich den leuchtenden Punkt 1 von einem 
schwarzen Schirm, i n  ciem eine Oeffnung sich befindet, rings 
umgeben. Die Linie, in welcher die Oberflache des Schirmes 
yon einem Kegel beriihrt wird, der seine Spitze in dem 
Punkte  1 hat, heisse der R a n d  der Oeffnung; er theilt die 
Oberflache des Schirmes in einen inneren und einen ausseren 
Theil. Irgend eine Flache, die durch den Rand begrenzt 
ist und mit dem einen, wie mit Clem anderen dieser Theile 
eine geschlossene Flache bildet , die den leuchtenden Punkt  
umgiebt, sei die Flache s. Liegt der Punkt 0 irgendwo 
ausserhalb dieser geschlossenen Flachen , so ist dann nach 
der Gleichung (12), nach der in Bezug auf schwarze Korper 
aufgestellten Hypothese, also den Gleichungen (32), (33), nnd 
nach der Gleichung (10): 

wo bei der Bildung von Q y* fur 4p zu setzen und die I n -  
tegration uber die Flache s auszudehnen ist. Es konnen 
sich Beugungserscheinungen in der Nahe des Punktes 0 
zeigen, wenn fur einen endlichen Theil der Flache s oder 
ihrer GreIkze T, + T,, bis auf unendlich Kleines constant 
ist ,  oder die gerade Verbindungslinie der Punkte 1 und 0 
unendlich nahe an der Grenze der FlBche s vorbeigeht. Bei 
den Erscheinungen, die F r e s n e l  in der Axe einer kreis- 
formigen Oeffnung oder eines kreisformigen Schirmes beob- 

(34) 4nyo = J d s ” ,  
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achtete, mahrend ein leuchtender Punkt  auf derselben Axe 
sich befand, waren r1 und rot also auch r1 + ro fur alle Punkte  
der Grenze von s nahe constant; bei den nach F r e s n e l  be- 
nannten Beugungserscheinungen, bei den Fransen namlich, die 
in der Nahe der Schattengrenze eines Schirmes auftreten, 
geht die Verbindungslinie von 1 und 0 nahe bei der Grenze 
von s vorbei; bei den F r a u n h o f e r ’ s c h e n  Beugungserschei- 
nungen (menn dieselben ohne Benutzung von Linsen, also 
auf einer unendlich entfernten Tafel, mit  Hiilfe eines unend- 
lich entfernten leuchtenden Punktes dargestellt werden) ist 
r1 + T,, fiir die ganze Oeffnung nahe constant. 

Urn auch fur diese Falle die Intensitat des Lichtes im 
Punkte 0 zu finden, setze man zunachst, der Gleichnng (3) 
entsprechend: 

cp* = L o s  2 -- 2n. (35) V l  t z  ;) 
Es erhglt dann J2 den in (13) angegebenen Werth. Die 
beiclen Glieder, aus denen derselbe znsammengesetzt ist, sind, 
da 1 unendlich klein is t ,  von ungleicher Grossenordnung, 
es sei denn. dass: 

nnendlich klein ist,  welcher Fal l  hier nicht in Betracht ge- 
zogen zu werden braucht. Die Gleichung (34) gibt daher: 

Um Weitlaufigkeiten zu vermeiden, werde nun angenom- 
men, dass die Flache s eine ebene ist, dass ihre Dimensionen 
gegen ri und ro so klein sind, class T,  und ro da, wo sie 
ausserhalb des Sinuszeichens vorkommen , sowie ihre nach 
iV genommenen Differentialquotienten als constant betrachtet 
werclen kijnnen, und endlich, dass die Linien ro unendlich 
kleine Winkel mit den Verlangerungen der Linien r1 bilden. 
Man hat  clann: 

und 
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Man verallgemeinere nun den Ausdruck von cp* auf dem 
Wege, auf dem die Oleichung (4) aus der Gleichung (3) ab- 
geleitet ist, sodass man erhalt: 

(36) q * = - c o s  r-- 2n+--s in  --- 276, 
T1 (: i) D' r1 (7 ;) 

wo D und D' von der Richtung cles von dem leuchtenden 
Punkte  1 durch den Punkt  (x, y, z)  gehenden Strahles 
abhaingen. Dabei wird d a m :  

wo D und D' dieselbe Bedeutung haben. Jetzt  dnrf man 
unter y irgend eine der Verruckungen u, v, w verstehen; 
thut man das und schreibt A und A', B und B', C und C' 
fur 13 und D', je  nachdem y = 11, v, tu gesetzt wird, so wird 
bei cler in 6 1 definirten Einheit fur die Lichtintensitiit die 
Intensitat  des Lichtes in der beugenden Oeffnung : 

I 
2r,' 

-- - (A2 + A'2 + 1 3 2  + B Z  + c2 + ( 7 2 ) .  

Bezeichnet man diese h r c h  J und setzt: 

so wird die Intensit'at im Punkte  0: 

welche Gleichung durch mannigfnltige Messungen als mit der 
Erfahrung ubereinstimmend nachgewiesen ist.') 

6 6. Die eben abgeleitete Gleichung setzt wesentlich 
voraus, dass die Dimensionen der beugenden Oeffnung sehr 
gross gegen die Wellenlangen sind, und ihre Anwendung auf 
die B e u g u n g s s p e c t r e n ,  bei deren Herstellung oft Gitter 
benutzt sind, deren Spalten nur eine Breite von wenigen 
Wellenlangen besassen, ist nicht zu rechtfertigen.2) Doch 
haben die Messungen, denen wir die Kenntniss der Wellen- 
langen verdanken, gezeigt, dass diese Anwendung die O r t e  
der Lichtmaxima mit grosser Genauigkeit richtig ergibt. 

11 Vgl. F r o h l i c h ,  Wied. Ann. 6. p. 429. 1879. 
2 1  Vgl. Frohl ich ,  Wied. Ann. 6. p. 430. 1879 nnd 1.5. p. 592. 1882. 

A m .  d. Phgs. u. Chem. N. F. YVIII.  44 
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Diese Thatsache findet von den hier zu Grunde gelegten 
Hypothesen aus ihre Erklarung durch die folgenden Be- 
trachtungen. 

Man denke sich das Gitter, uber dessen BeschafZenheit 
eine specielle Voraussetzung nicht gemacht zu werden braucht, 
das z. B. ein Drahtgitter oder ein Russgitter oder ein Dia- 
mantgitter sein kann, in die passende Oeffnung eines ebenen, 
schwarzen Schirmes, der nach allen Seiten sich in die Un- 
endlichkeit erstreckt, eingefugt. Man verstehe unter ds ein 
Element der Ebene des Oitters, oder, um praciser zu reden, 
ein Element einer Ebene, die dem Gitter sehr nahe, auf d e r  
Seite desselben liegt, auf der der Punkt 0 sich befindet. 
Es gilt dann die Gleichung (9), und diese vereinfacht sich, 
wenn man die Annahme einfuhrt, dass r0 unendlich gross 
ist, in: 

Die Ebene, deren Element ds genannt ist, sei die xy- 
Ebene des Coordinatensystems, die x-Axe senkrecht anf den 
Spalten , der Anfangspunkt der Mittelpunkt des rechteckig 
angenommenen Gitters; ferner sei Po die Lainge der vom 
Anfangspunkt nach dem Punkte 0 gezogenen Linie, und es 
seien a0, Po, yo die Cosinus der Winkel, welche diese mit den 
Coordinatenaxen bildet. Man hat dam:  

ro = po - uox - pay, 8% = yo und: ds = d x d y .  

Man hat ferner : 
1 t 
T 2 sp(t) = Acos-2n  + A'sin-2n 

wo A ,  A', B ,  B' Function von x und y sind. Substituirt 
man diese Ausdrucke in die fur yo aufgestellte Gleichung, 
so erhalt man bei passender Verlegung des Anfangspunktes 
der Zeit: 
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wo C und C' umgekehrt proportional mit Po,  lineare Func- 
tionen von y o  und - was hier hervorzuheben ist -- lineare 
homogene Functionen von A, A', B, B' sind, deren Uoeffi- 
cienten von x und y nicht abhangen. Nun sei die Licht- 
quelle ein leuchtender Punkt ,  der auf der negativen z-Axe 
in der Unendlichkeit liegt, 26 die Lange der Spalten, 2 n  
ihre Anzahl und e der Abstand entsprechender Punkte zweier 
aufeinander folgender, also 2 n e  die Breite des Gitters. Man 
darf drznn annehmen, dass A, A', B, B', also C u n d  C' von y 
so nbhangen, dass sie constant bleiben, wenn y von - b bis 
+ b variirt, und verschwinden, wenn y ausserhalb dieses I n -  
tervalls liegt; von x aber so,  dass sie um e periodisch sind, 
wenn x einen Wer th  zwischen - ne und + ne hat ,  und fur 
andere Werthe von x verschwinden. Infolge hiervon wird 
zun ac hs t : 

Da 1 als unendlich klein gegen b angesehen werden 
kann, so ist der vor dem Integralzeichen stehende Factor 
fiir jeden endlichen Werth von Po gegen 6 unendlich klein, 
wahrend er  endlich ist,  wenn Po von der Ordnung von I / b  
ist. Unter dem Integralzeichen denke man sich C und C' 
nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von ( x / e ) 2 n  ent- 
wickelt; es treten d a m ,  wenn h eine ganze Zahl oder Null 
bedeutet, die Integrale auf: 

n e  

J'c1.x cos h: 2 %  sin czo; 2 n  nnd: f i r  sin h e  X 2 n  cos uoT X 2,2, 

-ne  - n e  

die verschwinden, und die Integrale: 
nr. nc 

~ r l . c c o s h ~ 2 m c o s c z o ~ 2 n  und: J'rlxsinh+ 2 n s i n u  - 2 n ,  X 

o i  
-ne - 71 c 

die resp.: 
44 * 



692 

sind. Diese Ausdrucke sind im allgemeinen gegen ne un- 
endlich klein, wenn 1 als unendlich klein gegen ne bezeichnet 
wird; sie sind aber endlich, falls: 

1 
cdo * 11; 

von der Ordnung von illne ist. 

verstanden werden kann, so folgt hieraus, dass fur: 
D a  nun unter 4p irgend eine der Verriickungen u, v, w 

1. uo:= * h - ,  & = O  

die Lichtintensit'at unendlich gross ist gegen die in allen 
anderen Punkten des Gesichtsfeldes stattfindende ; und das 
ist es,' was die Beobachtungen gezeigt haben. 

Nach den gemachten Auseinandersetzungen ist es 
leicht, auch das Gesetz der Ref l ex ion  der Lichtstrahlen ab- 
zuleiten. Dem leuchtenden Punkte 1 sei ein beliebiger 
Korper gegeniiberstellt. Um den Fall zu vereinfachen, denke 
man sich aber die Oberflache dieses mit einer scliwarzen 
Hiille bedeckt, in der nur eine kleine Oeffnung auf der dem 
leuchtenden Punkte zugewandten Seite sich befindet; uber- 
dies seien die geometrischen Verhaltnisse der Art, dass das 
reflectirte Strahlenbundel, welches erfahrungsmassig sich 
bildet, die Oberflache des KGrpers nicht zum zweiten ma1 
trifft. Wiederum beziehe sich das Zeichen y* auf die Be- 
wegung, die stattfinden wurde, wenn der fremde Korper nicht 
vorhanden ware, und es sei zunBchst y* durch die Gleichung 
(35) bestimmt. Den zu erfiillenden Bedingungen genugt man 
dann, indem man setzt: 

9 7.  

fur den freien Theil der Oberflache: 
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also nach (30): 

und daher: cp = rp*+fcos  
r1 

fur d i e  Punkte des geschwarzten Theiles der Oberflache, in 
denen diese zum ersten ma1 von einer vom leuchtenden 
Punkte 1 ausgehenden Linie getroffen wird: 

fiir alle anderen Punkte der geschwiirzten Oberflache: 

Den Gleichungen (12) uncl (11) zufolge ist dann der 
Ueberschuss des Werthes von yo uber den Wer th ,  den yo 
hnben wiirde, wenn die g a n z e  Oberflache des fremden Kor- 
pers geschwarzt miire, die Suinme cler beiden Integrale: 

wo die Integration iiber den freien Theil der Oberfliche - 
der die Flache s heissen moge - auszudehnen ist.') Das 
erste von diesen beiden Integralen is t ,  wenn der Punkt  0 
in endlichem Abstande von der Oberflache sich befiuclet, dn 1 
unendlich klein ist, gegen dss zweite zu vernachlassigen, sodass 
der genannte Unterschied der beiden Werthe von y o  durch 
das Integral (37) dargestellt ist. 

Es gilt dieses auch, wenn y*, statt  durch die Gieichung 
(35)) durch die Gleichung (36) gegeben ist ;  nur die Werthe 

1) Es wird olinc Scliwierigkeit sich nachweisen lassen, class, wenn 
der Ponkt 0 in oder unendlich nahe an der Oberflciche liegt, clieser dus-  
drnck zu deli Werthcn von cp und ai,:aZV zuruclrfuht, die sngenommen 
sincl. Doch sol1 dieser Bemeis nicht gegeben werclen. 
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von c und y sind dann andere. Das Integral (37) ist von 
der Form des Integrals (19); aus den in Bezug auf dieses 
angestellten Betrachtungen folgt, dass jenes im allgemeinen 
verschwindet. (19) verschwindet nicht, wenn die Plache s 
von der Verbindungslinie der Punkte 1 und 0 geschnitten 
wird. (37) verschwindet aber auch dann, weil dann fur den 
Schnittpunkt : 

ist. E s  ist das Integral (37) von Null verschieden, wenn es in 
der Flache s einen Punkt gibt, dessen Verbindungslinien 
mit den Punkten 1 und 0 gleiche Winkel mit der Normale 
der Flache s bilden und rnit dieser in einer Ebene liegen. 
Dadurch ist ausgesprochen , dass reflectirte Strahlen existi- 
Ten, und welche Richtungen diese haben. Eine Storung 
durch Beugungserscheinungen tritt ein, wenn fur einen end- 
lichen Theil der Fliiche s oder ihrer Grenze T - ~ + T ,  bis auf 
unendlich Kleines constant ist, oder der Punkt 0 unendlich 
nahe an der Grenze des reflectirten Strahlenbundels liegt. 

Aus dem eben abgeleiteten Gesetze, welches die Rich- 
tungen der reflectiden Strahlen bestirnmt, lassen sich die 
geometrischen Eigenschaften eines Strahlenbundels, das von 
einem leuchtenden Punkte ausgegangen und an einer krum- 
men Flache reflectirt ist, entwickeln. Die im 6 3 durch- 
gefiihrten Rechnungen erlauben aber auch anzugeben , wie 
auf einem Strahle eines solchen Bundels die IntensitBt und 
die Phase von einem Punkte zum anderen variirt. 

Der Theil von yo, der dem reflectirten Lichte entspricht, 
d. h. der Ausdruck (37) ,  ist durch die Ausdriicke (24), (25) 
oder (26) gegeben, wenn darin: 

K Gz- 
e0 

gesetzt wird, wo K eine von go unabhangige Grosse bedeutet. 
Daraus folgt, dass auf einem reflectirten Strahle die Inten- 
sitat mit Po so sich andert, dass sie mit dem absoluten 
Werthe von: 

umgekehrt proportional ist. 
Ausdruck sich schreiben: 

Nach (27) und (22) lasst dieser 
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( 4 1 e o  + c11) ( 4 2  g + c22) - (b12eo + ClJ21 

c11 = d ( 1 - - o 2 ) 1  c 1 2 =  - d - o P 0 1  ~ 2 2 = a ( l - P o 2 ,  

wo die Grossen 6 und c von eo unabhangig sind, und: 

ist. Sind eo =fl und po =fi die (stets reellen) Wurzeln der 
quadratischen Gleichung, die man erhalt, indem man diesen 
Ausdruck gleich Null setzt, so ist also die Intensitat auch 
umgekehrt proportional mit dem absoluten Werthe von: 

( eo  -A) (eo -A) * 
I n  den Punkten go =fi und go =f2 ist die Intensitat 

nnendlich; es sind das die Brennpunkte des Strahles. 
I n  Betreff der Phase ist zu bemerken, dass diese, wie 

die Ausdrucke (24), (25), (26) zeigen, sich sprnngweise urn i n  
andert ,  wenn der Punkt  0 durch einen der Brennpunkte 
hindurchgeht. 

Es bedarf kaum der Erwahnung, dass ganz ahnliche 
Betrachtungen, wie iiber die Reflexion, auch uber die Brechung 
der Lichtstrahlen angestellt werden konnen. 

IX. Ueber Schallst~~r7cemesszc.ng; 
von W. Wundt. 

Unter obigem Titel findet sich im vorigen Hefte dieser 
Annalen eine Abhandlung von K. V i e r o r d t ,  in welcher 
neben der Mittheilung eigener neuer Versuche auch eine 
Besprechung von Beobachtungen entha,lten ist, die von Hrn.  
Dr. E. T i s c h e r  in meinem Laboratorium ausgefuhrt und 
theils in dessen Dissertation, theils in den von mir heraus- 
gegebenen ,,Philosophischen Studied' I) veroffentlicht sind. 
Da ich eine Bekanntschaft mit diesen Arbeiten bei den 
Lesern der Annalen nicht voraussetzen darf, so erlaube ich 
mir zunachst den wesentlichen Inhalt  derselben, insoweit er  
sich auf die vorliegende physikalische Frage bezieht , hier 
kurz zusammenzufassen. 

1) W u n d t ,  Phil. Stud. 1. p. 495. 1853. 


